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C�C KÞ HI�U
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Ch÷ìng 1

H�M SÈ NHI�U BI�N SÈ

1.1. Kh¡i ni»m mð �¦u

1.1.1. Khæng gian metric

Kþ hi»u Rn l  tªp c¡c bë câ thù tü n sè thüc x = (x1, x2, ..., xn), m  ta công gåi l  c¡c �iºm.
Ta gåi kho£ng c¡ch giúa hai �iºm x = (x1, x2, ..., xn) v  y = (y1, y2, ..., yn) cõa Rn l  biºu thùc

d(x, y) =
È

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + ...+ (xn − yn)2. (1.1)

D¹ th§y kho£ng c¡ch trong Rn �÷ñc cho bði (1.1) câ ba t½nh ch§t cì b£n sau cõa metric:

(a) d(x, y) ≥ 0,∀x, y ∈ Rn, d(x, y) = 0⇔ x = y;

(b) d(x, y) = d(y, x),∀x, y ∈ Rn;

(c) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),∀x, y, z ∈ Rn.

Nh÷ vªy tªp Rn vîi kho£ng c¡ch �÷ñc cho bði cæng thùc (1.1) l  khæng gian metric [2, tr
39].

Gi£ sû x∗ ∈ Rn v  ε > 0. Ta gåi ε - l¥n cªn cõa x∗ l  tªp hñp sau cõa Rn :

Vε(x
∗) = {x ∈ Rn|d(x, x∗) < ε}.

Ta gåi l¥n cªn cõa x∗ l  måi tªp cõa Rn chùa �÷ñc mët ε - l¥n cªn n o �â cõa x∗. L¥n cªn

cõa x∗ �÷ñc kþ hi»u l  V (x∗). Tªp
0

Vε(x
∗) = Vε(x

∗)\{x∗} �÷ñc gåi l  ε- l¥n cªn thõng cõa x∗ .

Tªp
0

V (x∗) = V (x∗)\{x∗} �÷ñc gåi l  l¥n cªn thõng cõa x∗.
Gi£ sû D ⊂ Rn. �iºm x∗ ∈ D �÷ñc gåi l  �iºm trong cõa D n¸u tçn t¤i mët ε - l¥n cªn cõa

x∗ n¬m ho n to n trong D . Tªp D �÷ñc gåi l  mð n¸u måi �iºm cõa D �·u l  �iºm trong cõa
nâ.

�iºm y∗ ∈ Rn �÷ñc gåi l  �iºm bi¶n cõa D n¸u måi ε- l¥n cªn cõa x∗ �·u vøa chùa �iºm
thuëc D, vøa chùa �iºm khæng thuëc D. �iºm bi¶n cõa D câ thº thuëc D, công câ thº khæng
thuëc D. Tªp c¡c �iºm bi¶n cõa D �÷ñc gåi l  bi¶n cõa nâ v  �÷ñc kþ hi»u l  ∂D.

Tªp D �÷ñc gåi l  �âng n¸u nâ chùa t§t c£ c¡c �iºm bi¶n cõa nâ.
V½ dö ε- l¥n cªn Vε(x∗) cõa x∗ l  tªp mð. Ta gåi Vε(x∗) l  qu£ c¦u mð t¥m x∗, b¡n k½nh ε.

Bi¶n cõa qu£ c¦u §y l  tªp c¡c �iºm x ∈ Rn sao cho d(x, x∗) = ε . Tªp {x ∈ Rn|d(x, x∗) ≤ ε}
l  mët tªp �âng v  �÷ñc gåi l  qu£ c¦u �âng t¥m x∗, b¡n k½nh ε.
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Tªp D �÷ñc gåi l  bà ch°n n¸u tçn t¤i mët qu£ c¦u chùa nâ.
Tªp D �÷ñc gåi l  li¶n thæng n¸u câ thº nèi hai �iºm b§t ký cõa D b¬ng mët �÷íng li¶n

töc n¬m ho n to n trong D. Tªp D li¶n thæng �÷ñc gåi l  �ìn li¶n n¸u bi¶n cõa nâ gçm mët
m°t k½n, �÷ñc gåi l  �a li¶n n¸u bi¶n cõa nâ gçm nhi·u m°t k½n ríi nhau tøng �æi mët.

1.1.2. �ành ngh¾a h m sè n bi¸n sè

Gi£ sû D ⊂ Rn . �nh x¤

f : D → R
(x1, x2, ...xn) 7→ u = f(x1, x2, ..., xn)

�÷ñc gåi l  h m sè n bi¸n sè. Tªp D �÷ñc gåi l  tªp x¡c �ành, x1, x2, ..., xn �÷ñc gåi l  c¡c bi¸n
�ëc lªp, u �÷ñc gåi l  bi¸n phö thuëc cõa h m.

H m hai bi¸n th÷íng �÷ñc kþ hi»u l  z = f(x, y), cán h m ba bi¸n th÷íng �÷ñc kþ hi»u l 
u = f(x, y, z).

V· sau ngo i c¡c chú c¡i nh÷ x, y, z, ... ta cán kþ hi»u c¡c �iºm cõa Rn b¬ng c¡c chú c¡i in
hoa nh÷M,N,P, .... Công gièng nh÷ vîi h m mët bi¸n sè, vîi h m nhi·u bi¸n sè ta câ quy ÷îc
sau: N¸u h m nhi·u bi¸n sè �÷ñc cho b¬ng biºu thùc gi£i t½ch u = f(x1, x2, ..., xn) v  khæng
nâi g¼ th¶m v· tªp x¡c �ành cõa h m sè �â th¼ ta quy ÷îc tªp x¡c �ành cõa nâ l  tªp t§t c£
c¡c �iºm M ∈ Rn, sao cho f(M) câ ngh¾a.

•V½ dö 1.1. Tªp x¡c �ành cõa h m z =
√

4− x2 − y2 l  tªp c¡c �iºm (x, y) ∈ R2 tho£ m¢n

4− x2 − y2 ≥ 0⇔ x2 + y2 ≤ 4.

�â l  h¼nh trán t¥m O(0,0), b¡n k½nh b¬ng 2.

1.1.3. Giîi h¤n cõa h m nhi·u bi¸n

C¡c kh¡i ni»m trong möc n y, möc 1.1.4, v  trong c¡c ph¦n 1.2, 1.3 �÷ñc tr¼nh b y cho h m
hai bi¸n. Chóng câ thº �÷ñc mð rëng cho h m nhi·u hìn hai bi¸n.

? �ành ngh¾a 1.1. Ta nâi d¢y �iºm Mn(xn, yn) ∈ R2, n ∈ N∗, d¦n �¸n �iºm M0(x0, y0) ∈ R2

v  vi¸t Mn →M0 khi n d¦n �¸n væ cüc hay Mn →M0(n→∞) n¸u d(Mn,M0)→ 0(n→∞).

D¹ th§y r¬ng Mn →M0(n→∞)⇔ xn → x0, yn → y0(n→∞).

? �ành ngh¾a 1.2. Gi£ sû h m z = f(x, y) x¡c �ành trong l¥n cªn thõng
0

V (M0) cõa
�iºm M0(x0, y0). Ta nâi h m f câ giîi h¤n l khi M(x,y) d¦n �¸n M0(x0, y0) v  vi¸t

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = l hay lim
M→M0

f(M) = l n¸u vîi måi d¢y �iºm Mn(xn, yn) thäa m¢n

Mn ∈
0

V (M0),∀n ∈ N∗,Mn →M0(n→∞) ta �·u câ lim
n→∞

f(xn, yn) = l.

�ành ngh¾a h m câ giîi h¤n væ cüc t÷ìng tü nh÷ �ành ngh¾a tr¶n.

Nhªn x²t 1.1. C¡c t½nh ch§t cì b£n cõa h m sè nh÷: giîi h¤n cõa têng, hi»u, t½ch, th÷ìng,
�ành lþ kµp,... v¨n cán �óng vîi giîi h¤n cõa h m hai bi¸n.

•V½ dö 1.2.
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(a) lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2) = 02 + 02 = 0.

∆.Gi£ sû {(xn, yn)}n l  mët d¢y d¦n �¸n (0, 0) v  x2
n+y2

n > 0. Khi �â, lim
n→∞

xn = 0, lim
n→∞

yn =

0,

⇒ lim
n→∞

(x2
n + y2

n) = 0
�n⇒ lim

(x,y)→(0,0)
(x2 + y2) = 0 �.

(b) X²t lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2+y2

. Ta th§y h m xy√
x2+y2

x¡c �ành tr¶n R2\{(0, 0)}. Vîi (x, y) 6= (0, 0)

ta câ
0 ≤ | xy√

x2+y2
| = |x|√

x2+y2
|y| ≤ 1.|y| = |y|,

m  lim
(x,y)→(0,0)

|y| = 0, n¶n theo �ành lþ kµp v· giîi h¤n cõa h m sè lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2+y2

= 0.

1.1.4. Sü li¶n töc cõa h m nhi·u bi¸n

? �ành ngh¾a 1.3. Gi£ sû h m f(x, y) x¡c �ành trong tªp D ⊂ R2, �iºm M0(x0, y0) ∈ D. Ta
nâi h m f li¶n töc t¤i Mo n¸u vîi måi ε > 0 tçn t¤i δ > 0 sao cho vîi måi �iºm M(x, y) thäa
m¢n c¡c �i·u ki»n M ∈ D, d(M,M0) < δ, ta �·u câ

|f(x, y)− f(x0, y0)| < ε.

Theo �ành ngh¾a tr¶n, n¸u Mo l  �iºm cæ lªp cõa D, tùc l  trong mët l¥n cªn n o �â cõa
Mo ch¿ câ mët �iºm duy nh§t cõa D (ch½nh l  �iºm Mo), th¼ h m f li¶n töc t¤i Mo. N¸u Mo l 
�iºm giîi h¤n cõa D, tùc l  trong måi l¥n cªn thõng cõa Mo �·u câ ½t nh§t mët �iºm cõa D,
th¼ h m f li¶n töc t¤i Mo khi v  ch¿ khi

lim
M→M0
M∈D

f(M) = f(M0),

trong �â giîi h¤n ð v¸ tr¡i �÷ñc hiºu theo ngh¾a cõa �ành ngh¾a 1.2 vîi mët thay �êi nhä l  �èi
vîi d¢y �iºm Mn câ th¶m �ái häi Mn ∈ D, ∀n ∈ R∗.

H m f li¶n töc t¤i måi �iºm cõa D �÷ñc gåi l  li¶n töc tr¶n D.
H m f �÷ñc gåi l  li¶n töc �·u tr¶n D n¸u vîi måi ε > 0 tçn t¤i δ > 0 sao cho vîi måi c°p

�iºm M,N ∈ D thäa m¢n �i·u ki»n d(M,N) < δ ta �·u câ

|f(M)− f(N)| < ε.

H m f li¶n töc tr¶n tªp �âng, bà ch°n D (tªp compact) câ c¡c t½nh ch§t t÷ìng tü nh÷ h m
mët bi¸n, �â l : f bà ch°n tr¶n D, f �¤t �÷ñc gi¡ trà lîn nh§t v  nhä nh§t tr¶n D, f li¶n töc
�·u tr¶n D.

Nhªn x²t 1.2. C¡c t½nh ch§t cì b£n cõa sü li¶n töc cõa têng, hi»u, t½ch, th÷ìng cõa c¡c h m
mët bi¸n li¶n töc v¨n cán �óng vîi h m hai bi¸n.

•V½ dö 1.3. Kh£o s¡t sü li¶n töc cõa h m sè

f(x, y) =


|xy|α

x2 + y2
khi(x, y) 6= (0, 0)

0 khi (x, y) = (0, 0),

trong �â α > 1.
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B i gi£i. H m f li¶n töc t¤i måi (x, y) 6= (0, 0) v¼ khi �â h m f l  t¿ sè cõa hai h m li¶n
töc m  m¨u sè kh¡c 0. �º x²t t½nh li¶n töc cõa h m f t¤i (0,0) ta t½nh giîi h¤n cõa h m sè §y
t¤i (0,0). Theo b§t �¯ng thùc Cauchy

|xy|α ≤
�
x2+y2

2

�α
,

do �â vîi (x, y) 6= (0, 0) ta câ

0 ≤ f(x, y) ≤
�
x2+y2

2

�α
1

x2+y2
= (x2+y2)

α−1

2α
.

V¼ α− 1 > 0 n¶n
lim

(x,y)→(0,0)

(x2+y2)
α−1

2α
= 0.

Theo �ành lþ kµp v· giîi h¤n cõa h m sè ta suy ra

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 = f(0, 0),

tùc l  h m f li¶n töc t¤i (0,0). Vªy h m f li¶n töc t¤i måi (x, y) ∈ R2.

1.2. �¤o h m ri¶ng v  vi ph¥n

1.2.1. �ành ngh¾a �¤o h m ri¶ng

? �ành ngh¾a 1.4. Gi£ sû h m z = f(x, y) x¡c �ành trong l¥n cªn cõa �iºm M0(x0, y0). Vîi
∆x câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä �°t

∆xf = f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0).

�¤i l÷ñng ∆xf �÷ñc gåi l  sè gia ri¶ng cõa h m f theo bi¸n x t¤i Mo. �¤o h m ri¶ng cõa
h m f theo bi¸n x t¤i Mo l 

∂f
∂x

(M0) = lim
∆x→0

∆xf
∆x

n¸u giîi h¤n ð v¸ ph£i cõa �¯ng thùc tr¶n tçn t¤i. �¤o h m ri¶ng §y công �÷ñc kþ hi»u b¬ng
mët trong c¡c kþ hi»u sau:

f ′x(M0), ∂z
∂x

(M0), z′x(M0).

�¤o h m ri¶ng cõa h m f theo bi¸n y t¤i Mo �÷ñc �ành ngh¾a t÷ìng tü.

Tø �ành ngh¾a 1.4 ta suy ra quy t­c thüc h nh sau: khi t½nh �¤o h m ri¶ng cõa h m hai
bi¸n theo bi¸n n o �â ta coi bi¸n cán l¤i l  h¬ng sè.

•V½ dö 1.4. Vîi z = arctan y
x
ta câ

z′x = 1
1+(y/x)2

( y
x
)′x = 1

1+(y/x)2
(− y

x2
) = − y

x2+y2
,

z′y = 1
1+(y/x)2

( y
x
)′y = 1

1+(y/x)2
1
x

= x
x2+y2

.
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1.2.2. Vi ph¥n to n ph¦n

? �ành ngh¾a 1.5. Gi£ sû h m z = f(x, y) x¡c �ành trong l¥n cªn cõa �iºm M0(x0, y0). Vîi
∆x,∆y câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä �°t

∆f = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0).

�¤i l÷ñng ∆f �÷ñc gåi l  sè gia to n ph¦n cõa h m f t¤i M0(x0, y0). N¸u ∆f câ d¤ng

∆f = A∆x+B∆y + o(ρ), (1.2)

trong �â A, B l  c¡c sè thüc khæng phö thuëc v o ∆x v  ∆y, ρ =
√

∆x2 + ∆y2, o(ρ) l  væ
còng b² bªc cao hìn ρ khi ρ d¦n �¸n 0, th¼ h m f �÷ñc gåi l  kh£ vi t¤i Mo v  biºu thùc

df = A∆x+B∆y (1.3)

�÷ñc gåi l  vi ph¥n to n ph¦n cõa h m f t¤i Mo.

♦ �ành lþ 1.1. N¸u h m f(x, y) kh£ vi t¤i M0(x0, y0) th¼ f câ c¡c �¤o h m ri¶ng t¤i Mo v  vi
ph¥n to n ph¦n cõa h m f t¤i Mo l 

df = f ′x(M0)∆x+ f ′y(M0)∆y. (1.4)

∆.�p döng biºu di¹n (1.2) vîi ∆y = 0, �º þ r¬ng khi �â ∆f = ∆xf , ρ =
√

∆x2 = |∆x|, ta
�÷ñc

∆xf = A∆x+ o(|∆x|).

Vîi ∆x 6= 0 chia hai v¸ cõa �¯ng thùc tr¶n cho ∆x ta �÷ñc
∆xf
∆x

= A+ o(|∆x|)
∆x

.

V¸ ph£i cõa �¯ng thùc cuèi còng d¦n tîi A khi ∆x → 0 v¼ o(|∆x|)
∆x

= ±o(|∆x|)
|∆x| → 0 khi

∆x→ 0. Suy ra ∆xf
∆x

câ giîi h¤n b¬ng A khi ∆x→ 0, tùc l  f câ �¤o h m ri¶ng theo x t¤i Mo

v  A = f ′x(M0). T÷ìng tü ta câ h m f câ �¤o h m ri¶ng theo y t¤i Mo v  B = f ′y(M0). Cuèi
còng thay A = f ′x(M0) v  B = f ′y(M0) v o (1.3) ta �÷ñc (1.4) �.

�ành lþ �£o cõa �ành lþ 1.1 khæng �óng, tùc l  t½nh câ c¡c �¤o h m ri¶ng cõa h m sè t¤i
mët �iºm khæng k²o theo t½nh kh£ vi cõa h m sè t¤i �iºm §y. �¥y l  �iºm kh¡c bi»t giúa h m
hai bi¸n v  h m mët bi¸n. �ành lþ d÷îi �¥y cho ta mët �i·u ki»n �õ cõa h m kh£ vi.

♦ �ành lþ 1.2. N¸u h m f(x, y) câ c¡c �¤o h m ri¶ng trong l¥n cªn cõa M0(x0, y0) v  c¡c
�¤o h m ri¶ng §y li¶n töc t¤i Mo th¼ h m f kh£ vi t¤i Mo.

Ta thøa nhªn �ành lþ 1.2. �p döng �ành lþ n y ta th§y h m f(x, y) = x câ c¡c �¤o h m
ri¶ng f ′x = 1 v  f ′y = 0 li¶n töc tr¶n to n R2 n¶n kh£ vi tr¶n to n R2. Theo cæng thùc (1.4) ta
câ dx = 1.∆x + 0.∆y hay ∆x = dx. T÷ìng tü ta câ ∆y = dy. Do �â cæng thùc (1.4) cán câ
d¤ng

df = f ′x(M0)dx+ f ′y(M0)dy (1.5)

•V½ dö 1.5. T¼m vi ph¥n to n ph¦n cõa h m z =
√
x2 + y2. Ta câ

dz = z′xdx+ z′ydy,

z′x = x√
x2+y2

, z′y = y√
x2+y2

,

do �â
dz = xdx√

x2+y2
+ ydy√

x2+y2
.
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Trong ph¦n cuèi cõa möc n y chóng tæi giîi thi»u mët ùng döng cõa vi ph¥n to n ph¦n.
Gi£ sû h m f(x,y) kh£ vi t¤i Mo(xo, yo). Khi �â sè gia to n ph¦n ∆f câ d¤ng (1.2). Bä qua væ
còng b² o(ρ) bªc cao hìn ρ ta �÷ñc cæng thùc x§p x¿

∆f ≈ A∆x+B∆y = f ′x(M0)∆x+ f ′y(M0)∆y

hay
f(x0 + ∆x, y0 + ∆y) ≈ f(x0, y0) + f ′x(M0)∆x+ f ′y(M0)∆y. (1.6)

Cæng thùc (1.6) cho ph²p ta t½nh gi¡ trà g¦n �óng cõa h m f t¤i �iºm �õ g¦n �iºm Mo.

•V½ dö 1.6. T½nh g¦n �óng gi¡ trà biºu thùc

A =
√

2.982 + 4.012.

Líi gi£i. �°t z(x, y) =
√
x2 + y2 th¼ A = z(2.98, 4.01). Vi¸t A d÷îi d¤ng A = z(3 −

0.02, 4 + 0.01), rçi ¡p döng cæng thùc (1.6) ta �÷ñc

A ≈ z(3, 4) + z′x(3, 4)(−0.02) + z′y(3, 4)0.01,

trong �â
z(x, y) =

√
x2 + y2 ⇒ z(3, 4) =

√
32 + 42 = 5,

z′x(x, y) =
x√

x2 + y2
⇒ z′x(3, 4) =

3√
32 + 42

=
3

5
,

z′y(x, y) =
y√

x2 + y2
⇒ z′y(3, 4) =

4√
32 + 42

=
4

5
.

Ta suy ra A ≈ 5 +
3

5
(−0.02) +

4

5
0.01⇒ A ≈ 4.996.

1.2.3. �¤o h m ri¶ng v  vi ph¥n c§p cao

1.2.3.1. �¤o h m ri¶ng c§p cao

Gi£ sû h m f(x,y) câ c¡c �¤o h m ri¶ng f ′x v  f ′y tr¶n tªp mð D ⊂ R2 . C¡c �¤o h m ri¶ng
n y l  c¡c h m hai bi¸n x¡c �ành tr¶n D. N¸u c¡c �¤o h m ri¶ng cõa c¡c �¤o h m ri¶ng n y
tçn t¤i th¼ ta gåi chóng l  c¡c �¤o h m ri¶ng c§p hai cõa h m f . Câ bèn �¤o h m ri¶ng c§p
hai cõa h m f nh÷ sau:

∂
∂x

(∂f
∂x

). �¤o h m ri¶ng c§p hai n y cán �÷ñc kþ hi»u l  ∂2f
∂x2

hay f ′′xx hay f ′′x2 .
∂
∂y

(∂f
∂x

). �¤o h m ri¶ng c§p hai n y cán �÷ñc kþ hi»u l  ∂2f
∂y∂x

hay f ′′xy.
∂
∂x

(∂f
∂y

). �¤o h m ri¶ng c§p hai n y cán �÷ñc kþ hi»u l  ∂2f
∂x∂y

hay f ′′yx.
∂
∂y

(∂f
∂y

). �¤o h m ri¶ng c§p hai n y cán �÷ñc kþ hi»u l  ∂2f
∂y2

hay f ′′yy hay f
′′
y2 .

C¡c �¤o h m ri¶ng cõa c¡c �¤o h m ri¶ng c§p hai cõa h m f n¸u tçn t¤i �÷ñc gåi l  c¡c
�¤o h m ri¶ng c§p ba cõa h mf . . .

•V½ dö 1.7. Vîi h m z = x3 − 3x+ x2y2 ta l¦n l÷ñt câ

z′x = 3x2 − 3 + 2xy2, z′y = 2x2y,
z′′xx = 6x+ 2y2, z′′xy = 4xy, z′′yx = 4xy, z′′yy = 2x2.
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C¡c �¤o h m z′′xy v  z′′yx �÷ñc gåi l  c¡c �¤o h m hén hñp cõa h m z. Trong v½ dö tr¶n ta
th§y c¡c �¤o h m hén hñp cõa h m z b¬ng nhau. Khæng ph£i h m sè n o công câ t½nh ch§t
n y. �ành lþ sau cho ta mët �i·u ki»n �õ �º c¡c �¤o h m hén hñp b¬ng nhau.

♦ �ành lþ 1.3. (�ành lþ Schwartz). N¸u h m f(x,y) câ c¡c �¤o h m hén hñp trong l¥n cªn
cõa Mo(xo, yo) v  c¡c �¤o h m hén hñp §y li¶n töc t¤i Mo th¼ c¡c �¤o h m hén hñp §y b¬ng
nhau t¤i Mo.

Ta công thøa nhªn khæng chùng minh �ành lþ 1.3.

1.2.3.2. Vi ph¥n c§p cao

Ta gåi ph¥n to n ph¦n df = f ′xdx+ f ′ydy cõa h m f(x, y) t¤i mët �iºm l  vi ph¥n c§p mët
cõa nâ t¤i �iºm §y. Gi£ sû ta �¢ �ành ngh¾a vi ph¥n c§p n ≥ 1 cõa h m f t¤i mët �iºm. N¸u vi
ph¥n c§p n cõa h m f x¡c �ành tr¶n mi·n D v  kh£ vi t¤i �iºm Mo n o �â th¼ vi ph¥n cõa vi
ph¥n c§p n §y t¤i Mo �÷ñc gåi l  vi ph¥n c§p (n+1) cõa h m f t¤i Mo. Vi ph¥n c§p n nguy¶n
d÷ìng cõa h m f t¤i Mo �÷ñc kþ hi»u l  dnf(M0).

Gi£ sû f l  h m sè cõa hai bi¸n �ëc lªp x v  y, câ c¡c �¤o h m ri¶ng c§p hai trong l¥n cªn
cõa Mo(xo, yo), v  c¡c �¤o h m ri¶ng c§p hai §y li¶n töc t¤i Mo (do �â f ′′xy(M0) = f ′′yx(M0) theo
�ành lþ Schwartz). Khi �â f ′x v  f

′
y kh£ vi t¤i Mo theo �ành lþ 1.2. V¼ x v  y l  c¡c bi¸n �ëc lªp

n¶n dx = ∆x v  dy = ∆y l  c¡c h¬ng sè, do �â df = f ′xdx+ f ′ydy kh£ vi t¤i Mo v  vi ph¥n cõa
df t¤i Mo thäa m¢n

d(df)(M0) = d(f ′xdx+ f ′ydy)(M0)
= d(f ′xdx)(M0) + d(f ′ydy)(M0)
= d(f ′x)(M0)dx+ d(f ′y)(M0)dy
= (f ′′xx(M0)dx+ f ′′xy(M0)dy)dx+ (f ′′yx(M0)dx+ f ′′yy(M0)dy)dy
= f ′′xx(M0)dx2 + f ′′xy(M0)dxdy + f ′′yx(M0)dxdy + f ′′yy(M0)dy2.

Trong d¢y �¯ng thùc tr¶n, thay biºu thùc �¦u ti¶n b¬ng d2f(M0) theo �ành ngh¾a, v  thay
f ′′yx(M0) = f ′′xy(M0) trong biºu thùc cuèi còng ta �÷ñc cæng thùc cõa vi ph¥n c§p hai cõa h m
f

d2f(M0) = f ′′xx(M0)dx2 + 2f ′′xy(M0)dxdy + f ′′yy(M0)dy2. (1.7)

Ng÷íi ta th÷íng dòng kþ hi»u t÷ñng tr÷ng �º biºu di¹n cæng thùc tr¶n nh÷ sau

d2f(M0) = ( ∂
∂x
dx+ ∂

∂y
dy)2f(M0),

trong �â ( ∂
∂x

)2 ch¿ ph²p l§y �¤o h m ri¶ng hai l¦n theo x, ( ∂
∂y

)2 ch¿ ph²p l§y �¤o h m ri¶ng hai
l¦n theo y, ∂2

∂x∂y
ch¿ ph²p l§y �¤o h m ri¶ng mët l¦n theo y, mët l¦n theo x. T÷ìng tü n¸u f l 

h m sè cõa hai bi¸n �ëc lªp x v  y, câ c¡c �¤o h m ri¶ng c§p n trong l¥n cªn cõa Mo(xo, yo),
v  c¡c �¤o h m ri¶ng c§p n li¶n töc t¤i Mo, th¼ kh£ vi �¸n c§p n t¤i Mo. Trong tr÷íng hñp n y
ta công câ cæng thùc lôy thøa t÷ñng tr÷ng sau

dnf(M0) = ( ∂
∂x
dx+ ∂

∂y
dy)nf(M0).

•V½ dö 1.8. Vîi h m z = x3 − 3x+ x2y2, theo cæng thùc (1.7), ta câ

d2z = z′′xxdx
2 + 2z′′xydxdy + z′′yydy

2,

do �â theo k¸t qu£ cõa v½ dö 1.7 d2z = (6x+ 2y2)dx2 + 8xydxdy + 2x2dy2.

Nâi ri¶ng ta câ
d2z(1, 0) = 6dx2 + 2dy2.
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1.2.4. Cæng thùc Taylor �èi vîi h m nhi·u bi¸n

D÷îi �¥y chóng tæi ph¡t biºu khæng chùng minh mët �ành lþ, �÷ñc sû döng �º kh£o s¡t cüc
trà cõa h m sè hai bi¸n sè.

♦ �ành lþ 1.4. Gi£ sû h m f(x,y) câ c¡c �¤o h m ri¶ng �¸n c§p n+1 li¶n töc trong ε - l¥n
cªn Vε(Mo) cõa �iºm Mo(xo, yo) v  (x0 + dx, y0 + dy) ∈ Vε(M0). Khi �â ∃θ ∈ (0, 1) sao cho

∆f = f(x0 + dx, y0 + dy)− f(x0, y0) =
= df(M0) + 1

2!
d2f(M0) + ...+ 1

n!
dnf(M0) + 1

(n+1)!
dn+1f(x0 + θdx, y0 + θdy).

(1.8)

1.3. Cüc trà cõa h m nhi·u bi¸n

Trong möc n y chóng tæi s³ xem x²t ba lo¤i cüc trà cõa h m nhi·u bi¸n, �â l  cüc trà tü
do hay cüc trà khæng �i·u ki»n, cüc trà câ �i·u ki»n, v  gi¡ trà lîn nh§t v  nhä nh§t cõa h m
nhi·u bi¸n tr¶n mi·n �âng, bà ch°n. Nh÷ �¢ nâi tø tr÷îc, chóng tæi s³ x²t c¡c kh¡i ni»m n y
�èi vîi h m sè hai bi¸n sè.

1.3.1. Cüc trà tü do cõa h m nhi·u bi¸n

? �ành ngh¾a 1.6. H m f(x, y) �÷ñc gåi l  câ cüc �¤i t¤i �iºm M0(x0, y0) n¸u tçn t¤i l¥n cªn
V (M0(x0, y0)) cõa �iºm M0(x0, y0) sao cho

f(M) < f(M0),∀M ∈
0

V (M0).

Khi �â �iºm Mo �÷ñc gåi l  �iºm cüc �¤i cõa h m f, f(Mo) �÷ñc gåi l  gi¡ trà cüc �¤i cõa
h m f v  �÷ñc kþ hi»u l  fmax(M0).

�iºm cüc tiºu, gi¡ trà cüc tiºu cõa h m hai bi¸n �÷ñc �ành ngh¾a t÷ìng tü. Gi¡ trà cüc tiºu
cõa h m f �÷ñc kþ hi»u l  fmin(M0).

�iºm cüc �¤i v  �iºm cüc tiºu cõa h m hai bi¸n �÷ñc gåi chung l  �iºm cüc trà. T÷ìng tü
nh÷ vªy �èi vîi gi¡ trà cüc �¤i v  gi¡ trà cüc tiºu cõa h m nhi·u bi¸n.

Chóng tæi �÷a v o sû döng c¡c kþ hi»u sau �èi vîi h m z = f(x, y):

p = z′x(x, y), q = z′y(x, y), a = z′′xx(x, y), b = z′′xy(x, y), c = z′′yy(x, y).

♦ �ành lþ 1.5. N¸u h m f(x, y) câ cüc trà v  câ c¡c �¤o h m ri¶ng t¤i �iºm Mo(xo, yo) th¼

p(M0) = 0, q(M0) = 0.

∆.Tø gi£ thi¸t cõa �ành lþ 1.5 suy ra h m mët bi¸n g(x) = f(x, y0) câ cüc trà t¤i xo. H m
g câ �¤o h m t¤i xo l  g′(x0) = f ′x(x0, y0). Theo �ành lþ Fermat, g′(x0) = f ′x(x0, y0) = 0 hay
p(M0) = 0. Ho n to n t÷ìng tü ta câ q(M0) = 0 �.

Ta gåi c¡c �iºm tîi h¤n cõa h m hai bi¸n l  c¡c �iºm m  ð �â c¡c �¤o h m ri¶ng nâ tçn
t¤i v  tri»t ti¶u ho°c ð �â ½t nh§t mët trong hai �¤o h m ri¶ng cõa h m sè §y khæng tçn t¤i.
Tø �ành lþ 1.5 suy ra n¸u mët �iºm l  �iºm cüc trà cõa h m hai bi¸n th¼ nâ l  �iºm tîi h¤n.
Kh¯ng �ành ng÷ñc l¤i khæng �óng.

�ành lþ d÷îi �¥y cho ph²p ta kiºm tra mët sè �iºm tîi h¤n cõa h m hai bi¸n câ ph£i l 
�iºm cüc trà cõa h m sè §y hay khæng.
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♦ �ành lþ 1.6. Gi£ sû h m f(x, y) câ c¡c �¤o h m ri¶ng �¸n c§p hai li¶n töc trong l¥n cªn
n o �â cõa �iºm Mo(xo, yo). Gi£ sû p(M0) = 0, q(M0) = 0. Khi �â t¤i Mo:

(i) N¸u b2 − ac < 0 th¼ Mo l  �iºm cüc trà cõa h m f . �â l  �iºm cüc tiºu n¸u a > 0, l 
�iºm cüc �¤i n¸u a < 0.

(ii) N¸u b2 − ac > 0 th¼ Mo khæng l  �iºm cüc trà cõa h m f .

(iii) N¸u b2 − ac = 0 th¼ Mo câ thº l  �iºm cüc trà cõa h m f , công câ thº khæng l  �iºm
cüc trà cõa h m f .

∆.Gi£ sû h2 + k2 6= 0 v  h2 + k2 �õ nhä. �p döng cæng thùc (1.8) v  sû döng gi£ thi¸t
p(M0) = 0, q(M0) = 0 ta �÷ñc

∆f = f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0) =
= 1

2

[
f ′′xx(x0 + θh, y0 + θk)h2 + 2f ′′xy(x0 + θh, y0 + θk)hk + f ′′yy(x0 + θh, y0 + θk)k2

]
=

= 1
2

[
f ′′xx(x0, y0)h2 + 2f ′′xy(x0, y0)hk + f ′′yy(x0, y0)k2

]
+ 1

2
[αh2 + 2βhk + γk2] ,

trong �â
α = f ′′xx(x0 + θh, y0 + θk)− f ′′xx(x0, y0),
β = f ′′xy(x0 + θh, y0 + θk)− f ′′xy(x0, y0),
γ = f ′′yy(x0 + θh, y0 + θk)− f ′′yy(x0, y0).

Do c¡c �¤o h m c§p hai cõa h m f li¶n töc t¤i M0 n¶n α, β, γ d¦n �¸n 0 khi ρ =
√
h2 + k2

d¦n �¸n 0. Tø �â ta câ
∆f = 1

2

[
ah2 + 2bhk + ck2

]
+ o(ρ2) (1.9)

trong �â

a = f ′′xx(x0, y0),
b = f ′′xy(x0, y0),
c = f ′′yy(x0, y0).

Gi£ sû b2 − ac < 0. Khi �â a 6= 0. Gi£ sû a > 0. X²t h m

g(u, v) = 1
2

[
au2 + 2buv + cv2

]
.

V¼ g li¶n töc tr¶n �÷íng trán u2 + v2 = 1 n¶n �¤t �÷ñc gi¡ trà nhä nh§t t¤i (u0, v0) n o �â
tr¶n �÷íng trán �â. Ta câ

g(u, v) ≥ g(u0, v0) = 1
2a

�
(au0)2 + 2au0bv0 + acv0

2
�

= 1
2a

�
(au0 + bv0)2 − (b2 − ac)v0

2
�
> 0,∀(u, v) : u2 + v2 = 1.

Tø (1.9) suy ra
∆f = ρ2

¦
1
2

[
au2 + 2buv + cv2

]
+ o(ρ2)

ρ2

©
,

trong �â u =
h

ρ
, v =

k

ρ
.

Theo chùng minh tr¶n

∆f ≥ ρ2
¦
g(u0, v0) + o(ρ2)

ρ2

©
> 1

2
ρ2g(u0, v0) > 0

vîi måi ρ �õ nhä. �i·u n y chùng tä M0 l  �iºm cüc tiºu cõa h m f. Chùng minh t÷ìng tü ta
�÷ñc n¸u a < 0 th¼ M0 l  �iºm cüc �¤i cõa h m f .
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Gi£ sû b2 − ac > 0. N¸u a 6= 0 th¼
1

2
[at2 + 2bt+ c] l  tam thùc bªc hai. Nâ �êi d§u tr¶n R

v¼ b2 − ac > 0. Gi£ sû t1, t2 l  hai gi¡ trà thäa m¢n

1
2

[
at1

2 + 2bt1 + c
]
< 0,

1
2

[
at2

2 + 2bt2 + c
]
> 0.

�p döng cæng thùc (1.9) vîi h = t1δ, k = δ, δ 6= 0. Khi �â ρ2 = (t1
2 +1)δ2 n¶n o(ρ2) = o(δ2).

Tø �â ta câ

∆f = 1
2

[
at1

2δ2 + 2bt1δ
2 + cδ2

]
+ o(δ2) = δ2

¦
1
2

[
at1

2 + 2bt1 + c
]

+ o(δ2)
δ2

©
< 0

vîi måi δ câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä. T÷ìng tü ¡p döng cæng thùc (1.9) vîi h = t2λ, k = λ, λ 6= 0,
ta �÷ñc

∆f = λ2
¦

1
2

[
at1

2 + 2bt1 + c
]

+ o(λ2)
λ2

©
> 0

vîi måi λ câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä. Ta th§y ∆f �êi d§u trong måi l¥n cªn cõa Mo, �i·u �â
chùng tä Mo khæng l  �iºm cüc trà cõa h m f . N¸u c 6= 0 lªp luªn t÷ìng tü ta công câ k¸t
luªn Mo khæng l  �iºm cüc trà cõa h m f . N¸u a = c = 0 th¼ b 6= 0. �¦u ti¶n ¡p döng (1.9) vîi
h = k = ξ 6= 0, khi �â ρ2 = ξ2 + ξ2 = 2ξ2, do �â o(ρ2) = o(ξ2), ta �÷ñc

∆f = bξ2 + o(ξ2) = ξ2
�
b+ o(ξ2)

ξ2

�
,

suy ra ∆f còng d§u vîi b khi ξ câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä. Sau �â ¡p döng (1.9) vîi h = ζ, k =
−ζ, ζ 6= 0, ta �÷ñc

∆f = −bζ2 + o(ζ2) = ζ2
�
−b+ o(ζ2)

ζ2

�
,

suy ra ∆f tr¡i d§u vîi b khi ζ câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä. C¡c lªp luªn tr¶n chùng tä ∆f �êi
d§u trong måi l¥n cªn cõa Mo, �i·u �â chùng tä Mo khæng l  �iºm cüc trà cõa h m f .

�º k¸t thóc chùng minh �ành lþ ta �÷a ra hai v½ dö v· �iºm tîi h¤n m  t¤i �â b2 − ac = 0.
Trong mët tr÷íng hñp �iºm tîi h¤n l  �iºm cüc trà, trong tr÷íng hñp cán l¤i �iºm tîi h¤n
khæng l  �iºm cüc trà.

�¦u ti¶n x²t h mf(x, y) = x4 + y4. Ta câ p = f ′x = 4x3, q = f ′y = 4y3, a = f ′′xx = 12x2, b =
f ′′xy = 0, c = f ′′yy = 12y2.

�iºm tîi h¤n cõa h m f l  nghi»m cõa h»§
p = 0
q = 0

⇔
§

4x3 = 0
4y3 = 0

⇔
§
x = 0
y = 0.

Ta th§y f câ mët �iºm tîi h¤n duy nh§t l  O(0,0). T¤i �iºm tîi h¤n �â a = 0, b = 0, c = 0
⇒ b2−ac = 0. �º bi¸t O(0,0) câ l  �iºm cüc trà khæng ta l§y h, k thäa m¢n h2 +k2 6= 0, h2 +k2

�õ nhä, v  x²t d§u cõa ∆f = f(h, k)− f(0, 0). Ta câ

∆f = f(h, k)− f(0, 0) = h4 + k4 − 04 − 04 = h4 + k4 > 0,

Suy ra O(0, 0) l  �iºm cüc tiºu cõa h m f .
Ti¸p theo x²t h m g(x, y) = x3 + y3. T÷ìng tü nh÷ �èi vîi h m f , h m g công câ mët �iºm

tîi h¤n duy nh§t l  O(0,0) v  t¤i �â b2 − ac = 0. Vîi h, k thäa m¢n k = 0, h 6= 0 ta câ

∆g = g(h, 0)− g(0, 0) = h3 + 03 − 03 − 03 = h3.
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Ta th§y ∆g �êi d§u dò h câ gi¡ trà tuy»t �èi nhä bao nhi¶u ch«ng núa, tùc l  ∆g �êi d§u
trong måi l¥n cªn cõa O(0,0). �i·u �â chùng tä O(0,0) khæng l  �iºm cüc trà cõa h m g �.

Tø c¡c �ành lþ 1.5 v  1.6 ta suy ra thuªt to¡n t¼m cüc trà cõa h m z = f(x, y) câ c¡c �¤o
h m ri¶ng �¸n c§p hai li¶n töc tr¶n tªp x¡c �ành cõa h m sè §y nh÷ sau:

B÷îc 1. T½nh c¡c �¤o h m ri¶ng c§p mët p = z′x, q = z′y.

B÷îc 2. T¼m �iºm tîi h¤n cõa h m z b¬ng c¡ch gi£i h» ph÷ìng tr¼nh
§
p = 0
q = 0.

B÷îc 3. T½nh c¡c �¤o h m ri¶ng c§p hai a = z′′xx, b = z′′xy, c = z′′yy.

B÷îc 4. Vîi méi �iºm tîi h¤n cõa h m z, kiºm tra xem tr÷íng hñp n o trong c¡c tr÷íng
hñp (i), (ii), (iii) cõa �ành lþ 1.6 x£y ra. N¸u x£y ra tr÷íng hñp (i) ho°c (ii) th¼ �÷a ra k¸t luªn
t÷ìng ùng. N¸u x£y ra tr÷íng hñp (iii) th¼ c¦n kh£o s¡t th¶m v· �iºm tîi h¤n b¬ng c¡c cæng
cö kh¡c �º bi¸t �iºm tîi h¤n §y câ ph£i l  �iºm cüc trà khæng. Ch¯ng h¤n câ thº düa v o �ành
ngh¾a cüc trà nh÷ trong chùng minh cõa �ành lþ 1.6. Chóng tæi khæng �i s¥u v o ph¥n t½ch c¡c
ph÷ìng ph¡p kh£o s¡t �èi vîi �iºm tîi h¤n trong tr÷íng hñp n y.

�º d¹ nhî �ành lþ 1.6 chóng tæi �÷a ra b£ng sau:

b2 − ac a K¸t luªn

< 0
> 0 �iºm tîi h¤n l  �iºm cüc tiºu
< 0 �iºm tîi h¤n l  �iºm cüc �¤i

> 0 B§t ký �iºm tîi h¤n khæng l  �iºm cüc trà

= 0 B§t ký
Ch÷a k¸t luªn �÷ñc. �iºm tîi h¤n câ thº l  �iºm cüc trà,
câ thº khæng l  �iºm cüc trà

•V½ dö 1.9. T¼m cüc trà cõa h m sè z = 3x4 + 8x3 − 6x2 − 24x+ x3y2.

Líi gi£i. Ta câ

z = 3x4 + 8x3 − 6x2 − 24x+ x3y2,
p = z′x = 12x3 + 24x2 − 12x− 24 + 3x2y2,
q = z′y = 2x3y,
a = z′′xx = 36x2 + 48x− 12 + 6xy2,
b = z′′xy = 6x2y,
c = z′′yy = 2x3.

Ta t¼m c¡c �iºm tîi h¤n cõa h m z b¬ng c¡ch gi£i h»

§
p = 0
q = 0

⇔
§

12x3 + 24x2 − 12x− 24 + 3x2y2 = 0
2x3y = 0

⇔


 x = −2
x = −1
x = 1

y = 0.

Suy ra h m z câ ba �iºm tîi h¤n l  M(−2, 0), N(−1, 0), P (1, 0). Ta câ b£ng sau:
�iºm tîi h¤n a b c b2 − ac K¸t luªn

M(-2,0) 36>0 0 -16 576>0 M khæng l  �iºm cüc trà cõa h m z

N(-1,0) -24<0 0 -2 -48<0 N l  �iºm cüc �¤i cõa h m z,
zmax(N) = 13

P(1,0) 72>0 0 2 -144<0 P l  �iºm cüc tiºu cõa h m z,
zmin(P ) = −19
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1.3.2. Cüc trà câ �i·u ki»n cõa h m nhi·u bi¸n

Ng÷íi ta gåi cüc trà cõa h m sè
z = f(x, y), (1.10)

trong �â c¡c bi¸n sè bà r ng buëc bði h» thùc

g(x, y) = 0 (1.11)

l  cüc trà câ �i·u ki»n.

♦ �ành lþ 1.7. Gi£ sû M0(x0, y0) l  �iºm cüc trà câ �i·u ki»n cõa h m sè (1.10) vîi �i·u ki»n
(1.11). Gi£ sû

(i) Trong l¥n cªn cõa M0 c¡c h m sè f(x, y) v  g(x, y) câ c¡c �¤o h m ri¶ng c§p mët li¶n
töc,

(ii) C¡c �¤o h m ri¶ng g′x, g
′
y khæng �çng thíi b¬ng khæng t¤i M0.

Khi �â t¤i M0 ∣∣∣∣ f ′x f ′y
g′x g′y

∣∣∣∣ = 0. (1.12)

Ta thøa nhªn �ành lþ n y.
H» thùc (1.12) còng vîi �i·u ki»n (1.11) cho ph²p ta x¡c �ành (xo, yo).

Chó th½ch 1.1. H» thùc (1.12) câ thº vi¸t l¤i th nh

f ′x(M0)g′y(M0)− f ′y(M0)g′x(M0) = 0,

hay
f ′x(M0)
g′x(M0)

=
f ′y(M0)

g′y(M0)
(1.13)

�°t c¡c gi¡ trà chung cõa c¡c v¸ ð �¯ng thùc (1.13) l  −λ ta �÷ñc§
f ′x(M0) + λg′x(M0) = 0
f ′y(M0) + λg′y(M0) = 0.

Ng÷ñc l¤i n¸u tçn t¤i λ thäa m¢n h» tr¶n th¼ f
′
x(M0)

g′x(M0)
v  f ′y(M0)

g′y(M0)
b¬ng nhau v¼ �·u b¬ng −λ.

Tùc l  h» thùc (1.13), do �â (1.12) thäa m¢n. Vªy n¸u Mo thäa m¢n c¡c �i·u ki»n (i) v  (ii)
cõa �ành lþ 1.7 th¼ tçn t¤i λ sao cho t¤i Mo§

f ′x(x, y) + λg′x(x, y) = 0
f ′y(x, y) + λg′y(x, y) = 0.

(1.14)

H» (1.14) còng vîi �i·u ki»n (1.11) cho ph²p ta x¡c �ành (x0, y0, λ).
�°t

F (x, y, λ) = f(x, y) + λg(x, y) (1.15)

th¼
F ′x = f ′x(x, y) + λg′x(x, y)
F ′y = f ′y(x, y) + λg′y(x, y)
F ′λ = g(x, y),
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do �â h» (1.14) còng vîi �i·u ki»n (1.11) câ thº vi¸t l¤i th nh F ′x = 0
F ′y = 0
F ′λ = 0.

(1.16)

H m F (x, y, λ) trong cæng thùc (1.15) �÷ñc gåi l  h m Lagrange.
Ta gåi �iºm tîi h¤n cõa h m sè (1.10) vîi �i·u ki»n (1.11) l  �iºm thuëc mët trong hai lo¤i

sau:
- Lo¤i 1: Gçm c¡c �iºm (x, y) thäa m¢n c¡c �i·u ki»n (i) v  (ii) cõa �ành lþ 1.7 v  h» (1.16)

vîi λ n o �â.
- Lo¤i 2: Gçm c¡c �iºm t¤i �â mët trong hai �i·u ki»n (i), (ii) cõa �ành lþ 1.7 khæng thäa

m¢n.
Tø �ành lþ 1.7, c¡c lªp luªn sau �ành lþ §y, v  chó th½ch 1.1 suy ra n¸u Mo l  �iºm cüc trà

câ �i·u ki»n cõa h m sè (1.10) vîi �i·u ki»n (1.11) th¼ Mo l  �iºm tîi h¤n. Kh¯ng �ành ng÷ñc
l¤i khæng �óng.

�ành lþ d÷îi �¥y cho ph²p ta kiºm tra mët sè �iºm tîi h¤n lo¤i 1 cõa h m sè (1.10) vîi
�i·u ki»n (1.11) câ ph£i l  �iºm cüc trà câ �i·u ki»n cõa h m sè §y khæng.

♦ �ành lþ 1.8. Gi£ sûMo(xo, yo) l  �iºm tîi h¤n lo¤i 1 cõa h m sè (1.10) vîi �i·u ki»n (1.11).
Gi£ sû (x0, y0, λ0) l  nghi»m cõa (1.16). X²t vi ph¥n c§p hai

d2F (x0, y0, λ0) = F ′′xx(M0)h2 + 2F ′′xy(M0)hk + F ′′yy(M0)k2

khi h, k khæng �çng thíi b¬ng 0 v  thäa m¢n

g′x(M0)h+ g′y(M0)k = 0.

(a) N¸u d2F (x0, y0, λ0) > 0 th¼ Mo l  �iºm cüc tiºu cõa h m sè (1.10) vîi �i·u ki»n (1.11).
(b) N¸u d2F (x0, y0, λ0) < 0 th¼ Mo l  �iºm cüc �¤i cõa h m sè (1.10) vîi �i·u ki»n (1.11).
(c) N¸u d2F (x0, y0, λ0) = 0 th¼ Mo câ thº l  �iºm cüc trà, công câ thº khæng l  �iºm cüc trà

cõa h m sè (1.10) vîi �i·u ki»n (1.11).

Chóng tæi khæng chùng minh �ành lþ tr¶n, ch¿ n¶u mët v½ dö ¡p döng �ành lþ §y.

•V½ dö 1.10. T¼m cüc trà cõa h m sè z = 3x+ 4y vîi �i·u ki»n x2 + y2 = 1.

B i gi£i.
R ng buëc �èi vîi x, y l  g(x, y) = 0, trong �â g(x, y) = x2 + y2 − 1.

D¹ th§y c¡c h m z v  g câ c¡c �¤o h m ri¶ng li¶n töc tr¶n R2. Hìn núa g′x = 2x, g′y = 2y

khæng �çng thíi b¬ng khæng v¼ x2 + y2 = 1. Suy ra h m z vîi �i·u ki»n g(x, y) = 0 ch¿ câ c¡c
�iºm tîi h¤n lo¤i 1. H m Lagrange l 

F (x, y, λ) = 3x+ 4y + λ(x2 + y2 − 1).

Ta câ
F ′x = 3 + 2λx,
F ′y = 4 + 2λy,
F ′λ = x2 + y2 − 1,

do �â h» (1.16) trð th nh 3 + 2λx = 0
4 + 2λy = 0

x2 + y2 − 1 = 0
⇔
�
x = −3

5
, y = −4

5
, λ = 5

2

x = 3
5
, y = 4

5
, λ = −5

2
.
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Suy ra b i to¡n câ hai �iºm tîi h¤n l : M(−3
5
,−4

5
) t÷ìng ùng λ = 5

2
, v  N(3

5
, 4

5
) t÷ìng ùng

λ = −5
2
. Ta câ

F ′′xx = 2λ, F ′′xy = 0, F ′′yy = 2λ,
g′x = 2x, g′y = 2y.

Khi x = −3
5
, y = −4

5
, λ = 5

2
ta câ F ′′xx = 5, F ′′xy = 0, F ′′yy = 5, g′x = −6

5
, g′y = −8

5
.

Do �â ta c¦n x²t

d2F (−3
5
,−4

5
, 5

2
) = F ′′xxh

2 + 2F ′′xyhk + F ′′yyk
2 = 5h2 + 5k2,

khi h, k khæng �çng thíi b¬ng 0 v  bà r ng buëc bði �i·u ki»n

g′x(−3
5
,−4

5
)h+ g′y(−3

5
,−4

5
)k = −6

5
h− 8

5
k = 0. (1.17)

Tø r ng buëc (1.17) v  �i·u ki»n h, k khæng �çng thíi b¬ng 0 suy ra h = −4

3
k v  k 6= 0,

h, k khæng �çng thíi b¬ng 0, do �â d2F (−3
5
,−4

5
, 5

2
) = 125

9
k2 > 0. Theo �ành lþ 1.8, M(−3

5
,−4

5
)

l  �iºm cüc tiºu câ �i·u ki»n cõa h m z. Gi¡ trà cüc tiºu l 

zmin(M) = −5.

T½nh to¡n t÷ìng tü khi x = 3
5
, y = 4

5
, λ = −5

2
ta th§y N(3

5
, 4

5
) l  �iºm cüc �¤i câ �i·u ki»n

cõa h m z. Gi¡ trà cüc �¤i l 
zmax(N) = 5.

Tr¶n �¥y ta �¢ düa v o �ành lþ 1.8 �º x²t xem �iºm M(−3
5
,−4

5
) câ l  �iºm cüc trà câ �i·u

ki»n cõa h m z khæng. Ta câ thº k¸t luªn d2F (−3
5
,−4

5
, 5

2
) > 0 vîi måi h, k khæng �çng thíi

b¬ng 0 v  bà r ng buëc bði �i·u ki»n (1.17) nhanh hìn nh÷ sau. Ta câ

d2F (−3
5
,−4

5
, 5

2
) = 5h2 + 5k2 > 0

vîi måi h, k khæng �çng thíi b¬ng 0. B§t �¯ng thùc tr¶n v¨n �óng khi h, k bà r ng buëc th¶m
bði �i·u ki»n (1.17).

1.3.3. Gi¡ trà lîn nh§t v  nhä nh§t cõa h m nhi·u bi¸n tr¶n mi·n
�âng, bà ch°n

Gi£ sû h m f li¶n töc tr¶n mi·n D �âng v  bà ch°n. Theo t½nh ch§t cõa h m li¶n töc suy ra
f �¤t gi¡ trà lîn nh§t v  gi¡ trà nhä nh§t tr¶n mi·n D. Gi£ sû gi¡ trà lîn nh§t cõa h m f �¤t
�÷ñc t¤i Mo ∈ D. Khi �â f(M) ≤ f(M0),∀M ∈ D. Gi£ sû Mo l  �iºm trong cõa D. Khi �â
tçn t¤i l¥n cªn V (M0) n o �â cõa �iºm M0 sao cho V (M0) ⊂ D. N¸u M ∈ V (M0) th¼ M ∈ D
do �â f(M) ≤ f(M0). Suy ra Mo l  �iºm cüc �¤i khæng nghi¶m ng°t, do �â l  �iºm tîi h¤n
cõa h m f . �iºm Mo công câ thº l  �iºm bi¶n cõa mi·n D.

Tø c¡c lªp luªn tr¶n ta suy ra thuªt to¡n t¼m gi¡ trà lîn nh§t cõa h m z = f(x, y) câ c¡c
�¤o h m ri¶ng t¤i t§t c£ c¡c �iºm trong cõa mi·n D �âng v  bà ch°n nh÷ sau.

B÷îc 1. T½nh c¡c �¤o h m ri¶ng c§p mët cõa h m z l  p = z′x, q = z′y.

B÷îc 2. T¼m c¡c �iºm tîi h¤n cõa h m z l  c¡c �iºm trong cõa mi·n D câ tåa �ë thäa m¢n
h» ph÷ìng tr¼nh §

p = 0
q = 0
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v  t½nh gi¡ trà cõa h m f t¤i c¡c �iºm §y.
B÷îc 3. T¼m gi¡ trà lîn nh§t cõa h m f tr¶n bi¶n cõa mi·n D.
B÷îc 4. T¼m gi¡ trà lîn nh§t trong sè c¡c gi¡ trà t¼m �÷ñc ð b÷îc 2 v  b÷îc 3. Gi¡ trà lîn

nh§t §y ch½nh l  gi¡ trà lîn nh§t cõa h m f tr¶n mi·n D.
N¸u c¡c �iºm tîi h¤n ð b÷îc 2 khæng tçn t¤i th¼ h m f �¤t gi¡ trà lîn nh§t tr¶n bi¶n cõa

mi·n D, tùc l  gi¡ trà lîn nh§t cõa h m f tr¶n bi¶n cõa D t¼m �÷ñc ð b÷îc 3 công ch½nh l  gi¡
trà lîn nh§t cõa nâ tr¶n to n mi·n D.

Thuªt to¡n t¼m gi¡ trà nhä nh§t cõa h m f tr¶n mi·n D t÷ìng tü thuªt to¡n t¼m gi¡ trà lîn
nh§t cõa h m sè §y tr¶n mi·n D.

•V½ dö 1.11. T¼m gi¡ trà lîn nh§t v  nhä nh§t cõa h m sè z = 2x2 + y2 − x2y tr¶n mi·n
0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 2x.

x
O

y

y=2x

3

6

H¼nh 1.1

Líi gi£i. Kþ hi»u D l  mi·n 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 2x. Ta câ¨
p = z′x = 4x− 2xy,

q = z′y = 2y − x2,
do �â

§
p = 0
q = 0

⇔
§

4x− 2xy = 0
2y − x2 = 0

⇔


§
x = 0
y = 0§
x = ±2
y = 2.

Trong ba �iºm (0,0), (-2,2) v  (2,2) ch¿ câ �iºm (2,2) l  �iºm trong cõa D. Ta câ

z(2, 2) = 4 (1.18)

X²t h m z(x, y) khi (x, y) l  �iºm bi¶n cõa D.
Vîi y = 0, 0 ≤ x ≤ 3 ta câ

z = f(x) = 2x2, 0 ≤ x ≤ 3,

f ′(x) = 4x = 0⇔ x = 0 /∈ (0, 3),

f(0) = z(0, 0) = 0 (1.19)

f(3) = z(3, 0) = 18 (1.20)

Vîi x = 3, 0 ≤ y ≤ 6 ta câ

z = g(y) = y2 − 9y + 18, 0 ≤ y ≤ 6, g′(y) = 2y − 9 = 0⇔ y = 9
2
∈ (0, 6),

g(9
2
) = z(3, 9

2
) = −9

4
(1.21)

g(6) = z(3, 6) = 0 (1.22)
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Vîi y = 2x, 0 ≤ x ≤ 3 ta câ z = h(x) = 6x2 − 2x3, 0 ≤ x ≤ 3,

h′(x) = 12x− 6x2 = 0⇔
�
x = 0 /∈ (0, 3)
x = 2 ∈ (0, 3),

h(2) = z(2, 4) = 8 (1.23)

So s¡nh c¡c gi¡ trà t¤i (1.18) - (1.23) suy ra

max
M∈D

z(M) = z(3, 0) = 18, min
M∈D

z(M) = z(3, 9
2
) = −9

4
.

•V½ dö 1.12. T¼m gi¡ trà lîn nh§t v  gi¡ trà nhä nh§t cõa h m sè z = x2 + y2 − 12x + 16y
tr¶n mi·n x2 + y2 ≤ 25.

x
O

y

5-5

-5

5

H¼nh 1.2

Líi gi£i.
Kþ hi»u D l  mi·n x2 + y2 ≤ 25. �â l  h¼nh trán �âng t¥m O(0, 0) b¡n k½nh b¬ng 5.

Ta câ

¨
p = z′x = 2x− 12,

q = z′y = 2y + 16,
do �â

§
p = 0,
q = 0

⇔
§

2x− 12 = 0,
2y + 16 = 0

⇔
§

x = 6,
y = −8.

V¼ 62 + (−8)2 = 100 > 25 n¶n �iºm (6, -8) khæng ph£i l  �iºm trong cõa mi·n D. Suy ra
trong D h m z khæng câ �iºm tîi h¤n n¶n nâ �¤t �÷ñc gi¡ trà lîn nh§t v  nhä nh§t tr¶n bi¶n
cõa D.

X²t h m z(x, y) khi (x, y) l  �iºm bi¶n cõa D. Khi �â x2 + y2 = 25 hay
§
x = 5 cos t,
y = 5 sin t,

suy ra z = 25− 60 cos t+ 80 sin t, z = 25 + 100(−3
5

cos t+ 4
5

sin t).

�°t cosα = −3
5
, sinα = 4

5
ta câ z = 25+100(cosα cos t+sinα sin t), z = 25+100 cos(t−α).

Tø �â suy ra −75 ≤ z ≤ 125.

D§u b¬ng thù nh§t x£y ra khi v  ch¿ khi

cos(t− α) = −1,
⇔ t− α = π + k2π (k ∈ Z),
⇔ t = α + π + k2π,

⇒
¨
x = 5 cos t = −5 cosα = −5(−3

5
) = 3,

y = 5 sin t = −5 sinα = −5(4
5
) = −4.

D§u b¬ng thù hai x£y ra khi v  ch¿ khi

cos(t− α) = 1,
⇔ t− α = k2π (k ∈ Z),
⇔ t = α + k2π,

⇒
¨
x = 5 cos t = 5 cosα = 5(−3

5
) = −3,

y = 5 sin t = 5 sinα = 5(4
5
) = 4.
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Suy ra max
M∈D

z(M) = max
M∈∂D

z(M) = 125, gi¡ trà lîn nh§t �¤t �÷ñc t¤i (−3, 4),

v  min
M∈D

z(M) = min
M∈∂D

z(M) = −75, gi¡ trà nhä nh§t �¤t �÷ñc t¤i (3,−4).

B i tªp ch÷ìng 1

B i 1.1. T½nh �¤o h m ri¶ng cõa c¡c h m sè sau
a) z = x3+y3

x2+y2
,

b) z = ln(x+
√
x2 + y2),

c) z = y2 sin x
y
,

d) z = xy
3
, x > 0,

e) z = arctan y
x
,

f) z = arcsin(x− 2y),

g) z = ln

√
x2+y2−x√
x2+y2+x

,

h) z = arctan
√

x2−y2
x2+y2

,

i) u = xy
z
, x, y > 0,

j) u = e
1

x2+y2+z2 ,
k) u = exyz sin y

z
.

B i 1.2. Chùng minh r¬ng h m sè z = yln(x2 − y2) tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh 1
x
z′x + 1

y
z′y = z

y2
.

B i 1.3. T¼m vi ph¥n to n ph¦n cõa c¡c h m sè
a) z = sin(x2 + y2),
b) z = ex(cosy + xsiny),
c) z = ln tan y

x
,

d) z = arctan x+y
x−y ,

e) u = xy
2.z, x > 0.

B i 1.4. T½nh g¦n �óng
a) 3
√

1, 022 + 0, 052 ,
b) ln( 3

√
1, 03 + 4

√
0, 98− 1) .

B i 1.5. T½nh c¡c �¤o h m ri¶ng c§p 2 cõa c¡c h m sè sau:
a) z = 1

3

È
(x2 + y2)3 ,

b) z = x2ln(x+ y) ,
c) z = ln(x+

√
x2 + y2) ,

d) z = arctan y
x
.

B i 1.6. T¼m h m f(x,y) tho£ m¢n
a) f ′′xy = 0,
b) f ′′xx = 0 ,
c) f ′′xx = 12x2y + 2, f ′y = x4 − 30xy5, f(0, 0) = 1, f(1, 1) = −2,
d) f ′x = x2 − 2xy2 + 3, f ′y = y2 − 2x2y + 3.
B i 1.7. T¼m h m u(x, y, z) tho£ m¢n u′′′xyz = 0.
B i 1.8. Chùng minh r¬ng :
a) H m sè u = ln 1√

x2+y2
tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh ∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
= 0,

b) H m sè u = 1√
x2+y2+z2

tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

= 0.

B i 1.9. T¼m cüc trà cõa c¡c h m sè sau
a) z = 4(x− y)− x2 − y2,
b) z = x2 + xy + y2 + x− y + 1 ,
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c) z = x+ y − xey ,
d) z = 2x4 + y4 − x2 − 2y2 ,
e) z = (x2 + y2)e−(x2+y2) .
B i 1.10. T½nh gi¡ trà lîn nh§t v  nhä nh§t cõa h m trong mi·n n¸u
a) z = x2 − y2 , D l  mi·n trán x2 + y2 ≤ 4,
b) z = x2y(4− x− y), D l  h¼nh tam gi¡c giîi h¤n bði c¡c �÷íng th¯ng x=0, y=0 v  x+y=6,
c) z = x2 + 2xy − 4x+ 8y, D l  h¼nh chú nhªt giîi h¤n bði c¡c �÷íng x=0, x=1, y=0 v  y=2,
d) z = e−(x2+y2)(2x2 + 3y2), D l  mi·n trán x2 + y2 ≤ 1 ,
e) z = sinx+ siny + sin(x+ y), D l  h¼nh chú nhªt giîi h¤n bði x=0, x =

π

2
, y=0 v  y =

π

2
.

B i 1.11. T¼m cüc trà cõa
a) z = 1

x
+ 1

y
vîi �i·u ki»n 1

x2
+ 1

y2
= 1

a2
, a > 0,

b) z = xy vîi �i·u ki»n x+ y = 1.

�¡p sè b i tªp ch÷ìng 1

B i 1.1.
a) z′x =

x4 + 3x2y2 − 2xy3

(x2 + y2)2
, z′y =

y4 + 3x2y2 − 2x3y

(x2 + y2)2
;

b) z′x = 1√
x2+y2

, z′y = y

x2+y2+x
√
x2+y2

;

c) z′x = y cos x
y
, z′y = 2y sin x

y
− x cos x

y
;

d) z′x = y3xy
3−1, z′y = xy

3
lnx.3y2;

e) z′x = − y
x2+y2

, z′y = x
x2+y2

;

f) z′x = 1√
1−(x−2y)2

, z′y = − 2√
1−(x−2y)2

;

g) z′x = − 2√
x2+y2

, z′y = 2x

y
√
x2+y2

;

h) z′x = y2

x
√
x4−y4

, z′y = − y√
x4−y4

;

i) u′x = yzxy
z−1, u′y = xy

z
lnx.zyz−1, u′z = xy

z
lnx.yz ln y;

j) u′x = −2xu
(x2+y2+z2)2

, u′y = −2yu

(x2+y2+z2)2
, u′z = −2zu

(x2+y2+z2)2
;

k) u′x = yzexyz sin y
z
, u′y = xzexyz sin y

z
+ exyz.1

z
cos y

z
, u′z = xyexyz sin y

z
− exyz. y

z2
cos y

z
.

B i 1.2.
a) 2cos(x2 + y2)(xdx+ ydy);
b) ex [(xcosy − siny)dy + (siny + cosy + xsiny)dx] ;

c) 2(xdy−ydx)
x2 sin(2y/x)

;

d) xdy−ydx
x2+y2

;

e) y2zxy
2z−1dx+ xy

2zlnx2yzdy + xy
2zlnxy2dz.

B i 1.3. a) 1,013; b) 0,005.
B i 1.4.
a) z′′xx = 2x2+y2√

x2+y2
, z′′xy = xy√

x2+y2
, z′′yy = x2+2y2√

x2+y2
;

b) z′′xx = 2 ln(x+ y) + 2x
x+y

+ x2+2xy

(x+y)2
, z′′xy = 2x

x+y
− x2

(x+y)2
, z′′yy = − x2

(x+y)2
;

c) z′′xx = − x

(x2+y2)3/2
, z′′xy = − y

(x2+y2)3/2
, z′′yy =

x3+(x2−y2)
√
x2+y2

(x2+y2)3/2(x+
√
x2+y2)

2 ;

d) z′′xx = 2xy

(x2+y2)2
, z′′xy = y2−x2

(x2+y2)2
, z′′yy = − 2xy

(x2+y2)2

B i 1.5.
a) f(x, y) = F (x) +G(y), F (x) l  h m kh£ vi, G(y) l  h m b§t ký ;
b) f(x, y) = xF (y) +G(y) , F v  G l  2 h m b§t ký;
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c) f(x, y) = x4y − 5xy6 + x2 + 1;
d) f(x, y) = x3+y3

3
− x2y2 + 3(x+ y) + C .

B i 1.6. u(x, y, z) = G(y, z) +H(x, z) +F (x, y), F câ �¤o h m ri¶ng c§p 2 F ′′xy, H câ �¤o h m
theo x, G l  h m b§t ký.
B i 1.7.
a) zmax = 8 t¤i (2,-2) ;
b) zmin = 0 t¤i (-1,1);
c) Khæng câ cüc trà;

d) zmin = −9
8
t¤i
�

1

2
, 1

�
,

�
1

2
,−1

�
,

�
−1

2
, 1

�
,

�
−1

2
,−1

�
, v  zmax = 0 t¤i (0, 0) ;

e) zmin = 0 t¤i (0,0) , zmax = 1
e
tr¶n �÷íng trán x2 + y2 = 1

(trong �¡p sè n y cüc trà �÷ñc hiºu theo ngh¾a khæng ng°t).
B i 1.8.
a) Gi¡ trà lîn nh§t l  4 t¤i (2,0) v  (-2,0), gi¡ trà nhä nh§t l  -4 t¤i (0,2) v  (0,-2);
b) Gi¡ trà lîn nh§t l  4 t¤i (2,1), gi¡ trà nhä nh§t l  -64 t¤i (4,2);
c) Gi¡ trà lîn nh§t l  17 t¤i (1,2) , gi¡ trà nhä nh§t l  -3 t¤i (1,0);
d) Gi¡ trà lîn nh§t l  3

e
t¤i (0,1) v  (0,-1) , gi¡ trà nhä nh§t l  0 t¤i (0,0);

e) Gi¡ trà lîn nh§t l  3
√

3
2

t¤i (π
3
, π

3
) , gi¡ trà nhä nh§t l  0 t¤i (0,0).

B i 1.9.
a) zmin = −

√
2

a
t¤i (−a

√
2,−a

√
2), zmax =

√
2
a

t¤i (a
√

2, a
√

2);

b) zmax = 1
4
t¤i (1

2
, 1

2
).
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Ch÷ìng 2

T�CH PH�N K�P V� T�CH PH�N
�×ÍNG LO�I II

2.1. T½ch ph¥n k²p

2.1.1. �ành ngh¾a

2.1.1.1. B i to¡n t½nh thº t½ch vªt thº h¼nh trö

Cho z = f(x, y) l  mët h m sè x¡c �ành, li¶n töc, khæng ¥m trong mët mi·n D �âng, bà
ch°n, câ bi¶n L trong m°t ph¯ng Oxy. T½nh thº t½ch cõa vªt thº h¼nh trö giîi h¤n bði m°t
ph¯ng Oxy, m°t z = f(x, y) v  m°t trö câ �÷íng sinh song song vîi Oz tüa tr¶n L.

Chia mi·n D mët c¡ch tòy þ th nh n m£nh nhä. Gåi t¶n v  c£ di»n t½ch cõa
c¡c m£nh �â l  ∆S1, ∆S2, . . . , ∆Sn. L§y méi m£nh nhä �â l m �¡y, düng vªt
thº h¼nh trö m  m°t xung quanh câ �÷íng sinh song song vîi Oz v  ph½a tr¶n giîi
h¤n bði m°t cong z = f(x, y). Vªy vªt thº h¼nh trö �¢ �÷ñc chia th nh n vªt thº
h¼nh trö nhä. Trong méi m£nh ∆Si (i=1,. . . , n) ta l§y mët �iºm tòy þ Mi(xi, yi).

H¼nh 2.1

T½ch f(xi, yi).∆Si l  thº t½ch h¼nh trö th¯ng câ �¡y l  ∆Si
v  chi·u cao l  f(xi, yi), nâ kh¡c r§t ½t thº t½ch ∆Vi cõa vªt
thº h¼nh trö nhä thù i n¸u m£nh ∆Si câ �÷íng k½nh di1 kh¡
nhä, v¼ h m sè f(x, y) li¶n töc. Vªy câ thº xem thº t½ch V
cõa vªt thº h¼nh trö x§p x¿ b¬ng

∑n
i=1 f(xi, yi).∆Si.

V ≈
n∑
i=1

f(xi, yi).∆Si.

Ph²p t½nh g¦n �óng n y c ng ch½nh x¡c n¸u n c ng lîn
v  c¡c ∆Si câ �÷íng k½nh c ng nhä. Do �â thº t½ch V cõa
vªt thº h¼nh trö �¢ cho b¬ng giîi h¤n (n¸u câ) cõa têng tr¶n
khi n→∞ sao cho �÷íng k½nh lîn nh§t trong c¡c �÷íng k½nh
di cõa c¡c m£nh ∆Si d¦n tîi 0, giîi h¤n �â khæng phö thuëc
v o c¡ch chia mi·n D th nh c¡c m£nh nhä công nh÷ c¡ch
chån �iºm Mi trong ∆Si.

V = lim
max di→0

n∑
i=1

f(xi, yi).∆Si.

1�÷íng k½nh di cõa mët mi·n Si l  kho£ng c¡ch lîn nh§t giúa c¡c �iºm tr¶n bi¶n cõa mi·n §y.
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2.1.1.2. T½nh khèi l÷ñng cõa b£n ph¯ng khæng �çng ch§t

Cho mët b£n ph¯ng chi¸m mët mi·n D trong m°t ph¯ng Oxy. L§y mët m£nh tòy þ cõa
b£n §y câ di»n t½ch ∆S v  gi£ sû khèi l÷ñng cõa m£nh §y l  ∆m. Giîi h¤n n¸u câ cõa t� sè
∆m

∆S
khi ∆S → 0 sao cho m£nh §y thu v· mët �iºm P �÷ñc gåi l  khèi l÷ñng ri¶ng cõa b£n t¤i

P v  �÷ñc kþ hi»u l  ρ(P ). N¸u b£n �çng ch§t th¼ ρ khæng �êi. N¸u b£n khæng �çng ch§t th¼
ρ l  mët h m sè cõa P.

B¥y gií, gi£ sû khèi l÷ñng ri¶ng cõa b£n l  mët h m sè li¶n töc ρ(P ) = ρ(x, y). H¢y t½nh
khèi l÷ñng cõa b£n. Chia mi·n D th nh n mi·n nhä ∆S1, ∆S2, . . . , ∆Sn câ �÷íng k½nh t÷ìng
ùng l  di v  chån trong méi m£nh ∆Si mët �iºm tòy þ Pi(xi, yi). Khèi l÷ñng cõa b£n �÷ñc
t½nh x§p x¿ b¬ng têng

n∑
i=1

ρ(Pi)∆Si.

Giîi h¤n n¸u câ cõa têng tr¶n khi n → ∞ sao cho d = max
i=1,n

di → 0 �÷ñc gåi l  khèi l÷ñng

cõa b£n

m = lim
d→0

n∑
i=1

ρ(Pi).∆Si.

2.1.1.3. �ành ngh¾a t½ch ph¥n k²p

Nhi·u b i to¡n trong c¡c l¾nh vüc kh¡c nhau cõa khoa håc kÿ thuªt �÷a �¸n vi»c t¼m giîi
h¤n cõa têng câ d¤ng tr¶n. Ta �÷a ra �ành ngh¾a sau:

Cho h m z = f(x, y) x¡c �ành trong mët mi·n �âng, bà ch°n D. Chia mi·n D mët c¡ch tòy
þ th nh n m£nh nhä, gåi t¶n v  di»n t½ch cõa c¡c m£nh �â l  ∆S1, ∆S2, . . . , ∆Sn. Trong méi
m£nh ∆Si l§y mët �iºm tòy þ Mi(xi, yi). Têng In =

∑n
i=1 f(xi, yi).∆Si �÷ñc gåi l  têng t½ch

ph¥n cõa h m sè f(x, y) trong mi·n D.
N¸u khi n→∞ sao cho d→ 0 m  In d¦n tîi mët giîi h¤n x¡c �ành I, khæng phö thuëc v o

c¡ch chia mi·n D v  c¡ch l§y �iºm Mi trong méi m£nh ∆Si , th¼ giîi h¤n �â �÷ñc gåi l  t½ch
ph¥n k²p cõa h m sè f(x, y) trong mi·n D v  �÷ñc kþ hi»u l 

∫∫
D

f(x, y)dS.

Vªy ∫∫
D

f(x, y)dS = lim
d→0

n∑
i=1

f(xi, yi).∆Si (2.1)

f(x, y) �÷ñc gåi l  h m d÷îi d§u t½ch ph¥n, D l  mi·n l§y t½ch ph¥n, dS l  y¸u tè di»n t½ch, x,
y l  bi¸n t½ch ph¥n. N¸u tçn t¤i t½ch ph¥n (2.1) th¼ h m f(x, y) �÷ñc gåi l  kh£ t½ch trong mi·n
D.

Ng÷íi ta chùng minh �÷ñc r¬ng n¸u f(x, y) li¶n töc trong mi·n D th¼
∫∫
D

f(x, y)dS tçn t¤i,

tùc l  f(x, y) kh£ t½ch trong mi·n D.
∗ Chó þ: V¼ t½ch ph¥n k²p khæng phö thuëc v o c¡ch chia mi·n D th nh c¡c m£nh nhä nh÷
�¢ n¶u trong �ành ngh¾a n¶n ta câ thº chia mi·n D b¬ng hai hå �÷íng th¯ng song song vîi c¡c
tröc tåa �ë. Do �â dS = dx.dy v 

∫∫
D

f(x, y)dS =
∫∫
D

f(x, y)dxdy.
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2.1.1.4. C¡c t½nh ch§t cõa t½ch ph¥n k²p

Gi£ sû f(x, y), g(x, y) l  c¡c h m sè kh£ t½ch tr¶n mët mi·n D.
1.
∫∫
D

[f(x, y) + g(x, y)] dxdy =
∫∫
D

f(x, y)dxdy +
∫∫
D

g(x, y)dxdy.

2.
∫∫
D

k.f(x, y)dxdy = k.
∫∫
D

f(x, y)dxdy ( k l  h¬ng sè ).

3. N¸u mi·n D câ thº chia th nh hai mi·n D1, D2 sao cho di»n t½ch cõa mi·n D1 ∩D2 b¬ng 0
th¼: ∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D1

f(x, y)dxdy +

∫∫
D2

f(x, y)dxdy.

4. N¸u f(x, y) ≤ g(x, y), ∀(x, y) ∈ D th¼:∫∫
D

f(x, y)dxdy ≤
∫∫
D

g(x, y)dxdy.

5. N¸u m ≤ f(x, y) ≤ M, ∀(x, y) ∈ D, m v  M l  h¬ng sè th¼:

m.S ≤
∫∫
D

f(x, y)dxdy ≤M.S, S l  di»n t½ch cõa mi·n D.

6. N¸u f(x, y) li¶n töc trong mi·n �âng, bà ch°n, li¶n thæng D th¼ trong D câ ½t nh§t mët �iºm
(x, y) sao cho: ∫∫

D

f(x, y)dxdy = f(x, y).S, S l  di»n t½ch cõa mi·n D.

2.1.2. C¡ch t½nh t½ch ph¥n k²p trong h» tåa �ë �·c¡c

2.1.2.1. Mi·n D l  h¼nh chú nhªt

Gi£ sû ph£i t½nh t½ch ph¥n k²p: I =
∫∫
D

f(x, y)dxdy trong �â D l  h¼nh chú nhªt a ≤ x ≤ b;

c ≤ y ≤ d v  h m f(x, y) li¶n töc trong D. Ta c¦n �ành lþ sau:

♦ �ành lþ 2.1. (�ành lþ Fubini).

Gi£ sû f(x, y) l  h m sè kh£ t½ch trong h¼nh chú nhªt D = [a; b]× [c; d]. Khi §y:

a. N¸u ∀x ∈ [a, b], h m sè y 7→ f(x, y) kh£ t½ch tr¶n [c, d] th¼ h m sè x 7→ I(x) =
d∫
c

f(x, y)dy

kh£ t½ch tr¶n [a, b] v ∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

I(x)dx =

b∫
a

(

d∫
c

f(x, y)dy)dx =

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dy. (2.2)

b. N¸u ∀y ∈ [c, d], h m sè x 7→ f(x, y) kh£ t½ch tr¶n [a, b] th¼ h m sè y 7→ J(y) =
b∫
a

f(x, y)dx

kh£ t½ch tr¶n [c,d] v ∫∫
D

f(x, y)dxdy =

d∫
c

J(y)dy =

d∫
c

(

b∫
a

f(x, y)dx)dy =

d∫
c

dy

b∫
a

f(x, y)dx. (2.3)

�ành lþ n y ta khæng chùng minh.
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5 H» qu£ 2.1. N¸u f(x,y) li¶n töc tr¶n D = [a, b] x [c, d] th¼:

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dy =

d∫
c

dy

b∫
a

f(x, y)dx. (2.4)

Nh÷ vªy vi»c t½nh t½ch ph¥n k²p tr¶n �÷ñc �÷a v· vi»c t½nh hai t½ch ph¥n �ìn li¶n ti¸p,

khi t½nh t½ch ph¥n �ìn thù nh§t
d∫
c

f(x, y)dy ta coi x l  h¬ng sè (ho°c khi t½nh t½ch ph¥n �ìn

b∫
a

f(x, y)dx coi y l  h¬ng sè).

∗ Chó þ: N¸u f(x,y) = f1(x).f2(y) th¼:

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

f1(x)dx.

d∫
c

f2(y)dy. (2.5)

•V½ dö 2.1. T½nh I =
∫∫
D

(x2 + y2)dxdy, trong �â D l  mi·n: 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1.

Líi gi£i. V¼ x2+y2 li¶n töc tr¶n D n¶n

I =
1∫
0

dx
1∫
0

(x2 + y2)dy =
1∫
0

(x2y +
y3

3
)

∣∣∣∣1
0

dx =
1∫
0

(x2 +
1

3
)dx =

�
x3

3
+
x

3

�∣∣∣∣1
0

=
2

3
.

•V½ dö 2.2. T½nh I =
∫∫
D

x2ydxdy, trong �â D l  mi·n: -1 ≤ x ≤ 2; 0 ≤ y ≤ 1.

Líi gi£i. Theo cæng thùc (2.5) ta câ I =
2∫
−1

x2dx.
1∫
0

ydy =
x3

3

∣∣∣∣2
−1

.
y2

2

∣∣∣∣1
0

=
3

2
.

2.1.2.2. Mi·n D l  mi·n b§t ký

♦ �ành lþ 2.2.

Gi£ sû D = {(x, y) : a≤x≤b; y1(x)≤y≤y2(x)}, y1(x) v  y2(x) l  nhúng h m sè li¶n töc tr¶n
[a,b], y1(x) ≤ y2(x) vîi ∀x ∈ [a, b]. Gi£ sû f(x, y) l  h m sè kh£ t½ch tr¶n D. N¸u ∀x ∈ [a, b],

h m sè y 7→ f(x, y) kh£ t½ch tr¶n �o¤n [y1(x), y2(x)], th¼ h m sè: x 7→ I(x) =
y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy

kh£ t½ch tr¶n [a, b] v :

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

I(x)dx =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy. (2.6)

♦ �ành lþ 2.3.

Gi£ sû D = {(x, y); c ≤ y ≤ d;x1(y) ≤ x ≤ x2(y)}, x1(y) v  x2(y) l  hai h m sè li¶n töc tr¶n
[c, d], x1(y) ≤ x2(y) vîi ∀y ∈ [c, d]. Gi£ sû f(x, y) l  h m sè kh£ t½ch tr¶n D. N¸u ∀y ∈ [c, d],
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h m sè x 7→ f(x, y) kh£ t½ch tr¶n �o¤n [x1(y), x2(y)] , th¼ h m sè y 7→ J(y) =
x2(y)∫
x1(y)

f(x, y)dx

kh£ t½ch tr¶n [c, d] v :

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

d∫
c

J(y)dy =

d∫
c

dy

x2(y)∫
x1(y)

f(x, y)dx. (2.7)

x
O

y

a b

y = y1(x)

y = y2(x)

H¼nh 2.2
y

O
x

c

d

x = x1(y) x = x2(y)

H¼nh 2.3

x
O

y

a b

c

d

N

Q

M P

H¼nh 2.4

5 H» qu£ 2.2.

• Gi£ sû D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b; y1(x) ≤ y ≤
y2(x)}; y1(x) v  y2(x) l  hai h m sè li¶n töc tr¶n [a,b]. N¸u f
l  mët h m sè li¶n töc tr¶n D th¼:

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy.

• Gi£ sû D = {(x, y); c ≤ y ≤ d; x1(y) ≤ x ≤ x2(y)},
x1(y) v  x2(y) l  hai h m sè li¶n töc tr¶n [c,d]. N¸u f l  mët
h m sè li¶n töc tr¶n D th¼

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

d∫
c

dy

x2(y)∫
x1(y)

f(x, y)dx.

∗ Chó þ: Gi£ sû méi �÷íng th¯ng song song vîi Ox v  Oy
�·u c­t bi¶n cõa mi·n D nhi·u nh§t t¤i hai �iºm. Düng h¼nh
chú nhªt a≤ x≤ b; c≤ y≤ d m  c¡c c¤nh cõa nâ ti¸p xóc vîi
bi¶n cõa D t¤i c¡c �iºm M, N, P, Q. C¡c �iºm M, P chia bi¶n
cõa D th nh hai cung úMNP v  cung úMQP câ c¡c ph÷ìng
tr¼nh theo thù tü l : y = y1(x), y = y2(x). C¡c �iºm N, Q
chia bi¶n cõa mi·n D th nh hai cung úNMQ v  cung ùNPQ
câ c¡c ph÷ìng tr¼nh theo thù tü l  x = x1(y), x = x2(y).

N¸u f(x,y) li¶n töc tr¶n D, ta câ thº t½nh
∫∫
D

f(x, y)dxdy

theo cæng thùc (2.6) ho°c (2.7). Khi �â ta câ

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy =

d∫
c

dy

x2(y)∫
x1(y)

f(x, y)dx. (2.8)

�â l  cæng thùc �êi thù tü l§y t½ch ph¥n.

•V½ dö 2.3. X¡c �ành c¡c cªn t½ch ph¥n trong t½ch ph¥n k²p

I =

∫∫
D

f(x, y)dxdy,

trong �â D l  mi·n {y ≥ 0, y ≤ x2, x+ y ≤ 2, x ≥ 0}.
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Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.5)
Mi·n D �÷ñc x¡c �ành bði: 0 ≤ y ≤ 1;

√
y ≤ x ≤ 2− y.

Do �â
∫∫
D

f(x, y)dxdy =
1∫
0

dy
2−y∫
√
y

f(x, y)dx.

�º �êi thù tü t½ch ph¥n ta chia mi·n D th nh hai mi·n
D1 v  D2 bði �÷íng x = 1, trong �â

D1 �÷ñc x¡c �ành: 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ x2.

D2 �÷ñc x¡c �ành: 1 ≤ x ≤ 2; 0 ≤ y ≤ 2− x.

x
O

y

1 2

1

2
y = x2

y = 2− x

D1 D2

H¼nh 2.5

x
O 1 3

6

y

y = 2x

y = x2 − x

H¼nh 2.6

x
O 1 2 3 4 5 6 7 8

y

−4
−3
−2
−1

1

2

3

4

N

M
y = x− 4

y2 = 2x

H¼nh 2.7

Do �â I =
1∫
0

dx
x2∫
0

f(x, y)dy +
2∫
1

dx
2−x∫
0

f(x, y)dy.

Rã r ng c¡ch t½nh thù nh§t �ìn gi£n hìn. Qua v½ dö
tr¶n ta th§y khi t½nh t½ch ph¥n k²p c¦n chån thù tü t½ch
ph¥n sao cho c¡ch t½nh �ìn gi£n hìn.

•V½ dö 2.4.

T½nh I =
∫∫
D

(x2 − 2xy + 4y) dxdy, trong �â D l 

mi·n giîi h¤n bði c¡c �÷íng: y = x2 − x; y = 2x.

Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.6)
Mi·n D �÷ñc x¡c �ành bði c¡c b§t �¯ng thùc:
0 ≤ x ≤ 3 ; x2 − x ≤ y ≤ 2x.

Do �â: I =
3∫
0

dx
2x∫

x2−x
(x2 − 2xy + 4y) dy

=
3∫
0

(x2y − xy2 + 2y2)

∣∣∣∣2x
x2−x

dx

=
3∫
0

(x5 − 5x4 + 4x3 + 6x2)dx

= (
x6

6
− x5 + x4 + 2x3)

∣∣∣∣3
0

=
27

2
.

•V½ dö 2.5. T½nh I =
∫∫
D

xydxdy, trong �â D l  mi·n

giîi h¤n bði c¡c �÷íng y = x - 4, y2 = 2x.

Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.7)
Hai �÷íng �¢ cho c­t nhau t¤o th nh mët mi·n k½n

D.
Tr÷îc h¸t ta t¼m giao �iºm cõa hai �÷íng¨
y = x− 4

y2 = 2x
⇔
¨

(x− 4)2 = 2x

y = x− 4

⇔


¨
x = 8

y = 4¨
x = 2

y = −2
.

Vªy hai �÷íng c­t nhau t¤i hai �iºm
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M(8; 4) v  N(2; -2).
Mi·n D �÷ñc x¡c �ành bði c¡c b§t �¯ng thùc:

−2 ≤ y ≤ 4;
y2

2
≤ x ≤ y + 4.

Do �â

I =

4∫
−2

dy

y+4∫
y2/2

xydx =

4∫
−2

yx2

2

∣∣∣∣y+4

y2/2

dy =
1

2

4∫
−2

(y3+8y2+16y−y
5

4
)dy

=
1

2

�
y4

4
+

8y3

3
+ 8y2 − y6

24

�∣∣∣∣4
−2

= 90.

2.1.3. �êi bi¸n sè trong t½ch ph¥n k²p

2.1.3.1. Cæng thùc �êi bi¸n sè trong t½ch ph¥n
k²p

Nhi·u tr÷íng hñp t½ch ph¥n k²p
∫∫
D

f(x, y)dxdy t½nh

trong tåa �ë �·-c¡c khæng thuªn lñi, khi �â ta câ thº
dòng ph÷ìng ph¡p �êi bi¸n sau:

X²t t½ch ph¥n k²p I =
∫∫
D

f(x, y)dxdy trong �â f(x,y) li¶n töc tr¶n D.

Thüc hi»n ph²p �êi bi¸n sè §
x = x(u, v)
y = y(u, v)

(2.9)

Gi£ sû r¬ng:

1. x(u,v), y(u,v) l  nhúng h m sè li¶n töc v  câ c¡c �¤o h m ri¶ng li¶n töc trong mët mi·n
�âng D' cõa m°t ph¯ng O'uv.

2. C¡c cæng thùc (2.9) x¡c �ành mët song ¡nh tø mi·n D' l¶n mi·n D cõa m°t ph¯ng Oxy.

3. �ành thùc Jacobi J =
D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣ x′u x′v
y′u y′v

∣∣∣∣ 6= 0 trong mi·n D'.

Khi �â ta câ cæng thùc:∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D′

f(x(u, v), y(u, v)) |J | dudv. (2.10)

Cæng thùc (2.10) �÷ñc gåi l  cæng thùc �êi bi¸n trong t½ch ph¥n k²p.
∗ Chó þ: Khi t½nh t½ch ph¥n k²p ng÷íi ta th÷íng chån ph²p �êi bi¸n sao cho �÷íng bi¶n cõa
mi·n D khi chuyºn sang bi¸n mîi câ ph÷ìng tr¼nh �ìn gi£n �º cho vi»c x¡c �ành cªn cõa u v 
v �ìn gi£n hìn.

•V½ dö 2.6. T½nh I =
∫∫
D

(x+ y)dxdy vîi D l  mi·n giîi h¤n bði c¡c �÷íng:

y = −x, y = −x+ 3, y = 2x− 1, y = 2x+ 1.
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x
O

y

1 2 3

1

2

3

-1
y = −x

y = 3− x

y = 2x− 1

y = 2x+ 1

u
O

v

3

1

-1

D

H¼nh 2.8

Líi gi£i. Thüc hi»n ph²p �êi bi¸n
§
u = x+ y
v = −2x+ y

⇔

 x =
u

3
− v

3

y =
2u

3
+
v

3
.

�ành thùc Jacobi J =

∣∣∣∣∣∣∣
1

3

−1

3
2

3

1

3

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

3
6= 0.

Cæng thùc tr¶n x¡c �ành mët song ¡nh bi¸n mi·n D th nh h¼nh chú nhªt D' giîi h¤n bði
c¡c �÷íng u = 0, u = 3, v = -1, v = 1.

Do J =
1

3
6= 0 n¶n ¡p döng cæng thùc (2.10) ta �÷ñc:

J =
1

3

∫∫
D′

ududv =
1

3

3∫
0

udu

1∫
−1

dv =
1

3

u2

2

∣∣∣∣3
0

v|1−1 =
1

3
.
9

2
.2 = 3.

•V½ dö 2.7. T½nh I =
∫∫
D

xydxdy, trong �â D l  mi·n x¡c �ành bði:

x ≤ y ≤ 3x; x2 ≤ y ≤ 3x2.

x
O

y

1 3

1

3

9

y = x

y = x2

y = 3x

y = 3x2

u
O

v

1 3

1

3

H¼nh 2.9
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Líi gi£i. Thüc hi»n ph²p �êi bi¸n

 u =
y

x
v =

y

x2

⇔

 x =
u

v

y =
u2

v
.

�ành thùc Jacobi J =

∣∣∣∣∣∣∣
1

v
− u

v2

2u

v
−u

2

v2

∣∣∣∣∣∣∣ =
u2

v3
.

Cæng thùc tr¶n x¡c �ành mët song ¡nh bi¸n mi·n D th nh h¼nh vuæng D' giîi h¤n bði c¡c

�÷íng: u = 1, u = 3, v = 1, v = 3. Do J =
u2

v3
6= 0 trong mi·n D' n¶n ¡p döng (2.10) ta �÷ñc:

J =

∫∫
D′

u

v
.
u2

v
.
u2

v3
dudv =

∫∫
D′

u5

v5
dudv =

3∫
1

u5du

3∫
1

1

v5
dv =

u6

6

∣∣∣∣3
1

v−4

−4

∣∣∣∣3
1

=
7280

243
.

2.1.3.2. T½nh t½ch ph¥n k²p trong h» tåa �ë cüc

x

y

O
α

β

r = r2(ϕ)

r = r1(ϕ)

H¼nh 2.10

x

y

O 2π
ϕ

H¼nh 2.11

x

y

O
α

β

H¼nh 2.12

Cæng thùc li¶n h» giúa tåa �ë �·-c¡c (x, y) v  tåa �ë cüc
(r, ϕ) cõa còng mët �iºm l :¨

x = r.cosϕ

y = r.sinϕ.
(2.11)

N¸u r > 0, 0 ≤ ϕ< 2π th¼ cæng thùc tr¶n x¡c �ành mët
song ¡nh giúa tåa �ë �· c¡c (x, y) v  tåa �ë cüc (r, ϕ) cõa
còng mët �iºm. Ri¶ng �iºm gèc tåa �ë câ r = 0 v  ϕ tòy þ.

Xem cæng thùc (2.11) nh÷ mët ph²p bi¸n �êi bi¸n sè,
ta câ:

J =
D(x, y)

D(r, ϕ)
=

∣∣∣∣ cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣ = r 6= 0 trø t¤i gèc O.

Do �â tø cæng thùc (2.10) ta câ∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D′

f(r cosϕ, r sinϕ)rdrdϕ. (2.12)

Cæng thùc tr¶n v¨n �óng khi mi·n D chùa gèc O.
N¸u mi·n D l  mi·n giîi h¤n bði c¡c �÷íng cong

r = r1(ϕ), r = r2(ϕ) v  c¡c tia cüc ϕ = α, ϕ = β(α < β)
th¼ ta câ:

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

β∫
α

dϕ

r2(ϕ)∫
r1(ϕ)

f(r cosϕ, r sinϕ)rdr. (2.13)

�â l  cæng thùc t½nh t½ch ph¥n k²p trong h» tåa �ë cüc.

Chó th½ch 2.1.
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• N¸u mi·n D chùa gèc tåa �ë O v  måi tia xu§t ph¡t tø
O �·u c­t bi¶n cõa mi·n D t¤i mët �iºm câ b¡n k½nh cüc2

r = r(ϕ) th¼:

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

2π∫
0

dϕ

r(ϕ)∫
0

f(r cosϕ, r sinϕ)rdr, (2.14)

�°c bi»t khi D l  h¼nh trán t¥m O b¡n k½nh R th¼:

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

2π∫
0

dϕ

R∫
0

f(r cosϕ, r sinϕ)rdr. (2.15)

• N¸u mi·n D câ bi¶n �i qua O v  câ t¤i �â hai ti¸p tuy¸n x¡c �ành bði ϕ = α, ϕ = β(α < β)
v  bi¶n cõa D câ ph÷ìng tr¼nh r = r(ϕ) th¼:

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

β∫
α

dϕ

r(ϕ)∫
0

f(r cosϕ, r sinϕ)rdr. (2.16)

∗ Chó þ: Ng÷íi ta th÷íng t½nh t½ch ph¥n k²p trong h» tåa �ë cüc khi bi¶n hay mët ph¦n cõa
bi¶n cõa D l  cung trán.

•V½ dö 2.8. T½nh I =
∫∫
D

√
1− x2 − y2dxdy vîi

a) D l  mi·n giîi h¤n bði �÷íng trán x2 + y2 = 1.
b) D l  mët ph¦n t÷ h¼nh trán x2+ y2 ≤ 1 n¬m trong gâc ph¦n t÷ thù nh§t.

x
O

y

-1 1

-1

1
r = 1

H¼nh 2.13

x
O

y

1

1
r = 1

H¼nh 2.14

x
O

y

1 2

H¼nh 2.15

Líi gi£i.
a) (Xem h¼nh 2.13)

Chuyºn sang tåa �ë cüc, �°t
§
x = r cosϕ
y = r sinϕ

khi �â ph÷ìng tr¼nh �÷íng trán trong tåa �ë cüc l  r = 1.

Vªy: I =
2π∫
0

dϕ
1∫
0

√
1− r2.rdr

= −1

2

2π∫
0

dϕ
1∫
0

(1− r2)1/2d(1− r2)

= − 1

2
ϕ

∣∣∣∣2π
0

.
2

3
. (1− r2)

3/2
∣∣∣1
0

=
2π

3
.

b) (Xem h¼nh 2.14)
Chuyºn sang tåa �ë cüc ta câ

I =

π/2∫
0

dϕ

1∫
0

√
1− r2.rdr =

π

6
.

2B¡n k½nh cüc cõa �iºm M l  kho£ng c¡ch r tø gèc O �¸n nâ.
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•V½ dö 2.9. T½nh I =
∫∫
D

dxdy√
4− x2 − y2

, trong �â D l  mi·n

giîi h¤n bði �÷íng trán x2 + y2 = 2x.

Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.15)

Chuyºn sang tåa �ë cüc, �°t
§
x = r cosϕ
y = r sinϕ,

khi �â ph÷ìng tr¼nh �÷íng trán tr¶n trong tåa �ë cüc l 
r = 2cosϕ.

Mi·n D' �÷ñc x¡c �ành bði: −π
2
≤ ϕ ≤ π

2
; 0 ≤ r ≤ 2cosϕ.

Do �â

I =

π/2∫
−π/2

dϕ

2 cosϕ∫
0

r√
4− r2

dr = −1

2

π/2∫
−π/2

dϕ

2 cosϕ∫
0

�√
4− r2

�−1/2
d(4−r2)

= −
π/2∫

−π/2

(4− r2)1/2
∣∣∣2cosϕ
0

dϕ =

π/2∫
−π/2

2dϕ−
π/2∫

−π/2

2|sinϕ|dϕ

=
π/2∫
−π/2

2dϕ−4
π/2∫
0

sinϕdϕ = 2ϕ|π/2−π/2 + 4 cosϕ|π/20 = 2π−4.

•V½ dö 2.10.

x

y

O

1

2

1

y=x

r = 2sinϕ

H¼nh 2.16

x
O

y

a-a

b

b

H¼nh 2.17

T½nh I =
∫∫
D

xdxdy, D l  mi·n thäa m¢n

x2 + y2 ≤ 2y, y ≤ x.

Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.16)

Chuyºn sang tåa �ë cüc, �°t
§
x = r cosϕ
y = r sinϕ,

khi �â ph÷ìng tr¼nh �÷íng trán trong tåa �ë cüc l  r = 2sinϕ.
Mi·n D' �÷ñc x¡c �ành bði 0 ≤ ϕ ≤ π

4
; 0 ≤ r ≤ 2 sinϕ.

Do �â I =
π/4∫
0

dϕ
2 sinϕ∫

0

r2 cosϕdr =
π/4∫
0

cosϕ · r
3

3

∣∣∣∣2 sinϕ

0

dϕ

=
8

3

π/4∫
0

cosϕ. sin3 ϕdϕ =
8

3

π∫
0

sin3 ϕd (sinϕ) =
8

3
.
sin4 ϕ

4

∣∣∣∣π/4
0

=
1

6
.

∗ Chó þ: N¸u D l  mi·n giîi h¤n bði �÷íng elip
x2

a2
+
y2

b2
= 1, a > 0, b > 0 th¼ thüc hi»n ph²p �êi bi¸n sang h»

tåa �ë cüc suy rëng b¬ng c¡ch �°t

¨
x = a.r.cosϕ

y = b.r.sinϕ,

khi �â J = abr v  mi·n D′ �÷ñc x¡c �ành bði:

0 ≤ ϕ < 2π; 0 ≤ r ≤ 1.

N¸u D l  mi·n giîi h¤n bði �÷íng trán
(x− a)2 + (y − b)2 = R2 th¼ thüc hi»n ph²p �êi bi¸n:§

x = a+ r cosϕ
y = b+ r sinϕ
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khi �â J = r v  mi·n D' �÷ñc x¡c �ành bði

0≤ϕ < 2π; 0≤r≤R.
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2.2. Ùng döng cõa t½ch ph¥n k²p

2.2.1. Ùng döng h¼nh håc v  cì håc cõa t½ch
ph¥n k²p

2.2.1.1. Ùng döng h¼nh håc cõa t½ch ph¥n k²p

a. T½nh di»n t½ch h¼nh ph¯ng.
Di»n t½ch S cõa h¼nh ph¯ng D �÷ñc cho bði cæng thùc:

S =

∫∫
D

dxdy. (2.17)

x

y

O

1

e1

y=lnx

x = e

H¼nh 2.18

x
O

y

21 4

H¼nh 2.19

•V½ dö 2.11.

T½nh di»n t½ch h¼nh ph¯ng D giîi h¤n bði c¡c �÷íng y =
lnx, y = 0, x = e.

Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.18)
Mi·n D �÷ñc x¡c �ành 1 ≤ x ≤ e; 0 ≤ y ≤ lnx.

Vªy S =
e∫

1

dx
lnx∫
0

dy =
e∫

1

y|lnx0 dx =
e∫

1

lnxdx

= lnx.x|e1 −
e∫

1

x.
dx

x
= lnx.x|e1 −

e∫
1

dx = 1.

•V½ dö 2.12. T½nh di»n t½ch h¼nh ph¯ng D x¡c �ành bði

2x ≤ x2 + y2 ≤ 4x; 0 ≤ y ≤ x.

Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.19)

Chuyºn sang tåa �ë cüc, �°t

¨
x = r.cosϕ

y = r.sinϕ.

Ph÷ìng tr¼nh hai �÷íng trán trong tåa �ë cüc l¦n l÷ñt l :
r = 2cosϕ v  r = 4cosϕ.

Mi·n D �÷ñc x¡c �ành bði:

0 ≤ ϕ ≤ π

4
, 2cosϕ ≤ r ≤ 4cosϕ.

S =

π
4∫

0

dϕ

4cosϕ∫
2cosϕ

rdr =

π
4∫

0

dϕ
r2

2

∣∣∣∣4cosϕ
2cosϕ

= 6

π
4∫

0

cos2ϕdϕ

= 3

π
4∫

0

(1 + cos2ϕ)dϕ = 3

�
ϕ+

sin 2ϕ

2

�∣∣∣∣π4
0

= 3(
π

4
+

1

2
).

b. T½nh di»n t½ch m°t cong.
Gi£ sû (S) l  mët m°t cong câ ph÷ìng tr¼nh l  z = f(x, y), gåi D l  h¼nh chi¸u cõa m°t

cong �¢ cho l¶n m°t ph¯ng Oxy, h m f(x, y) còng c¡c �¤o h m ri¶ng c§p mët cõa nâ li¶n töc



42 T�CH PH�N K�P V� T�CH PH�N �×ÍNG LO�I II

tr¶n mi·n D. Kþ hi»u p = f ′x(x, y); q = f ′y(x, y). Khi �â di»n t½ch cõa m°t (S) �÷ñc t½nh theo
cæng thùc:

S =

∫∫
D

√
1 + p2 + q2dxdy. (2.18)

H¼nh 2.20
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•V½ dö 2.13. T½nh di»n t½ch cõa ph¦n m°t c¦u x2 + y2 + z2 = 4 n¬m b¶n trong m°t trö
x2 + y2 = 2y.

x
y

z

2
2

2

1

H¼nh 2.21

Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.21) Do t½nh �èi xùng n¶n ch¿ c¦n x²t ph¦n m°t n¬m trong gâc ph¦n
t¡m thù nh§t.

Khi �â z =
√

4− x2 − y2

⇒ p = z′x =
−x√

4− x2 − y2
, q = z′y =

−y√
4− x2 − y2

⇒
√

1 + p2 + q2 =

Ê
1 +

x2 + y2

4− x2 − y2
=

2√
4− x2 − y2

.

Vªy S = 4
∫∫
D

2√
4− x2 − y2

dxdy vîi D l  nûa h¼nh trán

x2 + y2 ≤ 2y n¬m trong gâc ph¦n t÷ thù nh§t.

Chuyºn sang tåa �ë cüc, �°t

¨
x = r.cosϕ

y = r.sinϕ.

Mi·n D' �÷ñc x¡c �ành 0 ≤ ϕ ≤ π

2
, 0 ≤ r ≤ 2sinϕ.

Do �â

S = 4

π/2∫
0

dϕ

2 sinϕ∫
0

2rdr√
4− r2

= −4

π/2∫
0

dϕ

2 sinϕ∫
0

�√
4− r2

�−1/2
d(4−r2)

= −8

π/2∫
0

�√
4− r2

�∣∣∣2 sinϕ

0
dϕ = −16

π/2∫
0

(cosϕ−1)dϕ = −16 (sinϕ− ϕ)|π/20 = 16(
π

2
−1).

•V½ dö 2.14.

x

y

z

-1
1

1

1

H¼nh 2.22

T½nh di»n t½ch cõa ph¦n m°t parabælæit z = x2 + y2 n¬m
trong m°t trö x2 + y2 = 1.

Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.22) Ta câ
p = z′x = 2x, q = z′y= 2y⇒1 + p2 + q2 = 1 + 4(x2 + y2).

Vªy S =
∫∫
D

√
1 + 4(x2 + y2)dxdy trong �â D l  mi·n giîi

h¤n bði �÷íng trán x2 + y2 = 1 trong m°t ph¯ng Oxy.

Chuyºn sang tåa �ë cüc, �°t

¨
x = r.cosϕ

y = r.sinϕ.

Mi·n D' �÷ñc x¡c �ành 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1.

Do �â

S =

2π∫
0

dϕ

1∫
0

√
1 + 4r2rdr =

2π∫
0

dϕ
1

8

1∫
0

√
1 + 4r2d(1 + 4r2)

=
1

8
ϕ|2π0 .

2

3
(1 + 4r2)3/2

∣∣∣∣1
0

=
π

6
(5
√

5− 1).
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2.2.1.2. Ùng döng cì håc cõa t½ch ph¥n k²p

a. T½nh khèi l÷ñng cõa mët b£n ph¯ng khæng �çng ch§t
Cho mët b£n ph¯ng chi¸m mët mi·n D trong m°t ph¯ng Oxy v  câ khèi l÷ñng ri¶ng t¤i

méi �iºm M(x, y) l  ρ(x, y), trong �â ρ(x, y) l  h m li¶n töc tr¶n D. Khi �â khèi l÷ñng m cõa
b£n ph¯ng �÷ñc t½nh theo cæng thùc:

m =

∫∫
D

ρ(x, y)dxdy. (2.19)

•V½ dö 2.15. T¼m khèi l÷ñng cõa mët b£n ph¯ng chi¸m mi·n D giîi h¤n bði c¡c �÷íng y = ex,

y = 1, x = 1 bi¸t r¬ng khèi l÷ñng ri¶ng t¤i méi �iºm l  ρ(x, y) =
1

y
.

x

y

O

1

1

e

y = ex

y = 1

H¼nh 2.23

Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.23) Theo (2.19) câ:

m =

∫∫
D

1

y
dxdy =

1∫
0

dx

ex∫
1

dy

y
=

1∫
0

ln|y||e
x

1 dx =

1∫
0

xdx =
1

2
.

b. Momen qu¡n t½nh cõa b£n ph¯ng.
Cho mët b£n ph¯ng khæng �çng ch§t chi¸m mët mi·n D trong m°t ph¯ng Oxy v  câ khèi

l÷ñng ri¶ng t¤i méi �iºm M(x, y) l  ρ(x, y), trong �â ρ(x, y) l  mët h m li¶n töc tr¶n D. Khi
�â momen qu¡n t½nh cõa b£n ph¯ng �¢ cho l¦n l÷ñt �èi vîi tröc Ox, Oy v  gèc tåa �ë l :

Ix =

∫∫
D

y2.ρ(x, y)dxdy, Iy =

∫∫
D

x2.ρ(x, y)dxdy. (2.20)

Io =

∫∫
D

(x2 + y2).ρ(x, y)dxdy.
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•V½ dö 2.16.

x
O

y

1

1

-1

y =
√

1− x

H¼nh 2.24

x
O

y

1 2

1

-1

r = a(1 + cosϕ)

H¼nh 2.25

T¼m momen qu¡n t½nh cõa mët b£n ph¯ng D x¡c �ành
bði 0 ≤ x ≤ 1 − y2, y ≥ 0 �èi vîi tröc Oy n¸u khèi l÷ñng
ri¶ng cõa b£n t¤i méi �iºm l  ρ(x, y) = y.

Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.24) Ta câ

Iy =

∫∫
D

x2ydxdy =

1∫
0

dx

√
1−x∫

0

x2ydy =
1

2

1∫
0

x2y2
∣∣√1−x
0

dx

=
1

2

1∫
0

x2(1− x)dx =
1

24
.

•V½ dö 2.17. T¼m momen qu¡n t½nh �èi vîi tröc Ox cõa
b£n ph¯ng D giîi h¤n bði �÷íng r = a(1+cosϕ), a>0, bi¸t
r¬ng ρ(x, y) ≡ 1.

Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.25)
Ta câ Ix =

∫∫
D

y2dxdy.

Chuyºn sang tåa �ë cüc, �°t
§
x = r cosϕ
y = r sinϕ.

Khi �â

Ix =

∫∫
D′

r2 sin2 ϕrdrdϕ =

2π∫
0

dϕ

a(1+cosϕ)∫
0

sin2 ϕr3dr

=

2π∫
0

sin2 ϕ · r
4

4

∣∣∣∣a(1+cosϕ)

0

dϕ =
a4

4

2π∫
0

sin2 ϕ(1 + cosϕ)4dϕ =
21

32
πa4.

c. Trång t¥m cõa b£n ph¯ng
Cho mët b£n ph¯ng khæng �çng ch§t chi¸m mët mi·n D trong m°t ph¯ng Oxy v  câ khèi

l÷ñng ri¶ng t¤i méi �iºm M(x, y) ∈ D l  ρ = ρ (x, y), trong �â ρ(x, y) l  mët h m li¶n töc
tr¶n D. Khi �â tåa �ë trång t¥m G cõa b£n ph¯ng �÷ñc x¡c �ành bði cæng thùc

xG =

∫∫
D

xρ(x, y)dxdy∫∫
D

ρ(x, y)dxdy
, yG =

∫∫
D

yρ(x, y)dxdy∫∫
D

ρ(x, y)dxdy
. (2.21)

N¸u b£n ph¯ng �çng ch§t th¼ ρ khæng �êi, do �â

xG =
1

S

∫∫
D

xdxdy, yG =
1

S

∫∫
D

ydxdy. (2.22)

trong �â S l  di»n t½ch cõa mi·n D.
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•V½ dö 2.18.

x
O

y

1-1

1
r = 1

H¼nh 2.26

X¡c �ành tåa �ë trong t¥m G cõa b£n ph¯ng �çng ch§t D
x¡c �ành bði: x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0.

Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.26)
Do mi·n D nhªn Oy l m tröc �èi xùng n¶n xG = 0.

Ta câ yG =
1

S

∫∫
D

ydxdy vîi S =
π

2
(di»n t½ch nûa h¼nh trán

b¡n k½nh b¬ng 1).
Do �â

yG =
2

π

1∫
−1

dx

√
1−x2∫
0

ydy =
2

π

1∫
−1

y2

2

∣∣∣∣
√

1−x2

0

dx

=
2

π

1∫
0

(1− x2)dx =
4

3π
.

Vªy tåa �ë trång t¥m G(0,
4

3π
).

•V½ dö 2.19.

X¡c �ành tåa �ë trång t¥m G cõa b£n ph¯ng �çng ch§t D giîi h¤n bði c¡c �÷íng y2 = 2x,
x = 2.

x
O

y

2

2

-2

y2 = 2x

H¼nh 2.27

Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.27)
Do mi·n D nhªn Ox l m tröc �èi xùng n¶n yG = 0.

Câ xG =
1

S

∫∫
D

xdxdy vîi:

S =

∫∫
D

dxdy =

2∫
−2

dy

2∫
y2/2

dx =

2∫
−2

x|2y2/2 dy =

2∫
−2

(2− y2

2
)dy =

16

3
.

I =

∫∫
D

xdxdy =

2∫
−2

dy

2∫
y2/2

xdx =

2∫
−2

x2

2

∣∣∣∣2
y2/2

dx =

2∫
−2

(2− y4

8
)dy =

32

5

⇒ xG =
I

S
=

6

5
. Vªy tåa �ë trång t¥m G(

6

5
, 0).

2.3. T½ch ph¥n �÷íng lo¤i hai

2.3.1. �ành ngh¾a v  t½nh ch§t

2.3.1.1. Cæng cõa mët lüc bi¸n �êi

Cho mët ch§t �iºm M di chuyºn theo mët cung ph¯ng L tø A �¸n B
d÷îi t¡c döng cõa mët lüc

−→
F =

−→
F (M) bi¸n thi¶n li¶n töc dåc theo cung÷AB. H¢y t½nh cæng W cõa lüc §y.

Chia cung ÷AB th nh n cung nhä bði c¡c �iºm A =

A0, A1, A2, . . . , An = B. Gåi ∆xi,∆yi l  c¡c th nh ph¦n cõa v²ctì
−−−−→
Ai−1Ai.



2.3 T½ch ph¥n �÷íng lo¤i hai 47

N¸u cung úAi−1Ai kh¡ nhä câ thº xem nh÷ lüc
−→
F khæng �êi tr¶n cung

�â v  b¬ng
−→
F (Mi), vîi Mi(ξi, ηi) l  mët �iºm n o �â tr¶n cung úAi−1Ai.

Xem cung úAi−1Ai x§p x¿ nh÷ d¥y cung Ai−1Ai, th¼ cæng ∆Wi cõa lüc−→
F l m cho ch§t �iºm di chuyºn tø Ai−1 �¸n Ai tr¶n L x§p x¿ b¬ng
∆Wi =

−→
F (Mi).

−−−−→
Ai−1Ai. N¸u hai th nh ph¦n cõa lüc

−→
F (M) l  P(M) v 

Q(M) th¼ ∆Wi = P (ξi, ηi).∆xi +Q(ξi, ηi).∆yi. N¸u måi cung úAi−1Ai �·u
kh¡ nhä ta câ:

W ≈
n∑
i=1

[P (ξi, ηi)∆xi +Q(ξi, ηi)∆yi]. (2.23)

Ph²p t½nh g¦n �óng n y c ng ch½nh x¡c n¸u n c ng lîn v  c¡c cungúAi−1Ai �·u c ng nhä. Do �â cæng W cõa lüc
−→
F l m cho ch§t �iºm di

chuyºn tø A �¸n B tr¶n �÷íng L l  giîi h¤n, n¸u câ, cõa têng ð v¸ ph£i
cõa (2.23) khi n→∞ sao cho max

i=1,n
∆si → 0,∆si l  chi·u d i cung úAi−1Ai.

2.3.1.2. �ành ngh¾a t½ch ph¥n �÷íng lo¤i hai

Cho hai h m sè P(x, y) v  Q(x, y) x¡c �ành tr¶n cung÷AB. Chia cung÷AB th nh n cung nhä bði c¡c �iºm A = A0, A1, A2, . . . , An = B. Gåi h¼nh
chi¸u cõa v²c tì

−−−−→
Ai−1Ai l¶n hai tröc Ox, Oy l  ∆xi,∆yi,Mi (ξi, ηi) l  mët

�iºm tòy þ tr¶n cung úAi−1Ai. N¸u khi n → ∞ sao cho max
i=1,n

∆xi → 0,

max
i=1,n

∆yi → 0, têng In =
n∑
i=1

[P (ξi, ηi)∆xi +Q(ξi, ηi)∆yi] d¦n tîi mët giîi

h¤n x¡c �ành, khæng phö thuëc c¡ch chia cung÷AB v  c¡ch chån �iºm Mi

tr¶n cung úAi−1Ai th¼ giîi h¤n �â �÷ñc gåi l  t½ch ph¥n �÷íng lo¤i hai cõa
c¡c h m sè P (x, y) v  Q(x, y) dåc theo cung ÷AB v  �÷ñc kþ hi»u l 

I =

∫
÷AB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy. (2.24)

x
O

y

A = A0 A1
Ai−1

Ai

An = B

∆xi

∆yi

H¼nh 2.28

Ng÷íi ta chùng minh �÷ñc r¬ng n¸u cung ÷AB trìn3 v 
c¡c c¡c h m sè P(x, y), Q(x, y) li¶n töc tr¶n cung ÷AB th¼
t½ch ph¥n �÷íng lo¤i hai (2.24) tçn t¤i.
∗ Chó þ: Trong t½ch ph¥n �÷íng lo¤i hai, chi·u tr¶n �÷íng
l§y t½ch ph¥n �âng vai trá quan trång. N¸u ta �êi chi·u tr¶n
�÷íng l§y t½ch ph¥n th¼ h¼nh chi¸u cõa v²ctì

−−−−→
Ai−1Ai l¶n hai

tröc Ox, Oy �êi d§u, do �â:∫
÷AB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = −
∫
÷BA

P (x, y)dx+Q(x, y)dy.

N¸u �÷íng l§y t½ch ph¥n l  mët �÷íng k½n L, ta quy ÷îc
chån chi·u d÷ìng tr¶n L l  chi·u sao cho mët ng÷íi �i dåc L

3�÷íng cong câ ph÷ìng tr¼nh tham sè

¨
x = x(t)

y = y(t)
x¡c �ành tr¶n (α, β) �÷ñc gåi l  trìn n¸u x(t) v  y(t) câ

�¤o h m v  c¡c �¤o h m �â khæng �çng thíi b¬ng khæng vîi måi t ∈ (α, β).
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theo chi·u §y s³ th§y mi·n giîi h¤n bði L g¦n m¼nh nh§t ð
v· b¶n tr¡i. Ta th÷íng kþ hi»u t½ch ph¥n �÷íng dåc theo �÷íng cong k½n L theo chi·u d÷ìng
l 
∮
L

Pdx+Qdy.

2.3.1.3. T½nh ch§t

T½ch ph¥n �÷íng lo¤i hai câ c¡c t½nh ch§t nh÷ t½ch ph¥n x¡c �ành.

2.3.2. C¡ch t½nh

Ta gi£ thi¸t r¬ng cung ÷AB l  mët cung trìn, c¡c h m P(x, y), Q(x, y) li¶n töc dåc theo
cung ÷AB.

N¸u cung ÷AB �÷ñc x¡c �ành bði ph÷ìng tr¼nh tham sè x = x(t), y = y(t), c¡c mót A, B
ùng vîi c¡c gi¡ trà t1, t2 cõa tham sè. Khi �â ta câ cæng thùc:

∫
÷AB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

t2∫
t1

[P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t)] dt (2.25)

N¸u cung÷AB �÷ñc cho bði ph÷ìng tr¼nh y = y(x), a l  ho nh �ë cõa A, b l  ho nh �ë cõa B,
ta câ:

∫
÷AB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

b∫
a

[P (x, y(x)) +Q(x, y(x))y′(x)] dx (2.26)

•V½ dö 2.20. T½nh I =
∫
L

ydx− xdy vîi

x
O

y

R-R
AB

R

H¼nh 2.29

x
O

y

a-a

b

-b

H¼nh 2.30

a) L l  nûa �÷íng trán t¥m O b¡n k½nh R n¬m trong nûa m°t
ph¯ng tr¶n tø A(R; 0) �¸n B(−R; 0).

b) L l  �÷íng ellipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1 �i theo chi·u d÷ìng.

Líi gi£i.
a) (Xem h¼nh 2.29)
Ph÷ìng tr¼nh tham sè cõa �÷íng trán t¥m O

b¡n k½nh R l 

¨
x = Rcost

y = Rsint.

Theo cæng thùc (2.25) ta câ:

I =
π∫
0

[R sin t(−R sin t)−R cos t.R cos t] dt

= −R2
π∫
0

(sin2t+ cos2t)dt = −πR2

b) (Xem h¼nh 2.30)
Ph÷ìng tr¼nh tham sè cõa elip l  :¨

x = acost

y = bsint
, 0 ≤ t < 2π,
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Chi·u t«ng cõa t ùng vîi chi·u d÷ìng cõa L, ta câ:

I =

2π∫
0

[b sin t(−a sin t)− a cos t.b cos t] dt = −ab
2π∫

0

(sin2t+ cos2t)dt = −ab
2π∫

0

dt = −2πab.

•V½ dö 2.21. T½nh I =
∫
L

(x2 − 2xy)dx+ (y2 − 2xy)dy trong �â

a) L l  �÷íng g§p khóc ABO vîi A(1; 0), B(0; 1) v  O(0; 0).
b) L l  �÷íng x+ y2 = 1 nèi tø �iºm A(0; -1) �¸n B(0; 1).
Líi gi£i.

x
O

y

1
A

1 B

H¼nh 2.31

x
O

y

1
C

1B

-1A

H¼nh 2.32

a) (Xem h¼nh 2.31)
Chia L th nh 2 �÷íng: AB câ ph÷ìng tr¼nh x + y = 1, BO câ

ph÷ìng tr¼nh x = 0.

T½nh I1 =
∫
AB

(x2 − 2xy)dx+ (y2 − 2xy)dy.

Tø x+ y = 1⇒ y = 1− x⇒ y′ = −1.

Vªy I1 =
0∫
1

�
x2 − 2x(1− x) +

�
(1− x)2 − 2x(1− x)

�
(−1)

�
dx

= −
1∫
0

(2x− 1)dx = − (x2 − x)|10 = 0.

T½nh I2 =
∫
BO

(x2 − 2xy)dx+ (y2 − 2xy)dy.

Tø x = 0⇒ dx = 0⇒ I2 =
0∫
1

y2dy = −
1∫
0

y2dy = − y3

3

∣∣∣∣1
0

= −1

3
.

Vªy I = I1 + I2 = −1

3
.

b) (Xem h¼nh 2.32)
Tø x+ y2 = 1⇒ x = 1− y2 ⇒ x′ = −2y.

Vªy:

I =

1∫
−1

��
(1− y2)

2 − 2y(1− y2)
�
· (−2y) +

(
y2 − 2y(1− y2)

)�
dy

=

1∫
−1

(−2y5 − 4y4 + 6y3 + 5y2 − 4y)dy =
26

15
.

Trong v½ dö n y n¸u ta muèn t½nh I b¬ng c¡ch �÷a v· t½ch ph¥n x¡c �ành theo x th¼ ta ph£i
chia cung ÷AB th nh 2 cung÷AC v  ÷CB, ph÷ìng tr¼nh cung÷AC l  y = −

√
1− x , cán ph÷ìng

tr¼nh cung ÷CB l  y =
√

1− x.

2.3.3. Cæng thùc Green

Cæng thùc Green cho chóng ta mèi li¶n h» giúa t½ch ph¥n �÷íng lo¤i hai dåc theo mët
�÷íng k½n L l§y theo chi·u d÷ìng v  t½ch ph¥n k²p trong mi·n D giîi h¤n bði �÷íng L.
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♦ �ành lþ 2.4. N¸u c¡c h m P(x, y), Q(x, y) v  c¡c �¤o h m ri¶ng c§p mët cõa chóng li¶n
töc trong mët mi·n D th¼ ta câ cæng thùc:

∫∫
D

�
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

�
dxdy =

∮
L

Pdx+Qdy (2.27)

trong �â L l  bi¶n cõa mi·n D, t½ch ph¥n dåc theo L l§y theo chi·u d÷ìng .
Cæng thùc (2.27) �÷ñc gåi l  cæng thùc Green.
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x
O

y

B

A

ba

y = y1(x)

y = y2(x)

N

M

D

H¼nh 2.33

x
O

y

a b

y = y1(x)

y = y2(x)

H

I

K

J

H¼nh 2.34

∆.

a) Tr÷îc h¸t gi£ sû r¬ng D l  mi·n �ìn li¶n v  måi �÷íng
th¯ng song song vîi c¡c tröc tåa �ë c­t L nhi·u nh§t t¤i hai
�iºm.Vªy mi·n D �÷ñc x¡c �ành bði:

a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x).

Theo cæng thùc t½nh t½ch ph¥n k²p ta câ:∫∫
D

∂P

∂y
dxdy =

b∫
a

dx
y2(x)∫
y1(x)

∂P

∂y
dy =

b∫
a

P (x, y)

∣∣∣∣∣
y2(x)

y1(x)

dx

=
b∫
a

P (x, y2(x))dx−
b∫
a

P (x, y1(x))dx.

Theo cæng thùc t½nh t½ch ph¥n �÷íng:
b∫
a

P (x, y2(x))dx =
∫
úAMB

P (x, y)dx,

b∫
a

P (x, y1(x))dx =
∫
úANB

P (x, y)dx = −
∫
úBNA

P (x, y)dx.

Do �â
∫∫
D

∂P

∂y
dxdy =

∫
þ�AMBNA

P (x, y)dx = −
∮
L

P (x, y)dx.

T÷ìng tü ta câ
∫∫
D

∂Q

∂x
dxdy =

∮
L

Q(x, y)dy.

Tø hai k¸t qu£ tr¶n ta �÷ñc:∫∫
D

�
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

�
dxdy =

∮
L

Pdx+Qdy.

b) B¥y gií x²t mi·n �ìn li¶n D l  mi·n câ bi¶n l  �÷íng
L gçm hai cung õIJ v  øKH câ ph÷ìng tr¼nh l¦n l÷ñt l  y =
y1(x), y = y2(x), a ≤ x ≤ b v  hai �o¤n th¯ng IH v  KJ song
song vîi Oy (H¼nh 3.36). T÷ìng tü nh÷ tr¶n ta câ:∫∫

D

∂P

∂y
dxdy =

∫
øHK

P (x, y)dx+

∫
õJI

P (x, y)dx.

Do
∫
÷IH
P (x, y)dx,

∫
÷KJ

P (x, y)dx = 0 v¼ �÷íng IH v  KJ câ ph÷ìng tr¼nh x = a, x = b⇒ dx =

0, n¶n ta câ:
∫∫
D

∂P

∂y
dxdy =

∫
øHK

Pdx+
∫
÷KJ

Pdx+
∫
õJI
Pdx+

∫
÷IH
Pdx = −

∮
L

P (x, y)dx.

T÷ìng tü ta câ
∫∫
D

∂Q

∂x
dxdy =

∮
L

Q(x, y)dy.

Tø �â cæng thùc (2.27) �÷ñc chùng minh.
c) N¸u mi·n D l  mi·n �ìn li¶n têng qu¡t hìn trong �â câ nhúng �÷íng song song vîi tröc

Oy c­t bi¶n cõa mi·n D qu¡ 2 �iºm th¼ ta chia mi·n D th nh mët sè húu h¤n mi·n nhä m 
bi¶n cõa chóng câ t½nh ch§t n¶u ð �¦u chùng minh n y. V½ dö tr¶n h¼nh 2.35 câ thº chia mi·n
D th nh 3 mi·n D1, D2, D3.
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�p döng cæng thùc (2.27) cho c£ 3 mi·n tr¶n rçi cëng l¤i, ta �÷ñc:∫∫
D

�
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

�
dxdy =

∮
L

Pdx+Qdy

v¼ têng c¡c t½ch ph¥n �÷íng cõa Pdx + Qdy tr¶n còng mët cung �÷íng cong hai l¦n theo hai
h÷îng ng÷ñc nhau b¬ng 0.

x
O

y

D3

D2

D1

H¼nh 2.35

x
O

y

H¼nh 2.36

x
O

y

1-1

1

2

H¼nh 2.37

x
O

y

-4
C

-2

2

A

B

x=-yx=y-4

H¼nh 2.38

d) Gi£ sû mi·n D l  mi·n �a li¶n. Ch¯ng h¤n bi¶n cõa nâ
gçm hai �÷íng k½n L1, L2 ríi nhau (h¼nh 2.36). Chia mi·n D
th nh 6 mi·n nhä m  bi¶n cõa chóng �·u thäa m¢n c¡c gi£
thi¸t tr¶n. �p döng cæng thùc (2.27) cho c£ 6 mi·n tr¶n rçi
cëng l¤i, ta �÷ñc∫∫

D

�
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

�
dxdy =

∮
L

Pdx+Qdy

v¼ têng c¡c t½ch ph¥n �÷íng cõa Pdx + Qdy tr¶n còng mët
cung �÷íng cong hai l¦n theo hai h÷îng ng÷ñc nhau b¬ng 0.
V¼ L gçm hai �÷íng k½n L1, L2 ríi nhau n¶n chi·u d÷ìng tr¶n
L ph£i chån theo quy ÷îc �¢ n¶u ð tr¶n, chi·u d÷ìng tr¶n
L1 l  ng÷ñc chi·u kim �çng hç, chi·u d÷ìng tr¶n L2 l  thuªn
chi·u kim �çng hç.

•V½ dö 2.22. T½nh

I =
∮
L

(xsinx+ y2)dx+ (x+ 2xy + ln(1 + y2))dy, vîi L l 

�÷íng trán x2 + y2 = 2y.
Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.37)

Ta câ : P = xsinx+ y2 ⇒ ∂P

∂y
= 2y

Q = x+ 2xy + ln(1 + y2)⇒ ∂Q

∂x
= 1 + 2y

�p döng cæng thùc Green câ:

I =

∫∫
D

�
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

�
dxdy =

∫∫
D

dxdy = S

trong �â S l  di»n t½ch mi·n D. Do D l  h¼nh trán câ b¡n
k½nh b¬ng 1 n¶n I = S = π.

•V½ dö 2.23. T½nh I =
∫

ABC

(xy + y2)dx+ (x+ y)2dy trong

�â ABC l  �÷íng g§p khóc A(0, 0), B(-2, 2), C(-4, 0).

Líi gi£i. (Xem h¼nh 2.38)
�÷íng ABC ch÷a ph£i l  �÷íng k½n nh÷ng n¸u ta bê sung

th¶m �÷íng CA th¼ s³ �÷ñc mët �÷íng k½n, khi �â:

I =

∫
ABC

(xy + y2)dx+ (x+ y)2dy
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=

∫
ABCA

(xy + y2)dx+ (x+ y)2dy−
∫
CA

(xy + y2)dx+ (x+ y)2dy

= I1− I2.

�o¤n CA câ ph÷ìng tr¼nh y = 0 ⇒ dy = 0dx, do �â
I2 = 0.

Vªy I =
∫

ABCA

(xy + y2)dx+ (x+ y)2dy

�p döng cæng thùc Green vîi

P = xy + y2 ⇒ ∂P

∂y
= x+ 2y,

Q = (x+ y)2 ⇒ ∂Q

∂x
= 2(x+ y).

Do �â I =
∫∫
D

�
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

�
dxdy =

∫∫
D

xdxdy, vîi D l  mi·n tam gi¡c ABC.

Mi·n D �÷ñc x¡c �ành bði: 0 ≤ y ≤ 2, y − 4 ≤ x ≤ −y.

Vªy I =
2∫
0

dy
−y∫
y−4

xdx =
2∫
0

x2

2

∣∣∣∣−y
y−4

dy =
1

2

2∫
0

(8y − 16)dy =
1

2
(4y2 − 16y)|20 = −8.

5 H» qu£ 2.3. (H» qu£ cõa cæng thùc Green.)

N¸u �÷íng k½n L l  bi¶n cõa mi·n D th¼ di»n t½ch S cõa mi·n D �÷ñc cho bði cæng thùc:

S =
1

2

∮
L

xdy − ydx (2.28)

Thªt vªy, ¡p döng cæng thùc Green vîi P = -y, Q = x ta câ:∮
L

xdy − ydx =

∫∫
D

�
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

�
dxdy = 2

∫∫
D

dxdy = 2S

S =
1

2

∮
L

xdy − ydx.

•V½ dö 2.24. T½nh di»n t½ch cõa mi·n giîi h¤n bði elip
x2

a2
+
y2

b2
= 1, a, b > 0.

Líi gi£i.
Ph÷ìng tr¼nh tham sè cõa elip l  x = acost, y = bsint, 0 ≤ t < 2π. Chi·u t«ng cõa t ùng

vîi chi·u d÷ìng cõa elip.

�p döng cæng thùc (2.28) ta �÷ñc:

S =
1

2

2π∫
0

[a cos t.b cos t− b sin t.(−a sin t)]dt =
1

2
ab

2π∫
0

dt = πab

.
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2.3.4. �i·u ki»n �º t½ch ph¥n �÷íng khæng phö thuëc �÷íng l§y t½ch
ph¥n

Qua c¡c v½ dö tr¶n ta th§y r¬ng t½ch ph¥n �÷íng
∫
÷AB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy khæng nhúng

phö thuëc v o 2 �¦u mót A, B m  cán phö thuëc v o �÷íng ÷AB. B¥y gií ta x²t xem vîi �i·u
ki»n n o th¼ t½ch ph¥n �÷íng �â ch¿ phö thuëc v o hai mót A, B m  khæng phö thuëc v o
�÷íng l§y t½ch ph¥n. Ta câ �ành lþ sau:

♦ �ành lþ 2.5. Gi£ sû hai h m P(x, y), Q(x, y) li¶n töc còng vîi c¡c �¤o h m ri¶ng c§p mët
cõa chóng trong mët mi·n �ìn li¶n D n o �â. Khi �â 4 m»nh �· sau �¥y l  t÷ìng �÷ìng vîi
nhau:

1)
∂Q

∂x
=
∂P

∂y
,∀(x, y) ∈ D;

2)
∮
L

Pdx+Qdy = 0 dåc theo måi �÷íng k½n L n¬m trong D;

3)
∫
÷AB

Pdx+Qdy, trong �â÷AB l  mët cung b§t ký n¬m trong D, ch¿ phö thuëc hai mót A,

B m  khæng phö thuëc �÷íng �i tø A �¸n B;

4) Biºu thùc Pdx + Qdy l  vi ph¥n to n ph¦n cõa mët h m sè u(x, y) n o �â trong mi·n
D.

D1D

L

H¼nh 2.39

D

B

A

N

M

H¼nh 2.40

∆.Ta s³ chùng minh �ành lþ theo sì �ç sau 1) ⇒ 2) ⇒
3)⇒ 4)⇒ 1).

a) 1)⇒ 2) (Xem h¼nh 2.39) Gi£ sû L l  mët �÷íng k½n b§t
ký n¬m trong D. GåiD1 l  mi·n giîi h¤n bði L. �p döng cæng

thùc Green ta câ:
∮
L

Pdx+Qdy =
∫∫
D1

�
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

�
dxdy = 0

v¼ theo gi£ thi¸t 1) ta câ
∂Q

∂x
=
∂P

∂y
∀(x, y) ∈ D1 ⊂ D.

b) 2) ⇒ 3) Gi£ sû úAMB v  ùANB l  hai �÷íng b§t ký
nèi A vîi B (hai �÷íng n y �·u n¬m trong D) (h¼nh 2.40).

Theo gi£ thi¸t 2) ta câ:
∫
þ�AMBNA

Pdx+Qdy = 0 hay∫
úAMB

Pdx+Qdy+
∫
úBNA

Pdx+Qdy = 0⇒
∫
úAMB

Pdx+Qdy =

−
∫
úBNA

Pdx+Qdy =
∫
úANB

Pdx+Qdy.

Vªy
∫
÷AB

Pdx+Qdy ch¿ phö thuëc v o hai mót A, B m 

khæng phö thuëc �÷íng �i tø A �¸n B.
c) 3)⇒ 4) Gi£ sû A(x0, y0) l  mët �iºm cè �ành trong D,

M(x, y) l  �iºm ch¤y trong D. X²t h m sè:

u(x, y) =

∫
øAM

Pdx+Qdy + C, C l  h¬ng sè. (2.29)

H m sè tr¶n ho n to n x¡c �ành v¼ t½ch ph¥n ð v¸ ph£i
khæng phö thuëc �÷íng l§y t½ch ph¥n. L§y �iºm M1(x +
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h, y) ∈ D vîi h câ gi¡ trà tuy»t �èi kh¡ nhä ta câ:

∂u

∂x
(x, y) = lim

h→0

u(x+ h, y)− u(x, y)

h
= lim

h→0

1

h
[

∫
ùAM1

Pdx+Qdy −
∫
øAM

Pdx+Qdy ] .

Chån øAM1 gçm cung øAM v  �o¤n th¯ng MM1 song song vîi tröc Ox (h¼nh 2.41) ta �÷ñc:

∂u

∂x
(x, y) = lim

h→0

1

h

∫
MM1

Pdx+Qdy = lim
h→0

1

h

x+h∫
x

P (ξ, y)dξ.

Theo �ành lþ v· gi¡ trà trung b¼nh �èi vîi t½ch ph¥n x¡c �ành ta câ:

x+h∫
x

P (ξ, y)dξ = P (x̄, y).h, vîi x̄ = x+ θ.h, 0 < θ < 1.

x
O

y

xi

yi

x x+ h

y MM1

H¼nh 2.41

Khi h→ 0 th¼ x→ x do �â P (x̄, y)→ P (x, y).

Vªy
∂u

∂x
(x, y) = lim

h→0
P (x̄, y) = P (x, y).

T÷ìng tü nh÷ vªy câ thº chùng minh �÷ñc r¬ng
∂u

∂y
(x, y) = Q(x, y).

Do �â Pdx+Qdy l  vi ph¥n to n ph¦n cõa h m sè u(x,
y) cho bði cæng thùc (2.29).

d) 4) ⇒ 1) Gi£ sû Pdx + Qdy l  vi ph¥n to n ph¦n cõa
h m sè u(x, y) n o �â. Khi �â

P =
∂u

∂x
,Q =

∂u

∂y
⇒ ∂P

∂y
=

∂2u

∂y∂x
,
∂Q

∂x
=

∂2u

∂x∂y
.

C¡c h m sè tr¶n li¶n töc tr¶n D, n¶n theo �ành lþ Schwarz

ta câ
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
,∀(x, y) ∈ D.

5 H» qu£ 2.4. N¸u Pdx + Qdy l  vi ph¥n to n ph¦n cõa h m sè u(x,y) th¼:∫
÷AB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = u(B)− u(A) (2.30)

dåc theo måi �÷íng cong ÷AB n¬m trong mi·n D.

5 H» qu£ 2.5. N¸u D l  to n bë R2 th¼ Pdx + Qdy l  vi ph¥n to n ph¦n cõa h m u(x,y)
cho bði cæng thùc:

u(x, y) =

x∫
x0

P (x, y0)dx+

y∫
y0

P (x, y)dy + C (2.31)

ho°c:

u(x, y) =

x∫
x0

P (x, y)dx+

y∫
y0

P (x0, y)dy + C (2.32)
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x
O

y

x0

y0

x

y

A N

L M

H¼nh 2.42

vîi Mo(xo, yo) l  �iºm tòy chån trong D. Thªt vªy v¼
t½ch ph¥n u(x, y) =

∫
øAM

Pdx+Qdy+C khæng phö thuëc v o

�÷íng l§y t½ch ph¥n n¶n n¸u chån øAM l  �÷íng g§p khóc
ANM (h¼nh 2.42) th¼ ta �÷ñc cæng thùc (2.31), cán n¸u chån
�÷íng l§y t½ch ph¥n l  �÷íng g§p khóc ALM th¼ ta �÷ñc cæng
thùc (2.32).

•V½ dö 2.25. Chùng minh r¬ng biºu thùc:

ex−y.(1 + x + y)dx + ex−y.(1 − x − y)dy l  vi ph¥n to n
ph¦n cõa mët h m sè u(x, y) n o �â.T¼m h m u(x, y).

Líi gi£i.

Ta câ P = ex−y.(1 + x+ y)⇒ ∂P

∂y
= −ex−y(x+ y)

Q = ex−y.(1− x− y)⇒ ∂Q

∂x
= −ex−y(x+ y).

Vªy
∂Q

∂x
=
∂P

∂y
, ∀(x, y) ∈ R2. Do �â Pdx + Qdy l  vi ph¥n to n ph¦n cõa mët h m sè u(x,

y) n o �â x¡c �ành tr¶n to n R2. �p döng cæng thùc (2.31) vîi x0 = y0 = 0 ta �÷ñc:

u(x, y) =

x∫
0

ex(1 + x)dx+

y∫
0

ex−y(1− x− y)dy + C

= ex (1 + x)|x0 −
x∫

0

exdx− ex−y (1− x− y)|y0 −
y∫

0

ex−ydy + C

= ex (1 + x)|x0 − ex|x0 − e
x−y (1− x− y)|y0 + ex−y

∣∣y
0

+ C = ex−y(x+ y) + C.

2.3.5. Tr÷íng hñp �÷íng l§y t½ch ph¥n l  mët �÷íng trong khæng
gian

N¸u ÷AB l  mët cung trong khæng gian, P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) l  ba h m sè x¡c
�ành tr¶n cung ÷AB, ng÷íi ta �ành ngh¾a t½ch ph¥n �÷íng lo¤i hai:

I =

∫
÷AB

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz

t÷ìng tü nh÷ t½ch ph¥n �÷íng lo¤i hai trong m°t ph¯ng. N¸u cung ÷AB �÷ñc cho bði ph÷ìng
tr¼nh tham sè x = x(t), y = y(t), z = z(t), c¡c mót A, B ùng vîi c¡c gi¡ trà t1, t2 cõa tham sè
th¼ ta câ cæng thùc:

I =

t2∫
t1

[P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t))y′(t) +R(x(t), y(t), z(t))z′(t)] dt. (2.33)

•V½ dö 2.26. T½nh I =
∫
AB

(x+ y)dx+ (x+ z)dy + (y + z)dz dåc theo �o¤n th¯ng AB tø �iºm

A(1;1;3) �¸n �iºm B(3;2;1).
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Líi gi£i. Ph÷ìng tr¼nh tham sè cõa �o¤n th¯ng AB l : x = 1 + 2t, y = 1 + t, z = 3− 2t

�iºm A ùng vîi t = 0, �iºm B ùng vîi t = 1. Câ x′(t) = 2, y′(t) = 1, z′(t) = −2. Do �â:

I =

1∫
0

[(1 + 2t+ 1 + t).2 + (1 + 2t+ 3− 2t).1 + (1 + t+ 3− 2t).(−2)]dt =

1∫
0

8tdt = 4.
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B i tªp ch÷ìng 2

B i 2.1. �êi thù tü t½ch ph¥n trong c¡c t½ch ph¥n sau:

a)
2∫
−2

dx.
4∫
x2
f(x, y)dy;

b)
3∫
1

dy
2y∫
0

f(x, y)dx;

c)
2∫
1

dx

√
4x−x2∫
0

f(x, y)dy.

�¡p sè:

a)
4∫
0

dy

√
y∫

−√y
f(x, y)dx;

b)
2∫
0

dx
3∫
1

f(x, y)dy +
6∫
2

dx
3∫
x

2

f(x, y)dy;

c)

√
3∫

0

dy
2∫
1

f(x, y)dx+
2∫
√

3

dy
2∫

2−
√

4−y2
f(x, y)dx.

B i 2.2. T½nh c¡c t½ch ph¥n k²p:

a) I =
∫∫
D

dxdy

(x+ y)3
, D l  mi·n giîi h¤n bði x ≥ 1, y ≥ 1, x + y ≤ 3;

b) I =
∫∫
D

x2(y − x)dxdy, D l  mi·n giîi h¤n bði �÷íng y = x2 v  x = y2;

c) I =
∫∫
D

x2(y − x)dxdy, D l  mi·n giîi h¤n bði �÷íng y = x2 v  3x + y = 4;

d) I =
∫∫
D

|x+ y| dxdy, D l  mi·n �÷ñc x¡c �ành bði |x|≤ 1 v  |y| ≤ 1;

e) I =
∫∫
D

(x− y)dxdy, D l  mi·n giîi h¤n bði �÷íng y = 2 - x2 v  y = 2x - 1;

f) I =
∫∫
D

exdxdy, D l  mi·n giîi h¤n bði �÷íng x = 0, y = 2, y = ex;

g) I =
∫∫
D

(x+ y)3(x− y)2dxdy, D l  mi·n giîi h¤n bði �÷íng:

x + y = 1, x � y =1, x + y = 3, x � y = -1;
h) I =

∫∫
D

(x− y)dxdy, D l  mi·n giîi h¤n bði

y = x + 1, y = x - 3, y = −1

3
x+

7

9
, y = −1

3
x+ 5;

i) I =
∫∫
D

(x2 + y2 + 1)dxdy, D l  mi·n giîi h¤n bði �÷íng x2 + y2 � x = 0;

j) I =
∫∫
D

√
x2 + y2dxdy, D l  mi·n �÷ñc giîi h¤n bði c¡c �÷íng trán x2 + y2 = a2, x2 + y2 =

4a2, a > 0;
k) I =

∫∫
D

(x+ 2y + 1)dxdy, D l  giao cõa hai h¼nh trán x2 + y2 ≤ 2y v  x2 + y2 ≤ 2x;

l) I =
∫∫
D

√
4− x2 − y2dxdy, D l  mi·n x¡c �ành bði x2 + y2 -2x ≤ 0, y ≥ 0;

m) I =
∫∫
D

y2

x2
dxdy, D l  mi·n 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2x;

n) I =
∫∫
D

É
1− x2

a2
− y2

b2
dxdy, D l  mi·n giîi h¤n bði �÷íng

x2

a2
+
y2

b2
= 1 , a > 0, b > 0;

o) I =
∫∫
D

xydxdy, D l  mi·n (x - 2)2 + y2 ≤ 1 v  y ≥ 0.
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�¡p sè:

a)
1

36
;

b) − 1

504
;

c)
36875

42
;

d)
8

3
;

e)
64

15
;

f)
1

2
;

g)
20

3
(�êi bi¸n

x + y = u; x � y =v);

h)
38

3
;

i)
11π

32
;

j)
14πa3

3
;

k)
5

2
(
π

2
− 1);

l)
8

3
(
π

2
− 2

3
);

m) π − 3
√

3

2
;

n)
2

3
πab;

o)
4

3
.

B i 2.3. T½nh di»n t½ch h¼nh ph¯ng giîi h¤n bði c¡c �÷íng:
a) x = 4y � y2, x + y = 6;
b) y2 = x3, y2 = 8(6-x)3;
c) y = 2x, y = −x

2
, y = 4;

d) xy =1, xy = 8, y2 = x, y2 = 8x.
�¡p sè:
a)

1

6
;

b)
192

5
;

c)
97

4
− 7

2 ln 2
;

d) 7ln2.
B i 2.4.
a) T½nh di»n t½ch cõa ph¦n m°t nân z2 = x2 + y2, z ≥ 0, n¬m ð trong m°t trö x2 + y2 = 1;

b) T½nh di»n t½ch cõa ph¦n m°t z =
x2

a
+
y2

b
(a > 0, b > 0) n¬m ð trong m°t trö

x2

a2
+
y2

b2
= 1;

c) T½nh di»n t½ch cõa ph¦n m°t c¦u x2 + y2 + z2 = a2 n¬m trong m°t trö
(x2 + y2)2 = a2 .(x2 � y2) (a > 0);

d) T½nh di»n t½ch cõa ph¦n m°t c¦u x2 + y2 + z2 = 9 n¬m trong m°t trö
x2

9
+
y2

4
= 1.

�¡p sè:
a) π
√

2;

b)
πab

6
(5
√

5− 1);

c) 8a2(
π

4
+ 1−

√
2);

d) 36(π − 2arctan

√
5

2
).

B i 2.5. X¡c �ành trång t¥m cõa c¡c b£n ph¯ng �çng ch§t giîi h¤n bði c¡c �÷íng:
a) y2 = 4x + 4, y2 = -2x + 4;

b)
x2

25
+
y2

9
= 1,

x

5
+
y

3
= 1 v  n¬m trong mi·n

x

5
+
y

3
≥ 1;

c) y2 = x, x2 = y;
d) y =

√
2x− x2, y = 0;

e) r = a(1 + cosϕ), ( a > 0 ).
�¡p sè:
a) (

2

5
, 0);
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b) (
10

3(π − 2)
,

2

π − 2
);

c) (
9

20
,

9

20
);

d) (1,
4

3π
);

e) (
5a

6
, 0).

B i 2.6. T½nh c¡c t½ch ph¥n �÷íng:
a)

∫
ABC

(x− y)2dx+ (x+ y)2dy, ABC l  �÷íng g§p khóc A(0, 0), B(2, 2), C(4, 0);

b)
∫
L

ydx− (y+ x2)dy, L l  cung parabon y = 2x � x2 n¬m ð tr¶n tröc Ox theo chi·u kim �çng

hç;
c)
∫
÷AB

(x2 − 2xy)dx+ (2xy + y2)dy, öAB l  cung x2 + y2 = 2x, x ≥ 1, A(1, 1), B(1, -1).

�¡p sè:
a)
−32

3
;

b) 4;
c) −(π + 2).
B i 2.7. T½nh

∫
÷AB

(xy − 1)dx+ x2ydy, A(1, 0), B(0, 2) theo �÷íng

a) 2x + y = 2;
b) 4x + y2 = 4;

c) x2 +
y2

4
= 1 theo chi·u d÷ìng.

�¡p sè:
a) 1;

b)
17

15
;

c)
4

3
.

B i 2.8. T½nh c¡c t½ch ph¥n �÷íng
a)
∮
L

xy
[
−(x+

y

2
)dx+ (

x

2
+ y)dy

]
, L l  bi¶n cõa tam gi¡c ABC, A(-1, 0), B(1, -2), C(1, 2);

b)
∫

OAB

2(x2 + y2)dx+ (4y + 3)xdy, OAB l  �÷íng g§p khóc O(0, 0), A(1, 1), B(0, 2);

c)
∮
L

(xy + x+ y)dx+ (xy + x− y)dy, L l  �÷íng x2 + y2 = ax (a >0);

d)
∮
L

x3(y +
x

4
)dy − y3(x+

y

4
)dx, L l  �÷íng x2 + y2 = 2x.

�¡p sè:
a) 4;
b) 3;

c) −πa
3

8
;

d)
5π

2
.

B i 2.9. T½ch ph¥n �÷íng
∫
L

(1− y2

x2
cos

y

x
)dx+ (sin

y

x
+
y

x
cos

y

x
)dy câ phö thuëc v o �÷íng l§y

t½ch ph¥n khæng? T½nh t½ch ph¥n §y tø A(1, π) �¸n B(2, π) theo mët cung khæng c­t Oy.
�¡p sè:
Khæng n¸u �÷íng l§y t½ch ph¥n L khæng c­t Oy; 1 + π.

B i 2.10. T½ch ph¥n �÷íng
∫
L

x2 + y2

xy

�
3x2 − y2

x
dx+

3y2 − x2

y
dy

�
câ phö thuëc v o �÷íng
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l§y t½ch ph¥n khæng? T½nh t½ch ph¥n §y theo cung L = ÷AB x¡c �ành bði x = t + cos2t, y = 1
+ sin2t,0 ≤ t ≤ π

2
.

�¡p sè:

Khæng n¸u �÷íng l§y t½ch ph¥n L khæng c­t c¡c tröc tåa �ë;
(π2 + 16)2

16π
− 4.

B i 2.11. Chùng minh r¬ng c¡c biºu thùc Pdx + Qdy sau �¥y l  vi ph¥n to n ph¦n cõa mët
h m sè u(x, y) n o �â. T¼m u:
a) (x2 � 2xy2 + 3)dx + (y2 � 2x2y + 3)dy;
b) (2x � 3xy2 + 2y)dx + (2x � 3x2y + 2y)dy;
c) [ex+y + cos(x− y)] dx+ [ex+y − cos(x− y) + 2]dy;
d) ex [ey(x− y + 2) + y] dx+ ex [ey(x− y) + 1] dy;

e)
xdx

x2 + y2
+

1− x2 − y2

x2 + y2
ydy.

�¡p sè:
a)

1

3
x3 − x2y2 + 3x+

1

3
y3 + 3y + C;

b) x2 + y2 − 3

2
x2y2 + 2xy + C;

c) ex+y + sin(x - y) + 2y + C;
d) ex [y + ey(x− y + 1)] + C;

e)
1

2
ln(x2 + y2)− y2

2
+ C.

B i 2.12. T¼m m �º biºu thùc
(x− y)dx+ (x+ y)dy

(x2 + y2)m
l  vi ph¥n to n ph¦n cõa mët h m sè

u(x, y) n o �â. T¼m u.
�¡p sè:
m = 1; u =

1

2
ln(x2 + y2) + arctan

y

x
+ C.

B i 2.13. T¼m a, b �º biºu thùc
(ax2 + 2xy + y2)dx− (x2 + 2xy + by2)dy

(x2 + y2)2
l  vi ph¥n to n

ph¦n cõa mët h m sè u(x, y) n o �â. T¼m u.
�¡p sè:
a = b = -1; u =

x− y
x2 + y2

+ C.

B i 2.14. T¼m α, β �º t½ch ph¥n �÷íng
∫
L

y(1− x2 + αy2)dx+ x(1− y2 + βx2)dy

(1 + x2 + y2)2
khæng phö

thuëc �÷íng l§y t½ch ph¥n. T½nh t½ch ph¥n §y tø �iºm A(0, 0) �¸n �iºm B(a, b) ùng vîi c¡c
gi¡ trà α, β �¢ t¼m �÷ñc.
�¡p sè:
α = β = 1, I =

ab

1 + a2 + b2
.

B i 2.15. T½nh
∮
L

xdx+ ydy

(x2 + y2 + 1)2
, L l  �÷íng elip

x2

a2
+
y2

b2
= 1, a > 0, b > 0.

�¡p sè:

0; biºu thùc d÷îi d§u t½ch ph¥n l 
1

2

d(x2 + y2 + 1)

(x2 + y2 + 1)2
.
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Ch÷ìng 3

PH×ÌNG TR�NH VI PH�N

Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n l  ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0 trong �â x l  bi¸n
�ëc lªp, y = y(x) l  h m ph£i t¼m, y′, y′′, ..., y(n) l  c¡c �¤o h m cõa nâ.

C§p cao nh§t cõa �¤o h m cõa y câ m°t trong ph÷ìng tr¼nh gåi l  c§p cõa ph÷ìng tr¼nh
vi ph¥n. V½ dö y′ + 2xy − y = sinx l  ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p mët; y′′ + 4y = ex l  ph÷ìng
tr¼nh vi ph¥n c§p hai.

Nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n l  måi h m sè thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh, tùc l  måi h m
sè sao cho khi th¸ nâ v o ph÷ìng tr¼nh ta �÷ñc mët �çng nh§t thùc. V½ dö c¡c h m sè
y = C1cos2x + C2 sin 2x trong �â C1, C2 l  c¡c h¬ng sè tòy þ �·u l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh
y′′+ 4y = 0. Cho C1, C2 nhúng gi¡ trà kh¡c nhau ta �÷ñc nhúng nghi»m kh¡c nhau cõa ph÷ìng
tr¼nh. V¼ vªy ph÷ìng tr¼nh tr¶n câ væ sè nghi»m.

Gi£i ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n l  t¼m t§t c£ c¡c nghi»m cõa nâ. V· m°t h¼nh håc nghi»m cõa
ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n x¡c �ành mët �÷íng gåi l  �÷íng t½ch ph¥n cõa ph÷ìng tr¼nh. Gi£i ph÷ìng
tr¼nh vi ph¥n l  t¼m t§t c£ c¡c �÷íng t½ch ph¥n cõa nâ, c¡c �÷íng §y �÷ñc x¡c �ành bði ph÷ìng
tr¼nh y = f(x) ho°c ph÷ìng tr¼nh Φ(x, y) = 0 ho°c ph÷ìng tr¼nh tham sè x = x(t), y = y(t).

Trong b i gi£ng n y ta ch¿ x²t ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p mët v  c§p hai.

3.1. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 1

3.1.1. �¤i c÷ìng v· ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 1

3.1.1.1. �ành ngh¾a

L  ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng
F (x, y, y′) = 0 (3.1)

hay
y′ = f(x, y). (3.2)

Trong �â y l  h m ph£i t¼m, y′ l  �¤o h m c§p 1, x l  bi¸n �ëc lªp. Bi¸n �ëc lªp v  h m
ph£i t¼m câ thº khæng câ m°t nh÷ng b­t buëc ph£i câ m°t �¤o h m c§p mët y′.

3.1.1.2. �ành lþ (Sü tçn t¤i v  duy nh§t nghi»m)

Cho ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p mët y′ = f(x, y). Gi£ sû f(x, y) li¶n töc trong mi·n D n o
�â cõa m°t ph¯ng Oxy v  (x0, y0) ∈ D . Khi �â trong mët l¥n cªn n o �â cõa �iºm x = x0 tçn
t¤i ½t nh§t mët nghi»m y = y(x) cõa ph÷ìng tr¼nh (3.2), nghi»m �â l§y gi¡ trà y0 khi x = x0.
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N¸u
∂f

∂y
(x, y) li¶n töc trong mi·n D th¼ nghi»m �â l  duy nh§t.

�i·u ki»n y|x=x0
= y0 gåi l  �i·u ki»n �¦u. B i to¡n t¼m nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.2)

tho£ m¢n �i·u ki»n �¦u gåi l  b i to¡n Cauchy.

3.1.1.3. Nghi»m têng qu¡t, nghi»m ri¶ng, t½ch ph¥n têng qu¡t, t½ch ph¥n ri¶ng

- Nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p mët l  h m sè y = ϕ(x,C), trong �â C
l  h¬ng sè tòy þ thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n.

- Nghi»m nhªn �÷ñc tø nghi»m têng qu¡t b¬ng c¡ch cho C = C0 sao cho y = ϕ(x,C0) tho£
m¢n �i·u ki»n �¦u y|x=x0

= y0 gåi l  nghi»m ri¶ng.

- Khi nghi»m têng qu¡t �÷ñc cho d÷îi d¤ng ©n th¼ �÷ñc gåi l  t½ch ph¥n têng qu¡t, kþ hi»u
l  φ(x, y, C) = 0 . Cho C mët gi¡ trà cö thº C = C0 sao cho φ(x, y, C0) = 0 tho£ m¢n �i·u
ki»n �¦u y|x=x0

= y0 th¼ φ(x, y, C0) = 0 �÷ñc gåi l  t½ch ph¥n ri¶ng.

3.1.2. Ph÷ìng tr¼nh khuy¸t

3.1.2.1. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 1 khuy¸t y

Ph÷ìng tr¼nh vi c§p mët khuy¸t y l  ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng:

F (x, y′) = 0. (3.3)

Tr÷íng hñp 1: Gi£i �÷ñc y′ = f(x)⇒ y =
∫
f(x)dx = F (x) + C.

•V½ dö 3.1. Gi£i ph÷ìng tr¼nh y′ − cosx = 0⇒ y =
∫
cosxdx = sinx+ C.

Tr÷íng hñp 2: Gi£i �÷ñc x = f(y′). Tham sè hâa y′ b¬ng c¡ch �°t y′ = p, p l  tham sè.
Khi �â x = f(p) v  dx = f ′(p)dp.
M°t kh¡c dy = y′dx = p.f ′(p)dp n¶n y =

∫
pf ′(p)dp.

Vªy t½ch ph¥n têng qu¡t l 
§
x = f(p)
y =

∫
pf ′(p)dp.

•V½ dö 3.2. Gi£i ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n x = siny′ + cosy′.

Líi gi£i. �°t y′ = p ta �÷ñc x = sinp+ cosp. Do �â dx = (cosp− sinp)dp.
Ta câ dy = y′dx = p(cosp− sinp)dp.
⇒ y =

∫
p(cos p− sin p)dp hay y = p(sinp+ cosp) + cosp− sinp+ C.

Vªy nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh l 
§
x = sin p+ cos p
y = (p− 1) sin p+ (p+ 1) cos p+ C.

Tr÷íng hñp 3: Câ thº gi£i ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p mët khuy¸t y b¬ng c¡ch tham sè hâa
c£ x v  y′.
�°t x = f(t), y′ = g(t). Ta câ dy =y′ dx = g(t)f ′ (t)dt ⇒ y =

∫
g(t)f ′(t)dt.

Vªy nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh l 
§
x = f(t)
y =

∫
g(t)f ′(t)dt.

•V½ dö 3.3. Gi£i ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n x2 + y′2 = 1.
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Líi gi£i. �°t x = sin t, y′ = cos t.
Khi �â dy = cos t dx = cos t. cos t dt.

⇒ y =
∫ 1 + cos2t

2
dt =

1

2
t+

1

4
sin 2t+ C (C: const).

Vªy nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh l 

{
x = sin t

y =
1

2
t+

1

4
sin 2t+ C.

3.1.2.2. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 1 khuy¸t x

Ph÷ìng tr¼nh vi c§p mët khuy¸t x l  ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng:

F (y, y′) = 0. (3.4)

Tr÷íng hñp 1: Gi£i ra �÷ñc y = ϕ(y′). Tham sè hâa y′ b¬ng c¡ch �°t y′ = p.
Ta câ y = ϕ(p) v  dy = ϕ′(p)dp. M°t kh¡c dy = y′.dx = p.dx n¶n:

dx =
ϕ′(p)

p
dp⇒ x =

∫
ϕ′(p)

p
dp.

Vªy nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh l 

¨
x =

∫ ϕ′(p)
p
dp

y = ϕ(p).

•V½ dö 3.4. Gi£i ph÷ìng tr¼nh y =
(y′)2

ey′
.

Líi gi£i. �°t y′ = p ta câ y =
p2

ep
v  dy = (2pe−p − p2e−p)dp.

M°t kh¡c dy = y′dx = pdx n¶n dx =
2pe−p − p2e−p

p
dp n¶n

⇒ x =
∫

(2e−p − pe−p)dp
⇒ x = −2e−p + pe−p + e−p + C = (p− 1)e−p + C.

Vªy nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh l 

 x = (p− 1)e−p + C

y =
p2

ep
.

Tr÷íng hñp 2: Gi£i �÷ñc y′ = f(y) ⇒ dy

dx
= f(y) ⇒ dx =

dy

f(y)
hay x =

∫ dy

f(y)
= F (y)+C.

•V½ dö 3.5. T¼m t½ch ph¥n ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh y′ =
−
√

1− y2

y
tho£ m¢n y|

x=
1√
2

=

1√
2
.

Líi gi£i. Ph÷ìng tr¼nh vi¸t l¤i �÷ñc
dy

dx
= −

√
1− y2

y
⇒ dx = − ydy√

1− y2

⇒ x = −
∫ ydy√

1− y2
hay x =

√
1− y2 + C.

Thay x =
1√
2
, y =

1√
2
ta câ C = 0. Vªy t½ch ph¥n ri¶ng l  x =

√
1− y2.
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Tr÷íng hñp 3: Câ thº gi£i ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 1 khuy¸t x b¬ng c¡ch tham sè hâa c£
y v  y′.
�°t y = f(t), y′ = g(t).

Ta câ dy = f ′(t)dt = g(t)dx ⇒ dx =
f ′(t)

g(t)
dt hay x =

∫ f ′(t)
g(t)

dt = G(t) + C.

Vªy nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh l 
§
x = G(t) + C
y = f(t).

•V½ dö 3.6. Gi£i ph÷ìng tr¼nh y2 + y′2 = 1.

Líi gi£i. �°t y = sin t, y′ = cos t . V¼ y′ =
dy

dx
n¶n dy = cos tdt = cos tdx.

Câ 2 tr÷íng hñp:
- N¸u cos t 6= 0 th¼ dt = dx, t = x+ C ⇒ y = sin(x+ C) l  nghi»m têng qu¡t.
- N¸u cos t = 0 ta câ t = (2k + 1)

π

2
⇒ y = ±1. Hai nghi»m n y khæng n¬m trong hå

nghi»m têng qu¡t l  hai nghi»m ký dà.

∗ Chó þ:
1. C¡c h¬ng sè trong cæng thùc nghi»m câ thº chån th½ch hñp �º cæng thùc nghi»m gån, �µp.
2. Khi gi£i ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n ta câ thº xem y l  h m cõa x v  ng÷ñc l¤i câ thº xem x l 
h m cõa y.

3.1.3. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p mët câ bi¸n sè ph¥n ly(Ph÷ìng tr¼nh
vi ph¥n c§p mët t¡ch bi¸n )

3.1.3.1. �ành ngh¾a

L  ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng:
f1(x)dx+ f2(y)dy = 0 (3.5)

trong �â f1(x) l  h m sè cõa bi¸n �ëc lªp x, f2(y) l  h m sè cõa bi¸n �ëc lªp y.

3.1.3.2. C¡ch gi£i

L§y t½ch ph¥n hai v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh �÷ñc nghi»m têng qu¡t cho d÷îi d¤ng t½ch ph¥n
têng qu¡t

∫
f1(x)dx+

∫
f2(y)dy = C.

•V½ dö 3.7. Cho ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n
x

x2 + 2
dx+

2y

1 + y2
dy = 0

a) Gi£i ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n tr¶n.
b) T¼m nghi»m thäa m¢n �i·u ki»n y(0) = 0.

Líi gi£i.
a) L§y t½ch ph¥n 2 v¸ ta �÷ñc∫

x

x2 + 2
dx+

∫
2y

1 + y2
dy = lnC ⇒ 1

2
ln(x2 + 2) + ln(1 + y2) = lnC

hay ln(1 + y2)
√
x2 + 2 = lnC.

Vªy (1 + y2)
√
x2 + 2 = C ⇒ y = ±

Ê
C√
x2 + 2

− 1.
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b) Vîi �i·u ki»n y(0) = 0 ta �÷ñc C =
√

2.

Vªy nghi»m ri¶ng l  y = ±
ÊÉ

2

x2 + 2
− 1.

3.1.3.3. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 1 câ thº �÷a �÷ñc v· d¤ng câ bi¸n sè ph¥n ly

a. �ành ngh¾a. L  ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng:

M1(x)N1(y)dx+M2(x)N2(y)dy = 0. (3.6)

b. C¡ch gi£i.
+ N¸u N1(y).M2(x) 6= 0, chia c£ 2 v¸ cõa (3.6) cho N1(y).M2(x) ta �÷ñc:

M1(x)

M2(x)
dx+

N2(y)

N1(y)
dy = 0.

L§y t½ch ph¥n 2 v¸ ta �÷ñc ∫
M1(x)

M2(x)
dx+

∫
N2(y)

N1(y)
dy = C.

+ Gi£i ph÷ìng tr¼nh N1(y).M2(x) = 0 ↔ N1(y) = 0 ho°c M2(x) = 0.

N¸u coi x l  bi¸n ch¿ �èi, y l  bi¸n ch¿ h m th¼ ta ch¿ c¦n gi£i ph÷ìng tr¼nh N1(y) = 0.
Gi£ sû y = y0 l  nghi»m, thay trüc ti¸p v o (3.6) th¼ �â công l  nghi»m.
N¸u coi y l  bi¸n ch¿ �èi, x l  bi¸n ch¿ h m th¼ ta ch¿ c¦n gi£i ph÷ìng tr¼nh M2(x) = 0.
Gi£ sû x = x0 l  nghi»m, thay trüc ti¸p v o (3.6) th¼ �â công l  nghi»m.

•V½ dö 3.8. T¼m t½ch ph¥n têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh x(1 + y2)dx+ y(1 + x2)dy = 0.

Líi gi£i. Chia c£ 2 v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh cho (1+x2)(1+y2) ta �÷ñc
x

1 + x2
dx+

y

1 + y2
dy = 0.

T½ch ph¥n têng qu¡t
∫ x

1 + x2
dx+

∫ ydy

1 + y2
= ln |C|

Hay
1

2
ln(1 + x2) +

1

2
ln(1 + y2) = ln |C| .

Vªy t½ch ph¥n têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  (1+x2) (1+y2) = C2.

•V½ dö 3.9. Gi£i ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n bi¸t
§

(1 + e2x)y2dy = exdx
y|x=0 = 0.

Líi gi£i. Chia c£ 2 v¸ cho 1+e2x ta câ y2dy =
ex

1 + e2x
dx

⇒
∫
y2dy =

∫ ex

1 + e2x
dx hay

y3

3
= arctanex + C

Vîi y|x=0 = 0 ⇒ C = −π
4

hay
y3

3
= arctanex − π

4
.

Vªy nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh l  y = 3

É
3arctanex − 3π

4
.
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3.1.4. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n �¯ng c§p c§p 1 (Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n
thu¦n nh§t c§p 1)

3.1.4.1. �ành ngh¾a

L  ph÷ìng tr¼nh câ thº �÷a �÷ñc v· d¤ng:

y′ = φ
(y
x

)
. (3.7)

3.1.4.2. C¡ch gi£i

�°t u =
y

x
hay y = ux⇒ y′ = u′x+ u. Thay v o ph÷ìng tr¼nh (3.7) ta câ:

u′ · x+ u = φ(u) hay u′ · x = φ(u)− u.

- N¸u φ(u)−u 6= 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh �÷a �÷ñc v· d¤ng câ bi¸n sè ph¥n ly
du

φ(u)− u
=
dx

x
v 

t½ch ph¥n têng qu¡t l  ln |x| =
∫ du

φ(u)− u
= Φ(u)+ln |C| n¶n câ nghi»m têng qu¡t x = CeΦ(y/x).

- N¸u φ(u)− u ≡ 0 th¼ φ(u) ≡ u, ∀u. Ph÷ìng tr¼nh trð th nh y′ =
y

x
câ nghi»m y = C.x

(C: const).
- N¸u φ(u) - u = 0 t¤i u = u0 th¼ y = u0x l  nghi»m.

•V½ dö 3.10. T¼m t½ch ph¥n têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh y′ =
y

x
+ ey/x.

Líi gi£i. �°t
y

x
= u ta câ y = ux v  y′ = u′x+ u.

Thay v o ph÷ìng tr¼nh �¢ cho ta �÷ñc u′x+ u = u+ eu

⇒ u′x = eu hay e−udu =
dx

x
hay

∫
e−udu = ln |Cx|

⇒ −e−u = ln |Cx| .

Thay u =
y

x
ta �÷ñc t½ch ph¥n têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  e

−
y

x + ln |Cx| = 0.

•V½ dö 3.11. T¼m t½ch ph¥n ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh xy′ − y =
x

arctan
y

x

thäa m¢n �i·u ki»n

y(1) = 1.

Líi gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �¢ cho vi¸t l¤i �÷ñc d÷îi d¤ng y′ − y

x
=

1

arctan
y

x

.

�°t
y

x
= u, ta câ y = ux v  y′ = xu′ + u. Thay v o ph÷ìng tr¼nh ta �÷ñc:

u′x+ u− u =
1

arctanu

hay
dx

x
= arctanudu⇒ ln |Cx| =

∫
arctanudu

hay ln |Cx| = u · arctanu− 1

2
ln(1 + u2)
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⇒ ln
[
(1 + u2)C2x2

]
= 2u · arctanu

hay ln
[
C2(x2 + y2)

]
= 2

y

x
arctan

y

x

Vîi �i·u ki»n y|x=1 = 1 ta câ 2arctan1 = ln 2C2 ↔ π

2
= ln 2C2 ⇒ C2 =

1

2
e

π

2 .

Vªy t½ch ph¥n ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh l  2
y

x
arctan

y

x
=
π

2
+ ln

x2 + y2

2
.

3.1.5. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n tuy¸n t½nh c§p 1

3.1.5.1. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n tuy¸n t½nh c§p 1 thu¦n nh§t

a. �ành ngh¾a. L  ph÷ìng tr¼nh d¤ng:

y′ + p(x)y = 0. (3.8)

b. C¡ch gi£i

- N¸u y 6= 0 ph÷ìng tr¼nh t÷ìng �÷ìng vîi
dy

y
= −p(x)dx l  ph÷ìng tr¼nh câ bi¸n sè ph¥n

ly. Suy ra ln |y| = −
∫
p(x)dx+ ln |C| vîi C 6=0. Do �â y = C.e−

∫
p(x)dx.

- N¸u y = 0 b¬ng c¡ch th¸ trüc ti¸p v o ph÷ìng tr¼nh th¼ y = 0 công l  nghi»m.
Tâm l¤i, nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l  y = C.e−

∫
p(x)dx vîi C tuý þ.

3.1.5.2. Ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh c§p 1 khæng thu¦n nh§t

a. �ành ngh¾a. L  ph÷ìng tr¼nh d¤ng:

y′ + p(x)y = q(x) (3.9)

trong �â p(x), q(x) l  c¡c h m sè li¶n töc.
b. C¡ch gi£i
B÷îc 1: Gi£i ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng y′+ p(x) y = 0 ta �÷ñc nghi»m têng qu¡t:

y = C.e−
∫
p(x)dx(C : const). (∗)

B÷îc 2: Coi C l  h m cõa x. T¼m C(x)?
Ta câ y′ = C ′(x)e−

∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx.

Thay y, y′ v o ph÷ìng tr¼nh (3.9) ta �÷ñc:

C ′(x)e−
∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx + p(x)C(x)e−

∫
p(x)dx = q(x)

hay C(x) =
∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+K (K = const).

Thay C(x) vøa t¼m �÷ñc v o (* ) ta �÷ñc nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh (3.9) l :

y = K.e−
∫
p(x)dx + e−

∫
p(x)dx

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx. (∗∗)

∗ Chó þ: Trong cæng thùc (**) sè h¤ng thù nh§t cõa v¸ ph£i y = Ke−
∫
p(x)dxl  nghi»m têng

qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng, cán sè h¤ng thù hai Y = e−
∫
p(x)dx

∫
q(x)e

∫
p(x)dx

l  mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh khæng thu¦n nh§t. Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng
tr¼nh khæng thu¦n nh§t b¬ng nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t cëng vîi mët
nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh khæng thu¦n nh§t.
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•V½ dö 3.12. Gi£i ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n y′ + 2xy = x.e−x
2
.

Líi gi£i.
B÷îc 1: Gi£i ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng y′ + 2xy = 0.

Hay dy = −2xydx câ nghi»m têng qu¡t l  y = C.e−
∫

2xdx = C.e−x
2 (C: const).

B÷îc 2: Coi C = C(x) ta câ y′ = C ′ · e−x2 − 2x · C · e−x2 .
Thay y, y′ v o ph÷ìng tr¼nh �¢ cho ta �÷ñc C ′e−x2 − 2xCe−x

2
+ 2xCe−x

2
= xe−x

2

⇒ C ′e−x
2

= xe−x
2

⇒ dC(x) = xdx hay C(x) =
x2

2
+K.

Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l  y = K.e−x
2

+
x2

2
e−x

2 (K: const).

•V½ dö 3.13. Chùng tä r¬ng ph÷ìng tr¼nh x(x2 + 1)y′ − (2x2 + 3)y = 3 câ mët nghi»m ri¶ng
l  mët tam thùc bªc hai. T¼m nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh �â.

Líi gi£i. �°t y = ax2 + bx+ c. Ta c¦n t¼m a, b, c �º tam thùc n y l  nghi»m cõa ph÷ìng
tr¼nh �¢ cho. Ta câ y′ = 2a x+ b. Thay v o ph÷ìng tr¼nh ta �÷ñc:

x(x2 + 1)(2ax+ b)− (2x2 + 3)(a x2 + bx+ c) = 3

hay − bx3 − (2c+ a)x2 − abx− 3c = 3

�çng nh§t c¡c h» sè ta �÷ñc b = 0, c = -1, a = 2.
Vªy y = 2x2 -1 l  mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho.
+) T¼m nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng: x(x2+1)y′−(2x2+3)y =

0. Chia c£ 2 v¸ cho x(x2+1) vîi �i·u ki»n x 6= 0 �÷ñc y′− 2x2 + 3

x(x2 + 1)
y = 0 hay

dy

y
=

2x2 + 3

x(x2 + 1)
dx

. Suy ra nghi»m têng qu¡t y = Ce

∫ 2x2 + 3

x(x2 + 1)
dx

.

Ta câ
∫ 2x2 + 3

x(x2 + 1)
dx =

∫ �3

x
− x

x2 + 1

�
dx = 3 ln |x| − 1

2
ln(x2 + 1) = ln

|x|3√
x2 + 1

.

Do �â y =
Cx3

√
x2 + 1

(C: const) l  nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng

ùng.

Vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l  y =
Cx3

√
x2 + 1

+ 2x2 − 1.

•V½ dö 3.14. Gi£i ph÷ìng tr¼nh eydx+ (xey − 1)dy = 0.

Líi gi£i. N¸u xem y l  h m ph£i t¼m cõa bi¸n sè x v  vi¸t ph÷ìng tr¼nh d÷îi d¤ng
(xey − 1)y′ + ey = 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh khæng thuëc d¤ng �ang x²t. N¸u xem x l  h m sè ph£i

t¼m cõa y ta �÷ñc ph÷ìng tr¼nh x′ + x =
1

ey
trong �â x′ =

dx

dy
. �â l  ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh

c§p 1 �èi vîi h m sè x(y). Gi£i ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng
dx

dy
+x = 0 hay

dx

x
= −dy

ta �÷ñc x = Ce−y.

Coi C=C(x) khi �â x′ = C ′e−y − Ce−y, thay v o ph÷ìng tr¼nh khæng thu¦n nh§t ta �÷ñc:

C ′e−y = e−y ⇒ C ′ = 1⇒ C = y +K.

Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  x = (y +K)e−y (K: const).
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3.1.6. Ph÷ìng tr¼nh Becnully

3.1.6.1. �ành ngh¾a

L  ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng:
y′ + p(x)y = q(x)yα (3.10)

trong �â p(x), q(x) l  c¡c h m li¶n töc v  α ∈ R.

3.1.6.2. C¡ch gi£i

- N¸u α = 0 ho°c α = 1 th¼ (3.10) l  ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh khæng thu¦n nh§t ho°c thu¦n
nh§t.

- N¸u α 6= 0 v  α 6= 1. Vîi y 6= 0 ta chia c£ 2 v¸ cu£ (3.10) cho yα ta �÷ñc:

y−αy′ + p(x)y1−α = q(x). (3.11)

�°t z = y1−α ⇒ z′ = (1− α)y−αy′ thay v o (3.11) ta �÷ñc:

z′ + (1− α)p(x)z = (1− α)q(x). (3.12)

�¥y l  ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh c§p 1 �èi vîi bi¸n x, h m z.
Gi£i ph÷ìng tr¼nh (3.12) t¼m �÷ñc nghi»m têng qu¡t z = z(x, C). Sau �â ta thay trð l¤i

bi¸n cô z = y1−α �º t¼m nghi»m têng qu¡t y = y(x, C).

•V½ dö 3.15. T¼m nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh y′ +
y

x
= x2y4.

Líi gi£i.
- Vîi y = 0 l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (thû trüc ti¸p).

- Vîi y 6= 0 chia c£ 2 v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh cho y4 ta �÷ñc y−4y′ +
1

x
y−3 = x2.

�°t z = y−3 ta câ z′ = −3y−4y′, thay v o ph÷ìng tr¼nh tr¶n ta �÷ñc:

z′ − 3

x
z = −3x2 (*) l  ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh c§p 1 �èi vîi bi¸n z.

+) Gi£i ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t z′ − 3

x
z = 0⇒ dz

z
= 3

dx

x
hay ln

∣∣∣ z
C

∣∣∣ = 3 ln |x|⇒ z = Cx3

(C: const).
+) Coi C=C(x) th¼ z′ = C ′x3 + 3x2C. Thay z, z′ v o ph÷ìng tr¼nh (*) ta �÷ñc

C ′x3 + 3x2C − 3x2C = −3x2⇒ dC

dx
= −3

x
hay C = −3 ln |x|+K.

Do �â nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (*) l  z = Kx3 − 3x3 ln |x| (K:const).

Thay z = y−3 ta �÷ñc nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l  y =
1

x 3
√
K − 3 ln |x|

(K:const).

3.1.7. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 1 to n ph¦n

3.1.7.1. �ành ngh¾a

L  ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng:
P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (3.13)
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trong �â P(x, y), Q(x, y) l  c¡c h m li¶n töc còng c¡c �¤o h m ri¶ng c§p mët cõa chóng trong
mët mi¶n �ìn li¶n D thäa m¢n �i·u ki»n

∂Q

∂ x
=
∂P

∂y
. (3.14)

3.1.7.2. C¡ch gi£i

Tø �i·u ki»n (3.14) n¶n v¸ tr¡i ph÷ìng tr¼nh (3.13) l  vi ph¥n to n ph¦n cõa h m u(x,y)
n o �â, tùc l  du(x, y) = P(x, y)dx + Q(x, y)dy vîi u(x, y) �÷ñc x¡c �ành b¬ng mët trong hai
cæng thùc sau:

u(x, y) =

x∫
x0

P (x, y)dx+

y∫
y0

Q(x0, y)dy

ho°c u(x, y) =
x∫
x0

P (x, y0)dx+
y∫
y0

Q(x, y)dy trong �â (x0, y0) ∈ D.

Vªy t½ch ph¥n têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n to n ph¦n (3.13) l :

x∫
x0

P (x, y)dx+

y∫
y0

Q(x0, y)dy = C

ho°c
x∫
x0

P (x, y0)dx+
y∫
y0

Q(x, y)dy = C.

•V½ dö 3.16. Gi£i ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n sau (4xy2 + y)dx+ (4x2y + x)dy = 0.

Líi gi£i. Ta câ P (x, y) = 4xy2 + y; Q(x, y) = 4x2y + x ⇒ P ′y = 8xy + 1;Q′x = 8xy + 1.

C¡c h m P, Q, P ′y, Q
′
x li¶n töc v  Q′x = P ′y n¶n ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l  ph÷ìng tr¼nh vi

ph¥n to n ph¦n. Chån x0 = y0 = 0 ta �÷ñc:

u(x, y) =

x∫
0

(4xy2 + y)dx+

y∫
0

0dy = 2x2y2 + xy.

Vªy t½ch ph¥n têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  2x2y2 + xy = C.

∗ Chó þ: N¸u P(x, y), Q(x, y) li¶n töc còng vîi c¡c �¤o h m ri¶ng c§p 1 cõa chóng trong

mët mi·n D n o �â m 
∂Q

∂x
6= ∂P

∂y
trong D th¼ Pdx + Qdy = 0 khæng ph£i l  ph÷ìng tr¼nh vi

ph¥n to n ph¦n. Tuy nhi¶n, trong mët sè tr÷íng hñp ng÷íi ta câ thº chån �÷ñc h m h(x, y)
�º ph÷ìng tr¼nh

h(x, y) [P (x, y)dx+Q(x, y)dy] = 0 (3.15)

l  ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n to n ph¦n. H m h(x, y) gåi l  thøa sè t½ch ph¥n. Nâi chung, khæng câ
ph÷ìng ph¡p têng qu¡t �º t¼m thøa sè t½ch ph¥n. Ta x²t 2 tr÷íng hñp �°c bi»t sau:

a. N¸u
P ′y −Q′x

Q
= φ(x) tùc l  khæng phö thuëc v o y th¼ chån h(x, y) = h(x) = e

∫
φ(x)dx

Thªt vªy, �°t R(x, y) = h(x, y) P(x, y); S(x, y) = h(x, y) Q(x, y).
Ta câ R = Pe

∫
φ(x)dx ⇒ R′y = P ′ye

∫
φ(x)dx

S = Q.e
∫
φ(x)dx ⇒ S ′x = Q′x.e

∫
φ(x)dx +Q.φ(x).e

∫
φ(x)dx = [Q′x +Qφ(x)] .e

∫
φ(x)dx
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m 
P ′y −Q′x

Q
= φ(x)⇒ P ′y = Q′x +Q.φ(x)⇒ S ′x = P ′y · e

∫
φ(x)dx.

Vªy R′y = S ′x n¶n (3.15) l  ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n to n ph¦n.

b. N¸u
P ′y −Q′x

P
= φ(y) tùc l  khæng phö thuëc v o x th¼ chån h(x, y) = h(y) = e−

∫
φ(y)dy

(chùng minh t÷ìng tü nh÷ trong tr÷íng hñp a).

•V½ dö 3.17. Gi£i ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n (2y + xy3) dx + (x+x2y2) dy = 0.

Líi gi£i. �°t P = 2y + xy3, P ′y = 2 + 3xy2; Q = x+x2y2, Q′x = 1+2xy2.

Ta câ P ′y−Q′x = 1 +xy2 =
x+ x2y2

x
=
Q

x
. Vªy thøa sè t½ch ph¥n h(x) = e

∫ dx
x = eln |x| = x.

Nh¥n 2 v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho vîi x ta �÷ñc ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n to n ph¦n:

x(2y + xy3)dx+ x(x+ x2y2)dy = 0.

Chån x0 = y0 = 0 th¼ u(x, y) =
∫ x

0
(2xy+x2y3)dx+

∫ y
0

0dy = 2y
x2

2

∣∣∣∣x
0

+y3 x
3

3

∣∣∣∣y
0

= yx2 +
x3y3

3
.

Vªy t½ch ph¥n têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  yx2 +
x3y3

3
= C hay 3yx2 + x3y3 = C.

•V½ dö 3.18. Gi£i ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n (x2 + y2)dx+ (2xy + y2x+
x3

3
)dy = 0.

Líi gi£i. �°t P = x2 + y2, P ′y = 2y, Q = 2xy + y2x+
x3

3
, Q′x = 2y + y2 + x2.

Ta câ
P ′y −Q′x

P
= −1 n¶n thøa sè t½ch ph¥n h(y) = e

∫
dy = ey.

Nh¥n 2 v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh vîi ey ta �÷ñc ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n to n ph¦n:

ey(x2 + y2)dx+ ey(2xy + y2x+
x3

3
)dy = 0.

Chån x0 = y0 = 0 th¼ u (x, y) =
x∫
0

(eyx2 + y2ey)dx+
y∫
0

0dy = ey
x3

3
+ eyy2x.

Vªy t½ch ph¥n têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  ey
x3

3
+ eyy2x = C hay ey(x3 + 3xy2) = C.

3.2. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 2

3.2.1. �¤i c÷ìng v· ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 2

3.2.1.1. �ành ngh¾a

L  ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng:
F (x, y, y′, y′′) = 0 (3.16)

ho°c
y′′ = f(x, y, y′) (3.17)

trong �â y: h m c¦n t¼m, x: bi¸n �ëc lªp.
y′, y′′: �¤o h m c§p 1, c§p 2 cõa h m c¦n t¼m. Bi¸n �ëc lªp, h m c¦n t¼m v  �¤o h m c§p

mët câ thº khæng câ mët c¡ch t÷íng minh nh÷ng b­t buëc ph£i câ m°t �¤o h m c§p hai.
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•V½ dö 3.19. C¡c ph÷ìng tr¼nh : y′′ = 0, y′′y + (y′)2 = 0, x2y′′ + xy′ + y = 0 l  c¡c ph÷ìng
tr¼nh vi ph¥n c§p 2.

3.2.1.2. �ành lþ (Sü tçn t¤i v  duy nh§t nghi»m)

Cho ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 2: y′′ = f(x, y, y′).

N¸u f(x, y, y′),
∂ f

∂y
(x, y, y′) v 

∂f

∂y′
(x, y, y′) li¶n töc trong mët mi·n D n o �â trong R3 v 

n¸u (x0, y0, y
′
0) l  mët �iºm thuëc D th¼ trong l¥n cªn n o �â cõa �iºm x = x0 tçn t¤i mët

nghi»m duy nh§t y = y(x) cõa ph÷ìng tr¼nh (3.17) thäa m¢n c¡c �i·u ki»n:

y|x=x0
= y0 , y

′|x=x0
= y1. (3.18)

B i to¡n t¼m nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.17) thäa m¢n c¡c �i·u ki»n (3.18) �÷ñc gåi l  b i
to¡n Cauchy.

3.2.1.3. Nghi»m têng qu¡t, nghi»m ri¶ng, t½ch ph¥n têng qu¡t, t½ch ph¥n ri¶ng

- Nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 2 l  h m sè y = ϕ (x, C1, C2) trong �â
C1, C2: h¬ng sè.

- Nghi»m nhªn �÷ñc tø nghi»m têng qu¡t b¬ng c¡ch cho C1 = C0
1 , C2= C0

2 sao cho h m sè
y = ϕ(x,C0

1 , C
0
2) thäa m¢n y|x=x0

= y0 , y
′|x=x0

= y1 gåi l  nghi»m ri¶ng.

- H» thùc φ (x,y,C1,C2) = 0 x¡c �ành nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh (3.17) d÷îi d¤ng
©n gåi l  t½ch ph¥n têng qu¡t.

- Khi cho C1, C2 c¡c gi¡ trà cö thº C1 = C0
1 , C2 = C0

2 tø t½ch ph¥n têng qu¡t ta nhªn �÷ñc
h» thùc φ(x, y, C0

1 , C
0
2)= 0 gåi l  t½ch ph¥n ri¶ng.

3.2.2. Ph÷ìng tr¼nh khuy¸t

3.2.2.1. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 2 khuy¸t y, y′

a. D¤ng:
F (x, y′′) = 0 hay y′′ = f(x). (3.19)

b. C¡ch gi£i. L§y t½ch ph¥n theo bi¸n x hai l¦n ta �÷ñc cæng thùc nghi»m têng qu¡t:

y =

∫ �∫
f(x)dx

�
dx+ C1x+ C2

ho°c �°t y′ = p ta �÷ñc F(x, p′) = 0 l  ph÷ìng tr¼nh c§p mët �èi vîi p. N¸u nghi»m têng qu¡t
cõa ph÷ìng tr¼nh �â l  p = f(x, C1) th¼ y = g(x, C1) + C2 trong �â g(x, C1) l  nguy¶n h m
cõa f(x, C1).

•V½ dö 3.20. Gi£i ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n y′′ = 2 sin x cos2 x− sin3 x.

Líi gi£i. L§y t½ch ph¥n theo bi¸n x hai l¦n ta �÷ñc:

y =

∫ �∫ (
2 sin x cos2 x− sin3 x

)
dx

�
dx+ C1x+ C2

=

∫ �∫ (
−2cos2x+ 1− cos2x

)
d cosx

�
dx+ C1x+ C2
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=

∫
(cosx− cos3 x)dx+ C1x+ C2

=

∫
(cosx− cos(3x) + 3cosx

4
)dx+ C1x+ C2

=

∫
(
− cos(3x) + cosx

4
)dx+ C1x+ C2

=
−sin3x

12
+
sinx

4
+ C1x+ C2.

3.2.2.2. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 2 khuy¸t y

a. D¤ng:
F (x, y′, y′′) = 0 hay y′′ = f(x, y′). (3.20)

b. C¡ch gi£i. �°t p = y′ ( p l  h m cõa x).
Khi �â y′′ = p′ v  ph÷ìng tr¼nh (3.20) trð th nh p′= f(x, p) l  ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 1 �èi

vîi p. Gi£i ra ta �÷ñc p = ϕ (x, C1). Do �â nghi»m têng qu¡t cõa (3.20) l  y=
∫
φ(x,C1)dx+C2.

•V½ dö 3.21. Gi£i ph÷ìng tr¼nh y′′ =
y′

x
+ x.

Líi gi£i. �°t y′ = p⇒ y′′ = p′ thay v o ph÷ìng tr¼nh �¢ cho ta �÷ñc p′ − p

x
= x (*)

(*) l  ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh c§p 1 �èi vîi p. Gi£i ph÷ìng tr¼nh (*).

+) Ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t p′ − p

x
= 0 hay

dp

p
=
dx

x
⇒ p = Cx (C:const).

+) Coi C=C(x) th¼ p′ = C ′x+C. Thay p, p′ v o ph÷ìng tr¼nh (*) ta �÷ñc C ′x+C −C = x
hay C ′ = 1⇒ C = x+ C1 (C1: const).

Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh (*) l  p = (x+ C1)x (C1: const).

Vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l  y =
∫
x(C1 + x)dx =

x3

3
+ C1

x2

2
+ C2.

3.2.2.3. Ph÷ìng tr¼nh khuy¸t x

a. D¤ng:
F (y, y′, y′′) = 0 hay y′′ = f(y, y′). (3.21)

b. C¡ch gi£i. �°t y′ = p trong �â p l  h m cõa y tùc l  p = p [y(x)]

Khi �â y′′ = p′yy
′
x = p

dp

dy
. Thay v o ph÷ìng tr¼nh (3.21) ta �÷ñc:

p
dp

dy
= f(y, p) (3.22)

(3.22) l  ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p mët m  h m c¦n t¼m l  p, cán bi¸n l  y. Gi£i ph÷ìng tr¼nh

n y ta câ nghi»m p = φ(y, C1) hay
dy

φ(y, C1)
= dx.

Do �â t½ch ph¥n têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh (3.21) l 
∫ dy

ϕ(y, C1)
= x+ C2.

•V½ dö 3.22. T¼m nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh yy′′ − (y′)2 = 0 thäa m¢n �i·u ki»n y|x=0 =
1, y′|x=0 = 2.
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Líi gi£i. �°t y′ = p = p [y(x)]⇒ y′′ = p′yy
′x = pp′y thay v o ph÷ìng tr¼nh �¢ cho ta �÷ñc:

y.p.
dp

dy
= p2 hay y.p.dp = p2dy. (*)

- Vîi y = 0 thû trüc ti¸p v o ph÷ìng tr¼nh l  nghi»m.
- Vîi p = 0 ⇒y′ = 0 ⇒ y = C thay v o ph÷ìng tr¼nh l  nghi»m.
- Vîi y · p2 6= 0 chia c£ 2 v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh (*) cho y · p2 ta �÷ñc:

dp

p
=
dy

y
⇒ p = C1y ⇒ y′ = C1y

hay
dy

dx
= C1y ⇒

dy

y
= C1dx

⇒ ln |y| = C1x+ ln |C2|hay y = C2e
C1x.

Thay �i·u ki»n �¦u y′|x=0 = 2, y|x=0 = 1 ta �÷ñc
§
C1 = 2
C2 = 1.

Vªy nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh l  y = e2x.

3.2.3. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n tuy¸n t½nh c§p hai câ h» sè thay �êi

3.2.3.1. �ành ngh¾a

L  ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n câ d¤ng:

y′′ + p(x)y′ + q(x).y = f(x) (3.23)

trong �â p(x), q(x), f(x) l  nhúng h m sè li¶n töc.
- N¸u f(x) ≡ 0 th¼ (3.23) l  ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t.
- N¸u f(x) 6= 0 th¼ (3.23) l  ph÷ìng tr¼nh khæng thu¦n nh§t.

3.2.3.2. Ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh c§p 2 thu¦n nh§t

a. D¤ng:
y′′ + p(x).y′ + q(x).y = 0. (3.24)

b. C¡c �ành lþ v· c§u t¤o nghi»m

♦ �ành lþ 3.1. N¸u y1(x), y2(x) l  hai nghi»m cõa (3.24) th¼ y = C1y1(x) + C2y2(x) (C1, C2:
h¬ng sè) công l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t (3.24).

�°c bi»t y1(x) v  y2(x) l  hai nghi»m �ëc lªp tuy¸n t½nh cõa (3.24) (tùc l 
y1(x)

y2(x)
6= C) th¼

y = C1y1(x) + C2y2(x) l  nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t (3.24).

♦ �ành lþ 3.2. N¸u bi¸t mët nghi»m ri¶ng y1(x) (vîi y1(x) 6= 0) cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t
(3.24) th¼ ta câ thº t¼m �÷ñc nghi»m ri¶ng thù hai y2(x) cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t (3.24)
�ëc lªp tuy¸n t½nh vîi y1(x) b¬ng c¡ch �°t y2(x) = y1(x).u(x).

∗ Chó þ: �º t¼m nghi»m ri¶ng thù 2 ta câ thº sû döng cæng thùc Liouville:

y2(x) = y1(x)

∫
e−

∫
p(x)dx

y2
1(x)

dx.
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•V½ dö 3.23. Gi£i ph÷ìng tr¼nh (1 − x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0 bi¸t mët nghi»m ri¶ng cõa nâ l 
y1(x) = x.

Líi gi£i. �°t y2(x) = u.x⇒ y′2(x) = u+ xu′, y′′2(x) = 2u′ + xu′′ thay v o ph÷ìng tr¼nh ta
�÷ñc

(1− x2)(2u′ + xu′′)− 2x(u+ xu′) + 2xu = 0 hay (x− x3)u′′ + (2− 4x2)u′ = 0.

�°t u′= p, ph÷ìng tr¼nh trð th nh (x− x3)dp = (4x2 − 2)pdx hay
dp

p
=

4x2 − 2

x− x3
dx

⇒ ln |p| =
∫

4x2 − 2

x− x3
dx =

∫ �
−2

x
+

1

1− x
− 1

1 + x

�
dx = ln

(
x2|1− x2|

)−1
+ ln |C| .

Do �â p =
C

x2(1− x2)
.

Chån C = 1, thay p = u′ ta câ

du =
dx

x2(1− x2)
⇒ u(x) =

∫ �
1

x2
+

1

1− x2

�
dx = −1

x
+

1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+K.

Chån K = 0 ta �÷ñc u(x) = −1

x
+

1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣. Do �â y2(x) = u(x) ·x = −1+
1

2
x ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣ .
Vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  y = C1x+

1

2
C2x ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣− C2.

Nhªn x²t 3.1. �º t¼m nghi»m ri¶ng y2(x) ta câ thº sû döng cæng thùc Liouville v  câ k¸t qu£

t÷ìng tü y2(x) = −1 +
1

2
x ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣ .
•V½ dö 3.24. Cho ph÷ìng tr¼nh (2x−x2)y′′+(x2−2)y′+2(1−x)y = 0 câ mët nghi»m y = ex.
H¢y t¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh tr¶n bi¸t y|x=1 = 0, y′|x=1 = 1.

Líi gi£i. �°t y(x) = ex. Ta t¼m y2(x) �ëc lªp vîi y1(x) theo cæng thùc Liouville:

y2(x) = ex
∫
e
−

∫ x2 − 2

2x− x2
dx

e2x
dx.

T½nh −
∫ x2 − 2

2x− x2
dx =

∫ �
1 +

1

x
+

1

x− 2

�
dx = x+ ln |x(x− 2)|+ C.

Cho C = 0 ta �÷ñc y2(x) = ex
∫ ex.x(x− 2)

e2x
dx

= ex
∫

(x2 − 2x)e−xdx = ex
[
−(x2 − 2x)e−x − 2xe−x

]
= −x2.

Vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  y = C1e
x − C2x

2. Do �â y′ = C1e
x − 2C2x.

Thay �i·u ki»n ban �¦u v o y v  y′ ta �÷ñc
§
C1e− C2 = 0
C1e− 2C2 = 1

hay

{
C1 = −1

e
C2 = −1.

Vªy nghi»m ri¶ng c¦n t¼m l  y = −ex−1 + x2.

•V½ dö 3.25. Gi£i ph÷ìng tr¼nh (x2 − 1)y′′ + 2xy′ = 0.
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Líi gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l  ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 2 khuy¸t y. Vªy ta câ thº gi£i
b¬ng ph÷ìng ph¡p gi£m c§p, �çng thíi nâ công l  mët ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n tuy¸n t½nh c§p
2 thu¦n nh§t câ h» sè thay �êi n¶n câ thº gi£i b¬ng c¡ch t¼m hai nghi»m ri¶ng �ëc lªp tuy¸n
t½nh.

C¡ch 1. �°t y′ = p th¼ y′′ = p′ thay v o ph÷ìng tr¼nh ta �÷ñc:

(x2 − 1)p′ + 2xp = 0 hay p′ +
2x

x2 − 1
p = 0 ⇒ dp

p
= − 2xdx

x2 − 1
hay p = C1e

−
∫ 2x

x2 − 1
dx

=

C1

x2 − 1
.

Thay p =y′ ta �÷ñc y′ =
C1

x2 − 1
hay y =

∫ C1

x2 − 1
dx =

1

2
C1 ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ C2.

Vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  y = C1 ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ C2.

C¡ch 2. B¬ng c¡ch thay y = C v o ph÷ìng tr¼nh th¼ y = C l  nghi»m. Chån C = 1 ta �÷ñc
y = 1 l  mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho. T¼m nghi»m ri¶ng thù 2 theo cæng thùc

Liouville y2(x) =
∫
e
−

∫ 2x

x2 − 1
dx

dx = ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+K.

Chån K = 0 ⇒ y2(x) = ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣ .
Vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  y = C1 + C2 ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣ .
3.2.3.3. Ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh c§p hai khæng thu¦n nh§t

a. Ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh c§p hai khæng thu¦n nh§t l  ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng:

y′′ + p(x).y′ + q(x).y = f(x) (3.25)

trong �â f(x) 6= 0.
b. C¡c �ành lþ v· c§u t¤o nghi»m

♦ �ành lþ 3.3. Nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh khæng thu¦n nh§t (3.25) b¬ng têng cõa
nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng (3.24) vîi mët nghi»m ri¶ng n o �â
cõa ph÷ìng tr¼nh khæng thu¦n nh§t (3.25) kþ hi»u y = y + Y .

♦ �ành lþ 3.4. (Nguy¶n lþ chçng ch§t nghi»m) Cho ph÷ìng tr¼nh:

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f1(x) + · · ·+ fn(x). (3.26)

N¸u yi(x) (i = 1, n) l  nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh y′′ + p(x)y′ + q(x)y = fi(x) th¼
y = y1(x) + y2(x) + · · ·+ yn(x) l  nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (3.26).

♦ �ành lþ 3.5. N¸u y1(x) v  y2(x) l  hai nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh khæng thu¦n nh§t
(3.25) th¼ y(x) = y1(x)−y2(x) l  nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t (3.24).

c. Ph÷ìng ph¡p bi¸n thi¶n h¬ng sè Lagrange
N¸u bi¸t y = C1y1 +C2y2 (C1, C2: const) l  nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t

(3.24) th¼ câ thº t¼m nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh (3.25) d÷îi d¤ng y = C1(x)y1+C2(x)y2.
�º t¼m C1(x), C2(x) ta gi£i h» ph÷ìng tr¼nh:§

C ′1y1 + C ′2y2 = 0
C ′1y

′
1 + C ′2y

′
2 = f(x).
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Khi �â C ′1 = ϕ1(x), C ′2 = ϕ2(x). Tø �â suy ra:
C1 =

∫
ϕ1(x)dx = Φ1(x) +K1; C2 =

∫
ϕ2(x)dx = Φ2(x) +K2 (K1, K2: const).

Vªy nghi»m têng qu¡t cõa (3.25) l  y = K1y1 +K2y2 + Φ1(x)y1 + Φ2(x)y2 (K1, K2: const).

•V½ dö 3.26. T¼m nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh y′′ − y′

x
= x.

Líi gi£i. X²t ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng y′′ − y′

x
= 0.

Ph÷ìng tr¼nh khæng chùa h m y, do �â nâ câ mët nghi»m ri¶ng y1= 1.

Nghi»m ri¶ng y2 t¼m b¬ng cæng thùc Liouville y2(x) =
∫
e−

∫
(− 1

x)dxdx =
x2

2
.

Vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t l  y = C1x
2 + C2 (C1,C2: const).

Ta t¼m nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh khæng thu¦n nh§t b¬ng ph÷ìng ph¡p bi¸n thi¶n
h¬ng sè Lagrange. Nghi»m têng qu¡t câ d¤ng y = C1(x)x2 + C2(x) trong �â C ′1(x), C ′2(x) l 
nghi»m cõa h»:§
C ′1(x) · x2 + C ′2(x) · 1 = 0
C ′1(x) · 2x+ C ′2(x) · 0 = x

hay


C ′1(x) =

1

2

C ′2(x) = −x
2

2

⇒

 C1(x) =
x

2
+K1

C2(x) = −x
3

6
+K2.

Vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  y =
x3

2
− x3

6
+K1x

2 +K2 =
x3

3
+K1x

2 +K2.

•V½ dö 3.27. Gi£i ph÷ìng tr¼nh (x2−1)y′′+4xy′+2y = 6x. Bi¸t hai nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng

tr¼nh l  y∗1 = x, y∗2 =
x2 + x+ 1

x+ 1
.

Líi gi£i. V¼ y∗1, y∗2 l  hai nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho n¶n y1 = y∗2 − y∗1 =
1

x+ 1
l  mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng (x2 − 1)y′′ + 4xy′ + 2y = 0. (*)

Nghi»m ri¶ng y2 cõa ph÷ìng tr¼nh (*) �÷ñc t¼m bði cæng thùc Liouville:

y2 =
1

x+ 1

∫
e
−

∫ 4x

x2 − 1
dx

1

(x+ 1)2

dx =
−1

x2 − 1
.

Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng l  y = C1
1

x+ 1
+C2

1

x2 − 1
.

Vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l 

y = C1
1

x+ 1
+ C2

1

x2 − 1
+

1

x+ 1
(C1, C2 : const).

3.2.4. Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n tuy¸n t½nh c§p hai câ h» sè khæng �êi

3.2.4.1. Ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t

a. D¤ng ph÷ìng tr¼nh:
y′′ + py′ + qy = 0 (3.27)

trong �â p, q l  c¡c h¬ng sè thüc.
b. C¡ch gi£i
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T¼m nghi»m ri¶ng cõa nâ d÷îi d¤ng y = ekx trong �â k l  h¬ng sè. Ta câ y′ = kekx, y′′ = k2ekx.
Thay y′, y′′ v o (3.27) ta �÷ñc ekx(k2 + pk + q) = 0. Suy ra

k2 + pk + q = 0 (3.28)

(3.28) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (3.27).
Gi£i ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng k2 + pk + q = 0.

- N¸u ph÷ìng tr¼nh (3.28) câ 2 nghi»m thüc k1 6= k2 th¼ nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh
(3.27) l  y = C1e

k1x + C2e
k2x (C1, C2 : const).

- N¸u ph÷ìng tr¼nh (3.28) câ nghi»m k²p k1 = k2 = k th¼ nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng
tr¼nh (3.27) l  y = C1e

kx + C2xe
kx=(C1 + C2x)ekx (C1, C2 : const).

- N¸u ph÷ìng tr¼nh (3.28) câ nghi»m phùc k = α ± iβ th¼ nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng
tr¼nh (3.27) l  y = eαx(C1 cos βx+ C2 sin βx) (C1, C2 : const).

•V½ dö 3.28. Gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n sau:
a) y′′ − 5y′ + 6y = 0;
b) y′′ − 2y′ + 3y = 0;
c) y′′ − 4y′ + 4y = 0.

Líi gi£i.
a) Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng l  k2 − 5k + 6 = 0⇒ k1 = 2, k2 = 3.

Vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l  y = C1e
2x + C2e

3x (C1, C2 : const).

b) Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng l  k2 − 2k + 3 = 0⇒ k = 1± i
√

2.

Vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l  y = ex(C1 cos
√

2x+ C2 sin
√

2x).

c) Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng l  k2 − 4k + 4 = 0⇒ k = 2.

Vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l  y = C1e
2x + C2xe

2x.

3.2.4.2. Ph÷ìng tr¼nh khæng thu¦n nh§t

a. D¤ng ph÷ìng tr¼nh:
y′′ + py′ + qy = f(x) (3.29)

trong �â p, q l  h¬ng sè, f(x) 6= 0.
b. C¡ch gi£i chung
�º gi£i (3.29) ta gi£i ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng (3.27) sau �â dòng ph÷ìng ph¡p

bi¸n thi¶n h¬ng sè Lagrange. Nh÷ng trong mët sè tr÷íng hñp �°c bi»t d÷îi �¥y cõa v¸ ph£i
câ thº t¼m �÷ñc mët nghi»m ri¶ng cõa (3.29) b¬ng c¡ch gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh �¤i sè. Khi �â
nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh (3.29) b¬ng têng nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n
nh§t t÷ìng ùng (3.27) cëng vîi mët nghi»m ri¶ng cõa (3.29).

* Tr÷íng hñp 1. Vîi f(x) = eαxPn(x) trong �â α l  h¬ng sè, Pn(x) l  �a thùc bªc n cõa
x.

- N¸u α khæng l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (3.28) th¼ ta t¼m nghi»m ri¶ng cõa
(3.29) d÷îi d¤ng Y = eαxQn(x) trong �â Qn(x) l  �a thùc còng bªc n vîi Pn(x).

- N¸u α l  nghi»m �ìn cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (3.28) th¼ ta t¼m nghi»m ri¶ng cõa (3.29)
d÷îi d¤ng Y = xeαxQn(x) trong �â Qn(x) l  �a thùc còng bªc n vîi Pn(x).

- N¸u α l  nghi»m k²p cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (3.28) th¼ ta t¼m nghi»m ri¶ng cõa (3.29)
d÷îi d¤ng Y = x2eαxQn(x) trong �â Qn(x) l  �a thùc còng bªc n vîi Pn(x).
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* Tr÷íng hñp 2. Vîi f(x) = eαx [Pn(x) cos βx+Qm(x) sin βx] trong �â α, β l  h¬ng sè;
Pn(x), Qm(x) l¦n l÷ñt l  c¡c �a thùc bªc n, m.

- N¸u α ± iβ khæng l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (3.28) th¼ ta t¼m nghi»m ri¶ng
cõa (3.29) d÷îi d¤ng Y = eαx (Rl(x) cos βx+Hl(x) sin βx) trong �â Rl(x), Hl(x) l  c¡c �a thùc
bªc l, l = max(n,m).

- N¸u α ± iβ l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (3.28) th¼ ta t¼m nghi»m ri¶ng cõa
(3.29) d÷îi d¤ng Y = xeαx [Rl(x) cos βx+Hl(x) sin βx] trong �â Rl(x), Hl(x) l  c¡c �a thùc
bªc l, l = max(n,m).

•V½ dö 3.29. Gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n:
a) y′′ − 4y′ + 3y = e4x;
b) y′′ + 4y′ − 5y = ex(x+ 1);
c) y′′ − 6y′ + 9y = e3x.

Líi gi£i.
a) B÷îc 1. Ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng y′′ − 4y′ + 3y = 0 câ ph÷ìng tr¼nh �°c

tr÷ng:
k2 − 4k + 3 = 0⇒ k1 = 1; k2 = 3.

Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng l  y = C1e
x + C2e

3x.

B÷îc 2. V¼ v¸ ph£i cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l  f(x) = e4x, α = 4 khæng l  nghi»m cõa
ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng n¶n ta t¼m mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh d÷îi d¤ng:

Y = A.e4x ⇒ Y
′
= 4A.e4x, Y

′′
= 16.A.e4x.

Thay Y, Y
′
, Y

′′
v o ph÷ìng tr¼nh �¢ cho ta �÷ñc:

16Ae4x − 4.4Ae4x + 3Ae4x = e4x ⇒ 3A = 1↔ A =
1

3
.

Vªy nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh l  Y =
1

3
e4x.

Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  y = C1e
x + C2e

3x +
1

3
e4x.

b) B÷îc 1. Ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng y′′ + 4y′ − 5y = 0 câ ph÷ìng tr¼nh �°c
tr÷ng k2 + 4k − 5 = 0⇒ k1 = 1; k2 = −5.

Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng l  y = C1e
x + C2e

−5x.

B÷îc 2. V¼ v¸ ph£i cõa ph÷ìng tr¼nh l  f(x) = ex(x + 1), α = 1 l  mët nghi»m �ìn cõa
ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng n¶n ta t¼m mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh d÷îi d¤ng:

Y = xex(Ax+B) = ex(Ax2 +Bx)
Y
′
= ex [Ax2 + (B + 2A)x+B]

Y
′′

= ex [Ax2 + (B + 4A)x+ 2A+ 2B] .

Thay Y, Y
′
, Y

′′
v o ph÷ìng tr¼nh �¢ cho v  rót gån ta �÷ñc: 12Ax +2A+6B = x+1

⇒
§

12A = 1
2A+ 6B = 1

↔


A =

1

12

B =
5

36
.

Vªy nghi»m ri¶ng c¦n t¼m l  Y = ex
�
x2

12
+

5x

36

�
.
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Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  y = C1e
x + C2e

−5x + ex
�
x2

12
+

5x

36

�
.

c) B÷îc 1. Ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng y′′ − 6y′ + 9y = 0 câ ph÷ìng tr¼nh �°c
tr÷ng k2 − 6k + 9 = 0⇒ k1 = k2 = 3.

Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng l  y = C1e
3x + C2xe

3x.

B÷îc 2. V¼ v¸ ph£i cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l  f(x) = e3x, α = 3 l  mët nghi»m k²p cõa
ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng n¶n ta t¼m mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh d÷îi d¤ng:

Y = x2e3xA = Ax2e3x

Y
′
= (2Ax+ 3Ax2)e3x

Y
′′

= (2A+ 12Ax+ 9Ax2)e3x.

Thay Y, Y
′
, Y

′′
v o ph÷ìng tr¼nh �¢ cho v  ta �÷ñc:

(2A+ 12Ax + 9Ax2)− 6(2Ax+3Ax2) + 9Ax2 = 1

⇒ 2A = 1⇒ A =
1

2
.

Vªy nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh l  Y =
x2

2
e3x.

Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  y = C1e
3x + C2xe

3x +
x2

2
e3x.

•V½ dö 3.30. Gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n sau:
a) y′′ + y = cos 2x;
b) y′′ + y = cosx;
c) y′′ + y = cos 2x+ cosx.

Líi gi£i.
a) B÷îc 1. Ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng y′′ + y = 0 câ ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng

k2 + 1 = 0⇒ k = ±i.
Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng l  y = C1 cosx+ C2sinx.

B÷îc 2. V¸ ph£i cõa ph÷ìng tr¼nh l  f(x) = e0x cos 2x do �â α ± iβ = 0 ± i2 khæng l 
nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng v  bªc cõa �a thùc b¬ng 0 n¶n ta t¼m mët nghi»m ri¶ng
cõa ph÷ìng tr¼nh d÷îi d¤ng:

Y = A cos 2x+B sin 2x
Y
′
= −2A sin 2x+ 2B cos 2x

Y
′′

= −4A cos 2x− 4B sin 2x.

Thay Y, Y
′
, Y

′′
v o ph÷ìng tr¼nh �¢ cho v  rót gån ta �÷ñc:

−3Acos2x− 3Bsin2x = cos2x

⇒
§
−3A = 1
−3B = 0

⇒

{
A = −1

3
B = 0.

Vªy nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh l  Y = −1

3
cos 2x.

Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  y = C1 cosx+ C2 sinx− 1

3
cos 2x.



3.2 Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 2 83

b) B÷îc 1. Ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng y′′ + y = 0 câ ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng
k2 + 1 = 0⇒ k = ±i.

Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng l  ȳ = C1 cosx+ C2sinx.
B÷îc 2. V¸ ph£i cõa ph÷ìng tr¼nh l  f(x) = e0x cosx do �â α± iβ = 0± i l  nghi»m cõa

ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng v  bªc cõa �a thùc b¬ng 0 n¶n ta t¼m mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng
tr¼nh d÷îi d¤ng:

Y = x(A cosx+B sinx)
Y
′
= (A+Bx) cosx+ (B − Ax) sinx

Y
′′

= (2B − Ax) cosx− (2A+Bx) sinx.

Thay Y, Y ′, Y ′′ v o ph÷ìng tr¼nh v  rót gån ta �÷ñc :

2Bcosx− (−2Asinx) = cosx

⇒
§

2A = 0
2B = 1

⇒

{
A = 0

B =
1

2
.

Vªy nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh l  Y =
x

2
sinx.

Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  y = C1 cosx+ C2 sinx+
x

2
sinx.

c) V¸ ph£i cõa ph÷ìng tr¼nh l  têng cõa hai h m f1(x) = cos 2x, f2(x) = cos x.

Theo nguy¶n lþ chçng ch§t nghi»m, têng nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh trong (a) vîi mët
nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh trong (b) l  mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho.

Vªy Y = −1

3
cos 2x+

x

2
sinx l  mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho.

Do �â nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l  y = C1 cosx+ C2 sinx− 1

3
cos 2x+

x

2
sinx.

•V½ dö 3.31. Gi£i ph÷ìng tr¼nh y′′ − y =
ex

1 + ex
.

Líi gi£i.
B÷îc 1. Gi£i ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t câ ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng k2 − 1 = 0⇒ k = ±1.

Vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng y = C1e
x + C2e

−x.

B÷îc 2. V¸ ph£i cõa ph÷ìng tr¼nh l  f(x) =
ex

1 + ex
khæng câ d¤ng �°c bi»t. Ta sû döng

ph÷ìng ph¡p bi¸n thi¶n b¬ng sè Lagrange t¼m nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh khæng thu¦n nh§t d÷îi
d¤ng y = C1(x)ex + C2(x)e−x trong �â C1(x), C2(x) l  nghi»m cõa h»:{

C ′1(x)ex + C ′2(x)e−x = 0

C ′1(x)ex − C ′2(x)e−x =
ex

1 + ex
.

Gi£i ra ta �÷ñc C1(x) =
1

2
[x− ln(ex + 1) +K1], C2(x) = −1

2
[ex − ln(ex + 1) +K2] .

Vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh l :

y =
1

2
ex [x− ln(ex + 1) +K1]− 1

2
e−x [ex − ln(ex + 1) +K2] .
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B i tªp ch÷ìng 3

B i 3.1. Gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n câ bi¸n sè ph¥n ly:
a) (1 + x)ydx+ (1− y)xdy = 0;
b) (x2 − yx2)y′ + y2 + xy2 = 0;
c) 2x

√
y2 − y + 1dx− (1 + x2)dy = 0;

d) x
√

1 + y2dx+ y
√

1 + x2dy = 0, y|x=0 = 1;
e) (1 + e2x)y2dy = exdx, y|x=0 = 0.
�¡p sè:
a) ln |xy|+ x− y = C;

b)
x+ y

xy
+ ln

∣∣∣y
x

∣∣∣ = C;

c) 1 + x2 = C

�
y − 1

2
+
√
y2 − y + 1

�
;

d)
√

1 + x2 +
√

1 + y2 =
√

2 + 1;

e) y3 = 3arctanex − 3π

4
.

B i 3.2. Gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n �¯ng c§p mët:

a) y′ =
2xy + y2

x2
;

b) xdy − ydx =
√
x2 + y2;

c) xyy′ + x2 − 2y2 = 0;
d) (3x2 + y2)y + (y2 − x2)xy′ = 0.
�¡p sè:
a) x(x+ y) = Cy;
b) 1 + 2Cy − C2x2 = 0;
c) y = ±x

√
1 + C2x2;

d) x(x2 + y2)− C2y = 0.
B i 3.3. Gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n tuy¸n t½nh c§p mët:

a) y′ − 2x− 1

x2 − x
y = 1;

b) y′ + 2xy = xe−x
2 ;

c) (1 + x2)y′ − 2xy = (1 + x2)2;

d) y′ − 2y

x+ 1
= (x+ 1)3; y|x=0 =

1

2
.

�¡p sè:

a) y =

�
ln

∣∣∣∣x− 1

x

∣∣∣∣+K

�
(x2 − x);

b) y = e−x
2

�
C +

x2

2

�
;

c) y = (1 + x2)(x+ C);

d) y = (x+ 1)2

�
x2

2
+ x+

1

2

�
.

B i 3.4. Gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n Becnully sau:
a) x(1 + x2)y′ − 4x2y = 2(1 + x2)2√y;
b) y′ − 2y cot gx =

√
y sin 4x;

c) y′+xy = x3y3;

d) y′ + y = e

x

2 .
√
y , y|x=0 =

9

4
.

�¡p sè:
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a) y = (ln |x|+K)2 (1 + x2)2;
b) y = (sin 3x/3 + sin x+K)2 sin2 x;
c) y2(x2 + 1 +Kex

2
) = 1;

d) y = e−x
�

1

2
ex + 1

�2

.

B i 3.5. Gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n to n ph¦n:
a) (x+ y + 1)dx+ (x− y2 + 3)dy = 0;
b) 2(3xy2 + 2x3)dx+ 3(2x2y + y2)dy = 0;
c) (2x+ y)eydx+ (x2 + xy + x)eydy = 0;

d)
�

1 +
2x

x2 + y2 + 1

�
dx+

�
1 +

2y

x2 + y2 + 1

�
dy = 0.

�¡p sè:

a)
x2

2
+ x+ xy − y3

3
+ 3y = C;

b) x4 + 3x2y2 + y3 = C;
c) (x2 + xy)ey = C;
d) x+ y + ln(x2 + y2 + 1) = C.
B i 3.6. Gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n c§p 2 khuy¸t:
a) xy′′ − y′ = x2ex;

b) y′′ − y′

x− 1
− x(x− 1) = 0 ; y|x=2 = 1 ; y′|x=2 = −1;

c) y′′ + 2y′(1− 2y) = 0 ; y|x=0 = 0 ; y′|x=0 =
1

2
;

d) xy′′ − y′ = x2 lnx ; y|x=1 = −4

9
; y′|x=1 = −1.

�¡p sè:
a) y = ex(x− 1) + C1x

2 + C2;

b) y =
1

24
(3x4 − 4x3 − 36x2 + 72x+ 8);

c) y =
1

2
− 1

2(x+ 1)
;

d) y =
x3

3

�
lnx− 4

3

�
.

B i 3.7. Gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n
a) x2(lnx− 1)y′′ − xy′ + y = 0 bi¸t r¬ng nâ câ mët nghi»m ri¶ng d¤ng y1(x) = xα, α ∈ R.
b) (2x+ 1)y′′ + (4x− 2)y′ − 8y = 0 bi¸t r¬ng nâ câ mët nghi»m ri¶ng d¤ng y1(x) = eαx,α ∈ R.
c) (x2 − 1)y′′ − 6y = 0 bi¸t r¬ng nâ câ mët nghi»m ri¶ng y1(x) câ d¤ng �a thùc.
d) (2x− x2)y′′ + (x2 − 2)y′ + 2(1− x)y = 0, y|x=1 = 0, y′|x=1 = 1 bi¸t r¬ng nâ câ mët nghi»m
ri¶ng y1(x) = ex.

e) x(x+ 1)y′′ + (x+ 2)y′ − y = x+
1

x
bi¸t r¬ng ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng cõa nâ câ

mët nghi»m ri¶ng d¤ng �a thùc.
f) (2x− x2)y′′+ 2(x− 1)y′− 2y = −2 bi¸t r¬ng nâ câ hai nghi»m ri¶ng l  y1(x) = 1, y2(x) = x.
�¡p sè:
a) y = C1x+ C2 ln |x|;

b) y = C1e
−2x + C2

�
(2x+ 1)2

2
− 2x

�
;

c) y = C1(x3 − x) + C2

�
1− 3

2
x2 +

3x(x2 − 1)

4
ln

∣∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣∣�;
d) y = x2 − ex−1;

e) y =
x+ 2

2
ln |x|+ C1(x+ 2) + C2

1

x
+

3

2
;

f) y = C1x
2 + C2(x− 1) + 1.
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B i 3.8. Gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n sau:
a) y′′ + 2y′ + y = 3e−x

√
x+ 1;

b) y′′ + y = tgx;

c) y′′ + 5y′ + 6y =
1

1 + e2x
.

�¡p sè:

a) y = e−x
�
C1 + C2x+

4

5
(1 + x)5/2

�
;

b) y = C1 cosx+ C2sinx− cosx ln
∣∣∣tan

(x
2

+
π

4

)∣∣∣;
c) y = C1e

−2x + C2e
−3x +

1

2
e−2x ln(1 + e2x) + e−3xarctanex.

B i 3.9. Gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n sau:
a) y′′ − 7y′ + 6y = sinx;
b) y′′ + 9y = 6e3x;
c) y′′ − 3y′ = 2− 6x;
d) y′′ − 2y′ + 3y = e−xcosx;
e) y′′ + 4y = 2sin2x.
�¡p sè:
a) y = C1e

x + C2e
6x +

5sinx + 7 cosx

74
;

b) y = C1cos3x + C2 sin 3x+
1

3
e3x;

c) y = C1 + C2e
3x + x2;

d) y = ex(C1cos
√

2x+ C2 sin
√

2x) +
e−x

41
(5 cosx− 4 sinx);

e) y = C1cos2x + C2 sin 2x− x

2
cos2x.



Ch÷ìng 4

MA TR�N - �ÀNH THÙC - H�
PH×ÌNG TR�NH TUY�N T�NH

4.1. Ma trªn

4.1.1. Kh¡i ni»m ma trªn

? �ành ngh¾a 4.1. Mët b£ng sè chú nhªt câ m h ng n cët �÷ñc gåi l  mët ma trªn cï m×n.
aij l  ph¦n tû n¬m ð h ng i cët j cõa ma trªn A. Ta vi¸t:

A =

�
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

�
ho°c A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn


D¤ng thu gån l  A = [aij]m×n ho°c A = (aij)m×n.

Kþ hi»u tªp c¡c ma trªn cï m× n l Mm×n

•V½ dö 4.1. B£ng sè

A =

�
1 −2 4
3 5 −7

�
l  mët ma trªn cï 2× 3 vîi c¡c ph¦n tû

a11 = 1; a12 = −2; a13 = 4;
a21 = 3; a22 = 5; a23 = −7.

∗ Chó þ: Trong khuæn khê b i gi£ng n y, chóng ta ch¿ x²t chõ y¸u c¡c ma trªn thüc, tùc l 
c¡c ma trªn vîi aij ∈ R

4.1.2. Mët sè d¤ng �°c bi»t cõa ma trªn

a) Ma trªn khæng
Ma trªn khæng l  ma trªn m  t§t c£ c¡c ph¦n tû �·u b¬ng khæng. Ma trªn khæng �÷ñc kþ

hi»u l  O.
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•V½ dö 4.2. �
0 0 0 0
0 0 0 0

�
l  mët ma trªn khæng cï 2× 4

b) Ma trªn h ng, ma trªn cët
Ma trªn h ng l  ma trªn ch¿ câ mët h ng. Ma trªn cët l  ma trªn ch¿ câ mët cët.

[
1 2 3

]
l  ma trªn h ng;

1
2
3

 l  ma trªn cët

c) Ma trªn vuæng c§p n

Ma trªn vuæng c§p n l  ma trªn câ n h ng v  n cët, kþ hi»u A = [aij]n ho°c A = (aij)n

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · . . . · · ·
an1 an2 · · · ann


C¡c ph¦n tû a11, a22, . . . , ann �÷ñc gåi l  c¡c ph¦n tû ch²o, chóng t¤o th nh �÷íng ch²o

ch½nh cõa ma trªn vuæng. Kþ hi»u tªp c¡c ma trªn vuæng c§p n l Mn

d) Ma trªn tam gi¡c:
Ma trªn vuæng A = [aij]n trong �â aij = 0 n¸u i > j �÷ñc gåi l  ma trªn tam gi¡c tr¶n.

(Ma trªn câ c¡c ph¦n tû n¬m ph½a d÷îi �÷íng ch²o ch½nh �·u b¬ng 0)
a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

· · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · ann

 cán vi¸t


a11 a12 · · · a1n

a22 · · · a2n

. . . · · ·
ann


Ma trªn vuæng A = [aij]n trong �â aij = 0 n¸u i < j �÷ñc gåi l  ma trªn tam gi¡c d÷îi.

(Ma trªn câ c¡c ph¦n tû n¬m ph½a tr¶n �÷íng ch²o ch½nh �·u b¬ng 0)
a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · 0

· · · · · · . . . · · ·
an1 an2 · · · ann

 cán vi¸t


a11

a21 a22

· · · · · · . . .
an1 an2 · · · ann


Ma trªn tam gi¡c tr¶n ho°c ma trªn tam gi¡c d÷îi �÷ñc gåi chung l  ma trªn tam gi¡c.
e) Ma trªn ch²o

Ma trªn ch²o l  ma trªn vuæng c§p n trong �â aij = 0 n¸u i 6= j:
(Ma trªn câ c¡c ph¦n tû n¬m ngo i �÷íng ch²o ch½nh �·u b¬ng 0)

a11 0 · · · 0
0 a22 · · · 0

· · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · ann

 cán vi¸t


a11

a22

. . .
ann


f) Ma trªn �ìn và c§p n
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Ma trªn �ìn và c§p n l  ma trªn ch²o vîi t§t c£ c¡c ph¦n tû ch²o �·u b¬ng 1. Kþ hi»u In
ho°c En. Khi n �¢ rã ho°c khæng c¦n thi¸t ph£i nh­c tîi ta câ thº kþ hi»u ma trªn �ìn và l  I
(ho°c E). 

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0

· · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · 1

 cán vi¸t


1

1
. . .

1



4.1.3. Ph²p to¡n tr¶n ma trªn

a) Ma trªn b¬ng nhau

? �ành ngh¾a 4.2. Hai ma trªn A v  B �÷ñc gåi l  b¬ng nhau n¸u chóng câ còng cï v  c¡c
ph¦n tû còng và tr½ b¬ng nhau.

b) Cëng ma trªn

? �ành ngh¾a 4.3. Têng cõa hai ma trªn còng cï A = [aij]m×n v  B = [bij]m×n l  ma trªn
A+B cï m× n x¡c �ành bði: A+B = [aij + bij]m×n

Nh÷ vªy muèn cëng hai ma trªn còng cï ta cëng c¡c ph¦n tû còng và tr½.

•V½ dö 4.3. �
1 2
−3 1

�
+

�
−3 5
4 2

�
=

�
−2 7
1 3

�
3 T½nh ch§t Vîi A,B,C,O l  c¡c ma trªn cï m× n d¹ th§y:

A+B = B + A
A+O = O + A = A
(A+B) + C = A+ (B + C)

c) Nh¥n ma trªn vîi mët sè

? �ành ngh¾a 4.4. T½ch cõa ma trªn A = [aij]m×n vîi sè thüc k l  ma trªn kA cï m× n x¡c
�ành bði: kA = [kaij]m×n

Nh÷ vªy muèn nh¥n ma trªn vîi mët sè ta nh¥n sè �â vîi t§t c£ c¡c ph¦n tû cõa ma trªn.

•V½ dö 4.4.

2

�
1 2 −4
−3 1 7

�
=

�
2 4 −8
−6 2 14

�
;

1
2

3
1

9

−1

3

 =
1

9

�
9 6
1 −3

�
3 T½nh ch§t Vîi A,B ∈Mm×n; k, l ∈ R ta câ:

k(lA) = (kl)A
(k + l)A = kA+ lA
k(A+B) = kA+ kB

d) Nh¥n hai ma trªn
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? �ành ngh¾a 4.5. T½ch cõa ma trªn A = [aij]m×p vîi ma trªn B = [bij]p×n (theo thù tü �â)
l  ma trªn AB = C = [cij]m×n vîi c¡c ph¦n tû �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau:

cij =

p∑
k=1

aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aipbpj

Nh÷ vªy khi l§y h ng i cõa ma trªn thù nh§t nh¥n t÷ìng ùng vîi cët j cõa ma trªn thù
hai ta �÷ñc ph¦n tû cij cõa ma trªn t½ch.

•V½ dö 4.5. [
1 −2 3

] −3
2
4

 =
[
1.(−3) + (−2).2 + 3.4

]
=
[
5
]

•V½ dö 4.6. −3
2
4

 [1 −2 3
]

=

−3 6 −9
2 −4 6
4 −8 12


•V½ dö 4.7. �

1 −2 3
2 4 1

� 3 −2
0 1
−1 4

 =

�
0 8
5 4

�
•V½ dö 4.8. �

1 −2
−3 6

� �
4 2
2 1

�
=

�
0 0
0 0

�
;

�
4 2
2 1

� �
1 −2
−3 6

�
=

�
−2 4
−1 2

�
3 T½nh ch§t Vîi A,B,C l  c¡c ma trªn sao cho c¡c ph²p to¡n d÷îi �¥y thüc hi»n �÷ñc v 
k ∈ R ta câ:

(AB)C = A(BC) A(kB) = k(AB)
A(B + C) = AB + AC (A+B)C = AC +BC
A.I = I.A = A

∗ Chó þ: : Ph²p nh¥n ma trªn khæng câ t½nh ch§t giao ho¡n.
e) Luÿ thøa ma trªn

? �ành ngh¾a 4.6. Cho A l  ma trªn vuæng c§p n, k ∈ N∗. Lôy thøa bªc k cõa ma trªn A l 
ma trªn vuæng còng c§p �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau:

Ak = A.A. . . . .A︸ ︷︷ ︸
k ma trªn A

Nhªn x²t 4.1. Do t½nh ch§t k¸t hñp cõa ph²p nh¥n ma trªn n¶n:

Ak = (Ak−1).A = A.(Ak−1)

•V½ dö 4.9. Cho A =

�
1 1
0 1

�
. T½nh An.

Líi gi£i.
Ta câ:

A2 =

�
1 1
0 1

� �
1 1
0 1

�
=

�
1 2
0 1

�
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A3 =

�
1 2
0 1

� �
1 1
0 1

�
=

�
1 3
0 1

�
Dü �o¡n cæng thùc:

An =

�
1 n
0 1

�
Ta chùng minh cæng thùc tr¶n b¬ng quy n¤p:

� Cæng thùc �¢ �óng trong tr÷íng hñp n = 1, n = 2.

� Gi£ sû cæng thùc �óng vîi n = k ≥ 2, tùc l : Ak =

�
1 k
0 1

�
. Khi �â:

Ak+1 =

�
1 k
0 1

� �
1 1
0 1

�
=

�
1 k + 1
0 1

�
tùc l  cæng thùc �óng vîi n = k + 1.

Vªy cæng thùc dü �o¡n �¢ �÷ñc chùng minh xong.
f) Chuyºn và ma trªn

? �ành ngh¾a 4.7. Ma trªn chuyºn và cõa ma trªn A l  ma trªn câ �÷ñc tø A sau khi �êi
h ng th nh cët v  �êi cët th nh h ng, kþ hi»u At

Nh÷ vªy n¸u A = [aij]m×n th¼ At = [bji]n×m : bji = aij,∀i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

•V½ dö 4.10.

A =

�
1 2 3
4 5 6

�
⇒ At =

1 4
2 5
3 6


3 T½nh ch§t Vîi A,B,C l  c¡c ma trªn sao cho c¡c ph²p to¡n d÷îi �¥y thüc hi»n �÷ñc v 
k ∈ R ta câ:

(A+B)t = At +Bt; (kA)t = k.At

(AB)t = Bt.At; (Am)t = (At)m

4.1.4. Bi¸n �êi sì c§p tr¶n ma trªn

C¡c bi¸n �êi sau �¥y �÷ñc gåi l  bi¸n �êi sì c§p tr¶n ma trªn:
+) Chuyºn và ma trªn;
+) �êi ché 2 h ng (cët);
+) Cëng nhi·u h ng (cët) v o mët h ng (cët);
+) Nh¥n mët h ng (cët) vîi mët sè kh¡c 0;
+) Nh¥n mët h ng (cët) vîi mët sè rçi cëng t÷ìng ùng v o h ng (cët) kh¡c.

∗ Chó þ: Hiºn nhi¶n khi thüc hi»n c¡c bi¸n �êi tr¶n th¼ ma trªn thay �êi. C¡c ph²p bi¸n �êi
ch¿ thüc hi»n tr¶n h ng �÷ñc gåi l  bi¸n �êi sì c§p v· h ng, c¡c ph²p bi¸n �êi ch¿ thüc hi»n
tr¶n cët �÷ñc gåi l  bi¸n �êi sì c§p v· cët.
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4.2. �ành thùc

4.2.1. �ành ngh¾a

X²t ma trªn vuæng c§p n:

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann


? �ành ngh¾a 4.8. Ma trªn con ùng vîi ph¦n tû aij cõa A l  ma trªn câ �÷ñc tø A sau khi
bä �i h ng i v  cët j, kþ hi»u l  Mij

•V½ dö 4.11. Vîi ma trªn

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9


ta câ:

M11 =

�
5 6
8 9

�
; M23 =

�
1 2
7 8

�
? �ành ngh¾a 4.9. �ành thùc cõa ma trªn A l  mët sè, kþ hi»u l  det(A) ho°c |A| �÷ñc �ành
ngh¾a nh÷ sau:

A l  ma trªn c§p 1:
[
a11

]
th¼ det(A) = a11

A l  ma trªn c§p 2:
�
a11 a12

a21 a22

�
th¼ det(A) = a11a22 − a12a21

A l  ma trªn c§p n th¼:

det(A) = a11 det(M11)− a12 det(M12) + . . .+ (−1)1+na1n det(M1n)

(cæng thùc n y cán �÷ñc gåi l  cæng thùc khai triºn �ành thùc theo h ng 1)

•V½ dö 4.12. ∣∣∣∣∣∣
1 2 −3
−4 5 6
7 −8 9

∣∣∣∣∣∣ =1

∣∣∣∣ 5 6
−8 9

∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣−4 6
7 9

∣∣∣∣− 3

∣∣∣∣−4 5
7 −8

∣∣∣∣
=1(45 + 48)− 2(−36− 42)− 3(32− 35) = 258

4.2.2. T½nh ch§t

a) T½nh ch§t cì b£n cõa �ành thùc
3 T½nh ch§t 1. det(A) = det(At)

Do �â mët t½nh ch§t cõa �ành thùc khi ph¡t biºu �óng vîi h ng th¼ công s³ �óng vîi cët.
3 T½nh ch§t 2. �êi ché hai h ng (hay hai cët) cõa �ành thùc th¼ �ành thùc �êi d§u.
3 T½nh ch§t 3. Cæng thùc khai triºn �ành thùc theo h ng i:

det(A) =
n∑
j=1

(−1)i+jaij det(Mij)



4.2 �ành thùc 93

3 T½nh ch§t 4. Cæng thùc khai triºn �ành thùc theo cët j:

det(A) =
n∑
i=1

(−1)i+jaij det(Mij)

•V½ dö 4.13. X²t ma trªn

A =

 1 2 −3
−4 5 6
7 −8 0


Khai triºn �ành thùc cõa A theo h ng 2 ta câ:

det(A) =4

∣∣∣∣ 2 −3
−8 0

∣∣∣∣+ 5

∣∣∣∣1 −3
7 0

∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣1 2
7 −8

∣∣∣∣
=4.(0− 24) + 5(0 + 21)− 6(−8− 14) = 141

Khai triºn �ành thùc theo cët 3 ta câ:

det(A) =− 3

∣∣∣∣−4 5
7 −8

∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣1 2
7 −8

∣∣∣∣+ 0

=− 3(32− 35)− 6(−8− 14) = 141

b) �ành thùc cõa ma trªn tam gi¡c
Sû döng cæng thùc khai triºn �ành thùc theo h ng 1 ho°c cët 1 d¹ th§y �ành thùc cõa ma

trªn tam gi¡c b¬ng t½ch c¡c ph¦n tû ch²o:∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22 . . . ann;

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22 . . . ann

c) C¡c ph²p to¡n tr¶n �ành thùc
Têng hai �ành thùc. Khi t§t c£ c¡c ph¦n tû cõa mët h ng (hay mët cët) câ d¤ng têng cõa
hai sè h¤ng th¼ �ành thùc câ thº ph¥n t½ch th nh têng hai �ành thùc. Ch¯ng h¤n:∣∣∣∣a11 a12 + b12

a21 a22 + b22

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣+

∣∣∣∣a11 b12

a21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 + b11 a12 + b12

a21 a22

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣+

∣∣∣∣b11 b12

a21 a22

∣∣∣∣
Nh¥n �ành thùc vîi mët sè. Khi nh¥n �ành thùc vîi mët sè ta nh¥n sè �â vîi mët h ng
(ho°c mët cët) cõa �ành thùc. Ng÷ñc l¤i, khi c¡c ph¦n tû cõa mët h ng (ho°c mët cët) câ thøa
sè chung th¼ ta câ thº �÷a thøa sè chung �â ra ngo i d§u �ành thùc.

•V½ dö 4.14.

2

∣∣∣∣∣∣
1 −3 5
7 −1 4
5 −9 8

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2 −6 10
7 −1 4
5 −9 8

∣∣∣∣∣∣ Nh¥n sè 2 v o h ng 1

= 2

∣∣∣∣∣∣
2 −6 5
7 −1 2
5 −9 4

∣∣∣∣∣∣ �÷a sè 2 ð cët 3 ra ngo i
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�ành thùc cõa t½ch hai ma trªn. N¸u A v  B l  hai ma trªn vuæng còng c§p th¼ câ:

det(AB) = det(A). det(B)

•V½ dö 4.15. Cho ma trªn

A =


a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a


T½nh det(A2010)

Líi gi£i.

A.At =


a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a



a −b −c −d
b a −d c
c d a −b
d −c b a



=


a2 + b2 + c2 + d2 0 0 0

0 a2 + b2 + c2 + d2 0 0
0 0 a2 + b2 + c2 + d2 0
0 0 0 a2 + b2 + c2 + d2


Suy ra:

det(A.At) = (a2 + b2 + c2 + d2)4

M  det(A) = det(At) n¶n det(AAt) = det(A). det(At) = [det(A)]2. Do �â

[det(A)]2 = (a2 + b2 + c2 + d2)4

Vªy:
det(A2010) = [det(A)]2010 =

{
[det(A)]2

}1005

=
{

(a2 + b2 + c2 + d2)4
}1005

= (a2 + b2 + c2 + d2)4020

d) C¡c tr÷íng hñp �ành thùc b¬ng 0
N¸u ma trªn câ mët trong c¡c �°c �iºm sau �¥y th¼ �ành thùc cõa nâ b¬ng khæng:

� Câ mët h ng (hay mët cët) b¬ng khæng;

� Câ hai h ng (hay hai cët) t� l»;

� Câ mët h ng (hay mët cët) l  tê hñp tuy¸n t½nh cõa c¡c h ng kh¡c (hay cõa c¡c cët
kh¡c).

e) �nh h÷ðng cõa c¡c bi¸n �êi sì c§p �¸n �ành thùc

� N¸u chuyºn và ma trªn th¼ �ành thùc cõa ma trªn khæng �êi;

� N¸u �êi ché hai h ng (ho°c hai cët) th¼ �ành thùc �êi d§u;

� N¸u cëng nhi·u h ng (ho°c nhi·u cët) v o mët h ng (ho°c mët cët) th¼ �ành thùc khæng
�êi;

� N¸u nh¥n mët h ng (ho°c mët cët) cõa �ành thùc vîi sè k 6= 0 th¼ �ành thùc mîi b¬ng k
nh¥n vîi �ành thùc cô;

� N¸u nh¥n mët h ng (ho°c mët cët) vîi mët sè rçi cëng v o h ng (ho°c cët) kh¡c th¼ �ành
thùc khæng �êi.



4.2 �ành thùc 95

4.2.3. T½nh �ành thùc b¬ng bi¸n �êi sì c§p

�º t½nh mët �ành thùc b¬ng bi¸n �êi sì c§p ta l m nh÷ sau:

B÷îc 1. �p döng c¡c bi¸n �êi sì c§p �÷a �ành thùc �¢ cho v· d¤ng tam gi¡c, nhî ghi l¤i t¡c
döng cõa tøng ph²p bi¸n �êi �÷ñc sû döng;

B÷îc 2. T½nh �ành thùc cõa ma trªn tam gi¡c b¬ng t½ch c¡c ph¦n tû ch²o, v  kº �¸n t¡c döng
têng hñp cõa c¡c bi¸n �êi �¢ sû döng.

∗ Chó þ: Câ thº k¸t hñp c¡c cæng thùc khai triºn �ành thùc v  bi¸n �êi sì c§p �º t½nh �ành
thùc.

•V½ dö 4.16. T½nh �ành thùc:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1 1
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
Líi gi£i.

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 6 6 6
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ cëng c¡c h ng v o h ng 1

= 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ �÷a thøa sè 6 ð h ng 1 ra ngo i

= 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ cëng −1 l¦n h ng 1 v o c¡c h ng kh¡c

= 6.1.2.2.2 = 48

•V½ dö 4.17. T½nh �ành thùc:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 3
3 6 7 −2
2 7 −8 15
−4 −6 5 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Líi gi£i.

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 3

0 0 10 −11

0 3 −6 9

0 2 1 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Cëng −3 h ng 1 v o h ng 2
Cëng −2 h ng 1 v o h ng 3
Cëng 4 h ng 1 v o h ng 4

= −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 3

0 1 −2 3

0 0 10 −11

0 2 1 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�÷a thøa sè 3 ð h ng 3 ra ngo i
�êi ché h ng 2 v  h ng 3
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= −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 3

0 1 −2 3

0 0 10 −11

0 0 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Cëng −2 h ng 2 v o h ng 4

= −3

∣∣∣∣∣10 −11

5 4

∣∣∣∣∣ Khai triºn �ành thùc theo cët 1 (2 l¦n)

= −3(40 + 55) = −285

4.3. Ma trªn nghàch �£o

4.3.1. �ành ngh¾a

? �ành ngh¾a 4.10. Cho A l  ma trªn vuæng c§p n. N¸u câ ma trªn B vuæng còng c§p sao
cho:

AB = BA = In

th¼ nâi A kh£ �£o v  gåi B l  ma trªn nghàch �£o cõa A. Kþ hi»u ma trªn nghàch �£o cõa A
l  A−1.

Nh÷ vªy ta câ: A.A−1 = A−1.A = In

Khi A câ ma trªn nghàch �£o ta nâi A khæng suy bi¸n.

•V½ dö 4.18. X²t A =

�
2 1
5 3

�
v  B =

�
3 −1
−5 2

�
, ta câ:

AB =

�
2 1
5 3

� �
3 −1
−5 2

�
=

�
1 0
0 1

�
= I2; BA =

�
3 −1
−5 2

� �
2 1
5 3

�
=

�
1 0
0 1

�
= I2

Vªy B = A−1 v  A = B−1.

4.3.2. T½nh ch§t

♦ �ành lþ 4.1. Ma trªn nghàch �£o cõa ma trªn vuæng A n¸u câ th¼ duy nh§t.

∆.Gi£ sû B v  C �·u l  ma trªn nghàch �£o cõa A, ngh¾a l :

AB = BA = In; AC = CA = In

Tø AB = In suy ra:

C(AB) = CIn ⇒ (CA)B = C ⇒ InB = C ⇒ B = C�.

♦ �ành lþ 4.2. N¸u ma trªn vuæng A kh£ �£o th¼ det(A) 6= 0.

∆.V¼ A câ ma trªn nghàch �£o n¶n tçn t¤i A−1 v  A.A−1 = In. �p döng cæng thùc t½nh
�ành thùc cõa t½ch hai ma trªn ta câ:

det(AA−1) = det(In)⇒ det(A) det(A−1) = 1

Vªy ph£i câ det(A) 6= 0. Ta công câ det(A−1) 6= 0 �.
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♦ �ành lþ 4.3. N¸u ma trªn vuæng A ∈Mn câ det(A) 6= 0 th¼ A kh£ �£o v :

A−1 =
1

det(A)
Ct

ð �â C = [cij]n l  ma trªn phö hñp cõa ma trªn A v  cij = (−1)i+j det(Mij).

∆.�p döng cæng thùc khai triºn �ành thùc theo h ng (i) ta câ:

n∑
j=1

(−1)i+jaij det(Mij) = det(A)

⇒ ai1ci1 + ai2ci2 + · · ·+ aincin = det(A).

V¼ �ành thùc câ hai h ng gièng nhau th¼ b¬ng khæng n¶n suy ra:

ak1ci1 + ak2ci2 + · · ·+ akncin =

§
det(A) n¸u k = i

0 n¸u k 6= i
.

Do �â ACt = det(A).I

�p döng cæng thùc khai triºn �ành thùc theo cët v  lªp luªn t÷ìng tü ta công câ:

Ct.A = det(A).I

Nh÷ vªy A.
�

1

det(A)
Ct

�
=

�
1

det(A)
Ct

�
.A = I suy ra �i·u ph£i chùng minh �.

♦ �ành lþ 4.4. Cho A l  ma trªn vuæng c§p n.

i) N¸u B l  ma trªn vuæng còng c§p vîi A sao cho AB = I th¼ A kh£ �£o v  B = A−1.

ii) N¸u B l  ma trªn vuæng còng c§p vîi A sao cho BA = I th¼ A kh£ �£o v  B = A−1.

∆.i) V¼ AB = I n¶n det(AB) = det(I)⇒ det(A) det(B) = 1. Do �â det(A) 6= 0. Theo �ành
lþ (4.3) suy ra A kh£ �£o v  câ ma trªn nghàch �£o A−1.

Nh¥n �¯ng thùc AB = I b¶n tr¡i vîi A−1 ta câ:

A−1(AB) = A−1I ⇒ (A−1A)B = A−1 ⇒ B = A−1

Ph¦n (ii) chùng minh t÷ìng tü �.

♦ �ành lþ 4.5. Gi£ sû A,B ∈Mn l  c¡c ma trªn kh£ �£o. Khi �â:

i) A−1 công kh£ �£o v  (A−1)−1 = A;

ii) ∀m ∈ N∗ ta câ Am công kh£ �£o v  (Am)−1 = (A−1)m;

iii) ∀k 6= 0 ta câ kA công kh£ �£o v  (kA)−1 =
1

k
A−1;

iv) AB công kh£ �£o v  (AB)−1 = B−1A−1.

∆.C¡c ph¦n �÷ñc chùng minh t÷ìng tü, ch¯ng h¤n chùng minh (iv):

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I.

Vªy theo �ành lþ (4.4) suy ra AB kh£ �£o v  câ ma trªn nghàch �£o l  (AB)−1 = B−1A−1 �.
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4.3.3. T¼m ma trªn nghàch �£o b¬ng phö �¤i sè

�º t¼m ma trªn nghàch �£o cõa ma trªn A = [aij]n ta ¡p döng cæng thùc cõa �ành lþ 4.3:

A−1 =
1

det(A)
Ct

ð �â:
C = [cij]n l  ma trªn phö hñp cõa ma trªn A;
cij = (−1)i+j det(Mij) l  phö �¤i sè cõa ph¦n tû aij;
Mij l  ma trªn câ �÷ñc tø A sau khi bä �i h ng i v  cët j.

•V½ dö 4.19. T¼m ma trªn nghàch �£o cõa:

A =

1 2 3
2 5 3
1 0 8


Líi gi£i.

det(A) = 1

∣∣∣∣2 3
5 3

∣∣∣∣+ 8

∣∣∣∣1 2
2 5

∣∣∣∣ = −1 6= 0.

C¡c ph¦n tû cõa ma trªn phö hñp l :

c11 = +

∣∣∣∣5 3
0 8

∣∣∣∣ = 40; c12 = −
∣∣∣∣2 3
1 8

∣∣∣∣ = −13; c13 = +

∣∣∣∣2 5
1 0

∣∣∣∣ = −5

c21 = −
∣∣∣∣2 3
0 8

∣∣∣∣ = −16; c22 = +

∣∣∣∣1 3
1 8

∣∣∣∣ = 5; c23 = −
∣∣∣∣1 2
1 0

∣∣∣∣ = 2

c31 = +

∣∣∣∣2 3
5 3

∣∣∣∣ = −9; c32 = −
∣∣∣∣1 3
2 3

∣∣∣∣ = 3; c33 = +

∣∣∣∣1 2
2 5

∣∣∣∣ = 1

Do �â:

C =

 40 −13 −5
−16 5 2
−9 3 1

⇒ Ct =

 40 −16 −9
−13 5 3
−5 2 1


Vªy ma trªn nghàch �£o cõa A l :

A−1 =
1

−1

 40 −16 −9
−13 5 3
−5 2 1

 =

−40 16 9
13 −5 −3
5 −2 −1


•V½ dö 4.20. T¼m ma trªn X, bi¸t:�

1 2
−1 3

�
X =

�
1 −1 2
3 1 −4

�
Líi gi£i.

�°t A =

�
1 2
−1 3

�
; B =

�
1 −1 2
3 1 −4

�
.

Ta câ: det(A) = 5 6= 0 n¶n A câ ma trªn nghàch �£o A−1.
Ph÷ìng tr¼nh ma trªn �¢ cho trð th nh: AX = B ⇔ X = A−1B.
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Ma trªn nghàch �£o A−1 �÷ñc t¼m nh÷ sau:

C =

�
3 1
−2 1

�
⇒ Ct =

�
3 −2
1 1

�
⇒ A−1 =

1

5
Ct =

1

5

�
3 −2
1 1

�
.

Vªy ma trªn X c¦n t¼m l :

X =
1

5
CtB =

1

5

�
3 −2
1 1

� �
1 −1 2
3 1 −4

�
=

1

5

�
−3 −5 14
4 0 −2

�
=

−3

5
−1

14

5
4

5
0
−2

5

 .
4.3.4. T¼m ma trªn nghàch �£o b¬ng ph÷ìng ph¡p Gauss-Jordan

Muèn t½nh ma trªn nghàch �£o A−1 cõa ma trªn A b¬ng c¡c bi¸n �êi sì c§p v· h ng ta l m
nh÷ sau: 1

� Vi¸t ma trªn �ìn và I b¶n c¤nh ma trªn A.

� �p döng c¡c ph²p bi¸n �êi sì c§p v· h ng �º �÷a d¦n ma trªn A v· ma trªn �ìn và I,
t¡c �ëng �çng thíi ph²p bi¸n �êi sì c§p v o ma trªn I.

� Khi A �¢ �÷ñc bi¸n �êi th nh ma trªn I th¼ I trð th nh ma trªn nghàch �£o A−1.

A|I → I|B ⇒ B = A−1.

•V½ dö 4.21. T¼m ma trªn nghàch �£o cõa:

A =

1 2 3
2 5 3
1 0 8

 .
Líi gi£i. Qu¡ tr¼nh bi¸n �êi câ thº ghi tâm t­t th nh b£ng sau:

1 2 3 1 0 0 H1

2 5 3 0 1 0 H2

1 0 8 0 0 1 H3

1 2 3 1 0 0
0 1 -3 -2 1 0 −2H1 +H2 → H2

0 -2 5 -1 0 1 −H1 +H3 → H3

1 0 9 5 -2 0 −2H2 +H1 → H1

0 1 -3 -2 1 0
0 0 -1 -5 2 1 2H2 +H3 → H3

1 0 0 -40 16 9 9H3 +H1 → H1

0 1 0 13 -5 -3 −3H3 +H2 → H2

0 0 -1 -5 2 1
1 0 0 -40 16 9
0 1 0 13 -5 -3
0 0 1 5 -2 -1 −H3 → H3

1Cì sð lþ thuy¸t cõa ph÷ìng ph¡p n y �· nghà xem ð ph¦n 4.5.4
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Vªy ma trªn nghàch �£o cõa A l :

A−1 =

−40 16 9
13 −5 −3
5 −2 −1



4.4. H¤ng cõa ma trªn

4.4.1. �ành ngh¾a

? �ành ngh¾a 4.11. Cho A l  ma trªn c§p m × n. Ma trªn con c§p p cõa A l  ma trªn câ
�÷ñc tø A sau khi bä �i m− p h ng v  n− p cët. �ành thùc cõa ma trªn �â l  �ành thùc con
c§p p cõa A.

? �ành ngh¾a 4.12. H¤ng cõa ma trªn A l  c§p cao nh§t cõa �ành thùc con kh¡c khæng cõa
ma trªn A, kþ hi»u ρ(A) ho°c r(A).

•V½ dö 4.22. X²t ma trªn:

A =

 1 −2 3 4
2 −4 1 3
−1 2 0 −1


C¡c �ành thùc con c§p 3 cõa A l :∣∣∣∣∣∣

−2 3 4
−4 1 3
2 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0;

∣∣∣∣∣∣
1 3 4
2 1 3
−1 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0;

∣∣∣∣∣∣
1 −2 4
2 −4 3
−1 2 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0;

∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
2 −4 1
−1 2 0

∣∣∣∣∣∣ = 0

C¡c �ành thùc con c§p 2 cõa A l :∣∣∣∣1 −2
2 −4

∣∣∣∣ = 0;

∣∣∣∣1 3
2 1

∣∣∣∣ = −5 6= 0; · · ·

Vªy c§p cao nh§t trong c¡c �ành thùc con kh¡c 0 cõa A l  c§p 2, do �â ρ(A) = 2.
⊕ Nhªn x²t C¡c bi¸n �êi sì c§p khæng l m thay �êi h¤ng cõa ma trªn.

4.4.2. T¼m h¤ng cõa ma trªn b¬ng bi¸n �êi sì c§p

? �ành ngh¾a 4.13. Ma trªn bªc thang l  ma trªn câ c¡c �°c �iºm sau:

� C¡c h ng b¬ng 0 ð d÷îi c¡c h ng kh¡c 0; (n¸u ma trªn vøa câ c¡c h ng b¬ng 0, vøa câ
c¡c h ng kh¡c 0).

� �èi vîi 2 h ng kh¡c khæng li¶n ti¸p, ph¦n tû kh¡c 0 �¦u ti¶n (kº tø tr¡i sang) cõa h ng
tr¶n n¬m b¶n tr¡i ph¦n tû kh¡c 0 �¦u ti¶n cõa h ng d÷îi.

•V½ dö 4.23. 
1 2 3 0 4
0 5 6 0 0
0 0 0 7 8
0 0 0 0 0

 l  ma trªn bªc thang câ 3 h ng kh¡c 0

Nhªn x²t 4.2. H¤ng cõa ma trªn bªc thang b¬ng sè h ng kh¡c khæng cõa ma trªn �â.
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Quy t­c thüc h nh t¼m h¤ng cõa ma trªn: �º t¼m h¤ng cõa ma trªn A ta sû döng c¡c
bi¸n �êi sì c§p �÷a ma trªn A v· ma trªn bªc thang B. Khi �â:

ρ(A) = ρ(B)= sè h ng kh¡c khæng cõa B

•V½ dö 4.24. T¼m h¤ng cõa ma trªn:

A =

 1 −2 3 4
2 −4 1 3
−1 2 0 −1


Líi gi£i.

A =

 1 −2 3 4
2 −4 1 3
−1 2 0 −1

 −2H1+H2→H2−−−−−−−−−→
H1+H3→H3

1 −2 3 4
0 0 −5 −5
0 0 3 3

 − 1
5
H2→H2−−−−−−−−→

3H2+5H3→H3

1 −2 3 4
0 0 1 1
0 0 0 0


Ma trªn cuèi còng l  ma trªn bªc thang vîi 2 h ng kh¡c khæng. Vªy: ρ(A) = 2.

•V½ dö 4.25. T¼m m �º ma trªn sau câ h¤ng b² nh§t trong c¡c gi¡ trà m  nâ câ thº nhªn:

B =


3 1 1 4 −1

m2 +m 4 10 1 m+ 5
1 7 17 3 8
2 2 4 3 1


Vîi gi¡ trà �â cõa m h¤ng cõa B b¬ng bao nhi¶u?

Líi gi£i.

B =


3 1 1 4 −1

m2 +m 4 10 1 m+ 5
1 7 17 3 8
2 2 4 3 1

 C1↔C2,C2↔C3−−−−−−−−−→
C3↔C4


1 1 4 3 −1
4 10 1 m2 +m m+ 5
7 17 3 1 8
2 4 3 2 1


H2↔H4−−−−→


1 1 4 3 −1
2 4 3 2 1
7 17 3 1 8
4 10 1 m2 +m m+ 5

 −2H1+H2→H2−−−−−−−−−−→
−7H1+H3→H3

−4H1+H4→H4


1 1 4 3 −1
0 2 −5 −4 3
0 10 −25 −20 15
0 6 −15 m2 +m− 12 m+ 9



−3H2+H4→H4−−−−−−−−−−−−−−−→
−5H2 +H3 → H3

H3 ↔ H4


1 1 4 3 −1
0 2 −5 −4 3
0 0 0 m2 +m m
0 0 0 0 0


Vªy h¤ng(B) nhªn gi¡ trà nhä nh§t n¸u m = 0. Khi �â ρ(B) = 2.

4.5. H» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh

4.5.1. �ành ngh¾a

? �ành ngh¾a 4.14. H» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh m ph÷ìng tr¼nh, n ©n l  h» ph÷ìng tr¼nh câ
d¤ng: 

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

· · · · · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

(4.1)
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trong �â:

� x1, x2, . . . , xn l  c¡c ©n;

� aij l  h» sè cõa ©n xj trong ph÷ìng tr¼nh thù (i);

� bi l  v¸ ph£i cõa ph÷ìng tr¼nh thù (i).

D¤ng ma trªn cõa h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh
�°t:

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

 ; x =


x1

x2

· · ·
xn

 ; b =


b1

b2

· · ·
bm


th¼ h» ph÷ìng tr¼nh (4.1) cán câ d¤ng ma trªn:

Ax = b

trong �â A l  ma trªn h» sè ; x l  ma trªn ©n; b l  ma trªn v¸ ph£i.

4.5.2. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh b¬ng ma trªn nghàch �£o

Cho A l  ma trªn vuæng c§p n khæng suy bi¸n. Khi �â h» ph÷ìng tr¼nh Ax = b câ nghi»m
duy nh§t: x = A−1b

•V½ dö 4.26. Gi£i h»:
§

2x1 + 3x2 = 5
4x1 − x2 = 7

Líi gi£i.

A =

�
2 3
4 −1

�
; x =

�
x1

x2

�
; b =

�
5
7

�
T¼m ma trªn nghàch �£o cõa A:

det(A) = −14 6= 0; C =

�
−1 −4
−3 2

�
; A−1 =

1

−14

�
−1 −3
−4 2

�
suy ra:

x = A−1b =
1

−14

�
−1 −3
−4 2

� �
5
7

�
=

1

−14

�
−26
−6

�
=

13

7
3

7


Vªy nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh l :

x1 =
13

7
; x2 =

3

7

4.5.3. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh b¬ng ph÷ìng ph¡p Cramer

♦ �ành lþ 4.6. (�ành lþ Cramer) H» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh Ax = b, vîi A l  ma trªn
vuæng khæng suy bi¸n th¼ h» câ nghi»m duy nh§t:

xj =
det(Aj)

det(A)
, j = 1, 2, . . . , n

ð �â Aj l  ma trªn câ �÷ñc tø A sau khi thay cët thù j bði cët v¸ ph£i b.
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∆.V¼ A l  ma trªn khæng suy bi¸n, det(A) 6= 0 n¶n A câ ma trªn nghàch �£o:

A−1 =
1

det(A)
Ct

Tø ph÷ìng tr¼nh Ax = b, nh¥n b¶n tr¡i hai v¸ vîi A−1 ta câ:

A−1(Ax) = A−1b⇔ (A−1A)x = A−1b⇔ Ix = A−1b⇔ x = A−1b

vªy x = A−1b l  nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh.
Sû döng biºu thùc cõa A−1 ð �ành lþ (4.3) ta suy ra:

x1

x2
...
xn

 =
1

det(A)


c11 c21 · · · cn1

c12 c22 · · · cn2

· · · · · · · · · · · ·
c1n c2n · · · cnn



b1

b2
...
bn


ngh¾a l  câ

xj =
c1jb1 + c2jb2 + · · ·+ cnjbn

det(A)
=

det(Aj)

det(A)

M°t kh¡c, gi£ sû h» câ hai nghi»m l  x v  y:

Ax = b; Ay = b

Suy ra:
Ax− Ay = 0⇒ A(x− y) = 0

Nh¥n hai v¸ vîi A−1:

A−1A(x− y) = A−10⇒ (x− y) = 0⇒ x = y

Vªy h» câ nghi»m duy nh§ �.

•V½ dö 4.27. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh: x1 + 2x3 = 6
−3x1 + 4x2 + 6x3 = 30
−x1 − 2x2 + 3x3 = 8

Líi gi£i. Ta câ:

A =

 1 0 2
−3 4 6
−1 −2 3

 ; b =

 6
30
8


T½nh �÷ñc:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 0 2
−3 4 6
−1 −2 3

∣∣∣∣∣∣ = 44 6= 0; det(A1) =

∣∣∣∣∣∣
6 0 2
30 4 6
8 −2 3

∣∣∣∣∣∣ = −40

det(A2) =

∣∣∣∣∣∣
1 6 2
−3 30 6
−1 8 3

∣∣∣∣∣∣ = 72; det(A3) =

∣∣∣∣∣∣
1 0 6
−3 4 30
−1 −2 8

∣∣∣∣∣∣ = 152

Vªy h» �¢ cho câ nghi»m duy nh§t l :

x1 =
−40

44
= −10

11
; x2 =

72

44
=

18

11
; x3 =

152

44
=

38

11
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4.5.4. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh b¬ng ph÷ìng ph¡p Gauss

a) H» tam gi¡c tr¶n l  h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh câ d¤ng:
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a22x2 + · · · + a2nxn = b2

· · · · · · · · ·
annxn = bn

vîi ma trªn h» sè l  ma trªn tam gi¡c tr¶n:

A =


a11 a12 · · · a1n

a22 · · · a2n

· · · · · ·
ann


Vîi gi£ thi¸t det(A) 6= 0 tùc l  aii 6= 0,∀i = 1, 2, . . . n, h» tam gi¡c �÷ñc gi£i d¹ d ng b¬ng c¡ch
th¸ ng÷ñc tø d÷îi l¶n.
b) Thüc h nh gi£i h» ph÷ìng tr¼nh b¬ng bi¸n �êi sì c§p.

X²t h» ph÷ìng tr¼nh
Ax = b;A ∈Mn vîi det(A) 6= 0

Lªp ma trªn mð rëng b¬ng c¡ch vi¸t ma trªn A v  ma trªn cët b b¶n tay ph£i nâ

A = [ A | b ] (A cán �÷ñc gåi l  ma trªn bê sung cõa A)

⊕ Nhªn x²t C¡c bi¸n �êi sì c§p v· h ng tr¶n ma trªn A t÷ìng ùng vîi c¡c ph²p bi¸n �êi
t÷ìng �÷ìng h» ph÷ìng tr¼nh.

Do �â �º gi£i h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh ta thüc hi»n nh÷ sau: �p döng c¡c bi¸n �êi sì c§p
v· h ng tr¶n ma trªn A �º �÷a ma trªn A v· d¤ng tam gi¡c. H» ph÷ìng tr¼nh �¢ cho t÷ìng
�÷ìng vîi h» tam gi¡c cuèi còng. Gi£i h» tam gi¡c (b¬ng c¡ch th¸ ng÷ñc tø d÷îi l¶n) ta thu
�÷ñc nghi»m c¦n t¼m.

Ph÷ìng ph¡p vøa tr¼nh b y cán câ t¶n l  ph÷ìng ph¡p Gauss.

•V½ dö 4.28. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh: 2x1 + 4x2 + 3x3 = 4
3x1 + x2 − 2x3 = −2
4x1 + 11x2 + 7x3 = 7

Líi gi£i. Ta câ:

A =

2 4 3
3 1 −2
4 11 7

∣∣∣∣∣∣
4
−2
7


�p döng c¡c ph²p bi¸n �êi sì c§p v· h ng ta câ:

A
3H1−2H2→H2−−−−−−−−→
−2H1+H3→H3

 2 4 3 4
0 10 13 16
0 3 1 −1

 H3→H2−−−−→
−3H2+10H3→H3

 2 4 3 4
0 3 1 −1
0 0 −29 −58


H» �¢ cho t÷ìng �÷ìng vîi: 2x1 + 4x2 + 3x3 = 4

3x2 + x3 = −1
− 29x3 = −58

⇔

 x1 = 1
x2 = −1
x3 = 2
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4.5.5. Gi£i v  bi»n luªn h» ph÷ìng tr¼nh düa v o �ành lþ Kronecker-
Capelli

♦ �ành lþ 4.7. (�ành lþ Kronecker-Capelli) H» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh Ax = b câ nghi»m
khi v  ch¿ khi ρ(A) = ρ(A).

Gi£i v  bi»n luªn h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh têng qu¡t Ax = b, A = [aij]m×n

Lªp ma trªn A = [ A | b ], sû döng c¡c bi¸n �êi sì c§p v· h ng �÷a ma trªn A v· ma trªn
bªc thang (khi �â A công �÷ñc �÷a v· ma trªn bªc thang)

� ρ(A) 6= ρ(A): h» ph÷ìng tr¼nh væ nghi»m;

� ρ(A) = ρ(A) = n: h» �¢ cho t÷ìng �÷ìng vîi h» tam gi¡c gçm n ph÷ìng tr¼nh, n ©n. Gi£i
h» b¬ng ph÷ìng ph¡p Gauss ta nhªn �÷ñc nghi»m duy nh§t cõa ph÷ìng tr¼nh;

� ρ(A) = ρ(A) = r < n: h» câ væ sè nghi»m v  �÷ñc gi£i nh÷ sau: Tø ma trªn bªc thang
�÷ñc bi¸n �êi tø A, chån mët �ành thùc con c§p r kh¡c khæng, c¡c ©n ùng vîi c¡c cët
cõa �ành thùc tr¶n �÷ñc gåi l  ©n ch½nh, c¡c ©n cán l¤i gåi l  ©n phö. H» ph÷ìng tr¼nh
ban �¦u t÷ìng �÷ìng vîi h» mîi gçm r ph÷ìng tr¼nh t÷ìng ùng vîi c¡c h ng cõa �ành
thùc tr¶n. Gi£i h» �â �èi vîi c¡c ©n ch½nh ta �÷ñc nghi»m cõa h» �¢ cho (nghi»m cõa h»
n y phö thuëc v o n− r ©n phö).

•V½ dö 4.29. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh: x1 + 2x2 − 3x3 = 2
−2x1 + x2 + 4x3 = 1
−x1 + 3x2 + x3 = −4

Líi gi£i.

A =

 1 2 −3 2
−2 1 4 1
−1 3 1 −4

 2H1+H2→H2−−−−−−−−→
H1+H3→H3

 1 2 −3 2
0 5 −2 5
0 5 −2 −2

 −−−−−−−−→
−H2+H3→H3

 1 2 −3 2
0 5 −2 5
0 0 0 −7


V¼ ρ(A) = 2; ρ(A) = 3 n¶n h» ph÷ìng tr¼nh �¢ cho væ nghi»m.

•V½ dö 4.30. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh:
x1 + 2x2 + 3x3 = −6

2x1 + x2 − x3 = 3
−3x1 + 2x2 + x3 = 4
−2x1 + 3x2 + 2x3 = 2

Líi gi£i.

A =


1 2 3 −6
2 1 −1 3
−3 2 1 4
−2 3 2 2

 −2H1+H2→H2−−−−−−−−−→
3H1+H3→H3

2H1+H4→H4


1 2 3 −6
0 −3 −7 15
0 8 10 −14
0 7 8 −10



8H2+3H3→H3−−−−−−−−→
7H2+3H4→H4


1 2 3 −6
0 −3 −7 15
0 0 −26 78
0 0 −25 75

 1
26
H3→H3−−−−−−−−−→

− 25
26
H3+H4→H4


1 2 3 −6
0 −3 −7 15
0 0 1 −3
0 0 0 0


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suy ra ρ(A) = ρ(A) = 3 n¶n h» câ nghi»m duy nh§t: x1 + 2x2 + 3x3 = −6
− 3x2 − 7x3 = 15

x3 = −3
⇔

 x1 = −1
x2 = 2
x3 = −3

•V½ dö 4.31. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh:
x1 − x2 + 2x3 − 2x4 = 1

−2x1 − 3x2 + x3 + 4x4 = −2
−2x1 + 2x2 − 4x3 + 4x4 = −2

3x1 + 2x2 + x3 − 6x4 = 3

Líi gi£i.

A =


1 −1 2 −2 1
−2 −3 1 4 −2
−2 2 −4 4 −2

3 2 1 −6 3

 2H1+H2→H2−−−−−−−−−−→
2H1+H3→H3

−3H1+H4→H4


1 −1 2 −2 1
0 −5 5 0 0
0 0 0 0 0
0 5 −5 0 0


1
5
H2→H2−−−−−−−→

H2+H4→H4


1 −1 2 −2 1
0 −1 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ; ρ(A) = ρ(A) = 2

Chån ©n x1 v  x3 l  ©n ch½nh, h» �¢ cho t÷ìng �÷ìng vîi:§
x1 + 2x3 = 1 + x2 + 2x4

x3 = x2
⇔

 x1 = −x2 + 2x4 + 1
x3 = x2

x2 ; x4 ∈ R

•V½ dö 4.32. Gi£i v  bi»n luªn h» ph÷ìng tr¼nh sau theo m: mx + y + z = 1
x + my + z = m
x + y + mz = m2

Líi gi£i.

A =

 m 1 1 1
1 m 1 m
1 1 m m2

 H1↔H3−−−−→

 1 1 m m2

1 m 1 m
m 1 1 1


−H1+H2→H2−−−−−−−−−→
−mH1+H3→H3

 1 1 m m2

0 m− 1 1−m m−m2

0 1−m 1−m2 1−m3


−−−−−−−→
H2+H3→H3

 1 1 m m2

0 m− 1 1−m m(1−m)
0 0 (1−m)(m+ 2) (1−m)(m+ 1)2


+ N¸u (1−m)(m+ 2) 6= 0⇔

§
m 6= 1
m 6= −2

th¼ ρ(A) = ρ(A) = 3, h» câ nghi»m duy nh§t:

 x + y + mz = m2

y − z = −m
(m+ 2)z = (m+ 1)2

⇔


x = −m+ 1

m+ 2

y =
1

m+ 2

z =
(m+ 1)2

m+ 2
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+ N¸u m = −2 th¼ ρ(A) = 2; ρ(A) = 3 n¶n h» ph÷ìng tr¼nh væ nghi»m;
+ N¸u m = 1 th¼ ρ(A) = ρ(A) = 1 < 3 n¶n h» ph÷ìng tr¼nh câ væ sè nghi»m phö thuëc 2 tham
sè nh÷ sau:

x+ y + z = 1⇔
§
x, y ∈ R
z = 1− x− y

4.5.6. H» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh thu¦n nh§t

? �ành ngh¾a 4.15. H» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0
· · · · · · · · · · · · · · ·

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0

(4.2)

�÷ñc gåi h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh thu¦n nh§t.

D¤ng ma trªn cõa h» thu¦n nh§t l : Ax = 0, A = [aij]m×n

H» thu¦n nh§t (4.2) luæn câ nghi»m khæng: θ = (0, 0, . . . 0), nghi»m n y �÷ñc gåi l  nghi»m
t¦m th÷íng cõa h».
3 T½nh ch§t H» thu¦n nh§t (4.2)) câ nghi»m khæng t¦m th÷íng khi v  ch¿ chi ρ(A) < n.
�°c bi»t, n¸u h» thu¦n nh§t l  h» câ sè ph÷ìng tr¼nh b¬ng sè ©n th¼ nâ câ nghi»m khæng t¦m
th÷íng khi v  ch¿ khi det(A) = 0.

•V½ dö 4.33. X¡c �ành a �º h» sau câ nghi»m khæng t¦m th÷íng: ax − 3y + z = 0
2x + y + z = 0
3x + 2y − 2z = 0

Líi gi£i.

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a −3 1
2 1 1
3 2 −2

∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣1 1
2 −2

∣∣∣∣+ 3

∣∣∣∣2 1
3 −2

∣∣∣∣+ 1

∣∣∣∣2 1
3 2

∣∣∣∣ = −4a− 20

H» câ nghi»m khæng t¦m th÷íng khi det(A) = 0⇔ a = −5.
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B i tªp ch÷ìng 4

B i 4.1. T½nh �ành thùc

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 1 1
3 1 1 1
1 0 −2 2
−2 2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
B i 4.2. T½nh �ành thùc

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 −2
3 1 3 −1
2 2 1 2
−2 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
B i 4.3. T½nh �ành thùc

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2 −2
2 1 −2 −3
−3 2 −4 4
−2 2 1 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
B i 4.4. Tinh �ành thùc sau: ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 4 9 16
4 9 16 25
9 16 25 36
16 25 36 49

∣∣∣∣∣∣∣∣
B i 4.5. T¼m �ành thùc cõa ma trªn X bi¸t r¬ng:2 −1 −1

3 4 −2
3 −2 4

X =

a 2 2
2 a 2
2 2 a


B i 4.6. T½nh �ành thùc cõa ma trªn

A =


1 4 9 m4

4 9 16 m3

9 16 25 m2

16 25 49 m


B i 4.7. Gi£i ph÷ìng tr¼nh ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x+ 1 −x
x 2 x− 1 x+ 1
2 2 + x 2x 1
3 −x 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

B i 4.8. Gi£i ph÷ìng tr¼nh ∣∣∣∣∣∣∣∣
cosx 1 0 0

1 2cosx 1 0
0 1 2cosx 1
0 0 1 2cosx

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1
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B i 4.9. Gi£i b§t ph÷ìng tr¼nh∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ 1 x x x

x x+
1

2
x x

x x x+
1

3
x

x x x x+
1

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0

B i 4.10. Cho ma trªn

A =


a b c d
−b a d c
−c −d a b
−d c −b a


T½nh A.At v  det(A2016)
B i 4.11. T½nh �ành thùc cõa ma trªn sau

A =

 1 1 1
a+ 7 b+ 7 c+ 7
a2 + 7a b2 + 7b c2 + 7c


B i 4.12. Gi£i ph÷ìng tr¼nh ∣∣∣∣∣∣∣∣

0 x x x
2 0 x x
2 2 0 x
2 2 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x+ 1)2 + 3

B i 4.13. T½nh �ành thùc cõa ma trªn

A =


1 32 52 72

32 52 72 92

52 72 92 112

72 92 112 132


B i 4.14. T½nh �ành thùc cõa ma trªn

A =

 a+ 1 b+ 11 c+ 1
a2 − 3a b2 − 3b c2 − 3c
2a+ 1 2b+ 11 2c+ 1


B i 4.15. Cho ma trªn :

A =

�
1 −1
m m

�
�°t B = A.At. T½nh det(B2016)

B i 4.16. Cho ma trªn :

A =

15 2016 m
m m 0
1 m 0


T¼m m bi¸t A kh£ �£o v  det(A2017) = −2det[(A.At)1008]
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B i 4.17. Cho ma trªn Y câ d¤ng:

Y =

�√
2cosα b

c
√

2cosα

�
T¼m biºu di¹n cõa b, c theo α bi¸t Y.Y t = 2I. T½nh det(Y 2000)
B i 4.18. Cho ma trªn

X =


a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a


T½nh X.X t, tø �â suy ra det (X2014).
B i 4.19. T¼m x ∈ R n¸u bi¸t ma trªn A �÷ñc cho d÷îi �¥y kh£ �£o:

A =

2014 x x
0 1 x
x 0 0


v  det (A2015) = −2 det (A.At)

1007
.

B i 4.20. T¼m x ∈ R n¸u bi¸t ma trªn B �÷ñc cho d÷îi �¥y kh£ �£o:

B =

 1 x 0
x x 0

2014 0 x


v  det (B2015) = 2 det (B.Bt)

1007
.

B i 4.21. Gi£i ph÷ìng tr¼nh f(x) = 0 bi¸t:

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x− 1 x+ 1
x 1 x+ 1 x− 1

x− 1 x 1 x+ 1
x+ 1 x− 1 x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
B i 4.22. Cho ma trªn

A =

�
1 −1
m m

�
�°t B = A.At. T½nh B2016

B i 4.23. T¼m t§t c£ c¡c ma trªn X bi¸t

X2 =

�
4 1
0 4

�
B i 4.24. T¼m ma trªn Y bi¸t

Y.

�
4 0
0 4

�
.Y =

�
16 16
16 16

�
B i 4.25. Cho ma trªn

A =

�
−1 −

√
3√

3 −1

�
T½nh A2, A3 v  A9.
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B i 4.26. Cho ma trªn A =

�
0 1
0 0

�
. T¼m måi ma trªn X giao ho¡n vîi A?

B i 4.27. Cho ma trªn

A =

�
−1

√
3

−
√

3 −1

�
T½nh A2, A3 v  A9.
B i 4.28. T¼m t§t c£ nhúng ma trªn vuæng c§p hai X thäa m¢n �¯ng thùc:�

1 2
2 0

�
.X = X.

�
1 2
2 0

�
bi¸t ph¦n tû �ùng ð h ng 1 cët 2 cõa X b¬ng 0.
B i 4.29. T¼m ma trªn X bi¸t1 2 1

0 3 2
3 −1 3

 .X =

1 −2 3 2
2 0 5 1
0 0 4 1


B i 4.30. Cho X l  ma trªn thäa m¢n1 3 1

3 1 0
1 0 0

 .X =

1 2 0 1
2 3 2 0
3 3 2 m


Bi»n luªn theo m h¤ng cõa X
B i 4.31. T¼m ma trªn X bi¸t:

X.

1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0

 =

 1 −3 0
10 32 7
10 7 8


B i 4.32. T¼m ma trªn X bi¸t:

X.

 1 −2 1
2 0 1
−1 1 1

 =

1 2 0
3 7 2
1 −2 0


B i 4.33. T¼m ma trªn B bi¸t:1 3 1

3 1 0
1 0 0

 .B =

1 2 1 0
2 3 0 2
3 5 2 m


B i 4.34. T¼m ma trªn X bi¸t:

 1 −1 1
−1 2 1
−2 3 1

 ·X =

 1 1
0 2
−2 2


B i 4.35. T¼m m �º ma trªn A sau kh£ �£o. Vîi c¡c gi¡ trà vøa t¼m �÷ñc cõa m h¢y t¼m ma
trªn nghàch �£o. (m ∈ R)

A =

1 2 m
0 −1 2
1 −2 3


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B i 4.36. Cho ma trªn

A =

1 2 m
1 m 3
2 1 2


T¼m c¡c gi¡ trà thüc cõa m �º A kh£ �£o.
B i 4.37. T¼m ma trªn X thäa m¢n2 −3 1

4 −5 2
5 −7 3

 .X =

 3 2
2 −1
−4 0


B i 4.38. Cho c¡c ma trªn:

A =

�
1 −2 0
0 2 3

�
;B =

 1 2
1 −1
2 3

 ;C =

�
2 −3 7
−1 4 6

�
T¼m ma trªn X bi¸t r¬ng: A(BX) = C.
B i 4.39. T¼m ma trªn nghàch �£o cõa ma trªn A = BC n¸u:

B =

 1 2 0
0 1 0
0 0 1

 , C =

 1 0 0
0 1 2
0 0 1


B i 4.40. T¼m ma trªn B thäa m¢n �¯ng thùc:1 3 1

3 1 0
1 0 0

B =

1 2 0 1
2 3 2 0
3 5 2 m


B i 4.41. Cho a, b, c ∈ R v 

A =

1 1 1
a b c
b c a


T½nh det(A) v  t¼m a, b, c �º A khæng kh£ �£o.
B i 4.42. T¼m m �º ma trªn sau câ h¤ng b² nh§t:

A =


1 8 m+ 5 −1
3 3 1 4
4 17 10 1
2 7 4 1
2 1 m 3


Vîi gi¡ trà �â cõa m th¼ r(A) b¬ng bao nhi¶u?
B i 4.43. T¼m m �º ma trªn sau câ h¤ng b² nh§t:

A =


3 1 1 4 −1
m 4 10 1 m+ 5
1 7 17 3 8
2 2 4 3 1


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Vîi gi¡ trà �â cõa m th¼ r(A) b¬ng bao nhi¶u?
B i 4.44. T¼m h¤ng cõa ma trªn A tòy theo m

1 −4 m+ 21 −6
1 1 3 2
1 2 −1 3
2 3 −1 −1
3 −1 m+ 23 −1


B i 4.45. T¼m m sao cho ma trªn sau câ h¤ng b² nh§t trong c¡c gi¡ trà m  nâ câ thº nhªn.

B =


1 8 m+ 5 −1
2 −5 −m− 4 5
1 14 9 −3
2 7 4 1
2 1 m 3


Vîi gi¡ trà �â cõa m th¼ h¤ng cõa B b¬ng bao nhi¶u?
B i 4.46. T½nh h¤ng cõa ma trªn sau n¸u bi¸t ad− bc 6= 0:

B =


a b 0 0
c d 0 0
e f a b
g h c d


B i 4.47. T¼m λ �º ma trªn sau câ h¤ng nhä nh§t:

A =


λ 1 −1 2 3
3 −1 λ+ 1 −2 0
−1 2 2 1 1
1 −2 4 −4 −3


B i 4.48. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh 

x +y −2z = 1
2x +y = 6
5x +3y −2z = 14
3x +2y +z = 11

B i 4.49. Gi£i v  bi»n luªn h» ph÷ìng tr¼nhx −y +z = 4
x +4y +2z = 1
x −y +az = 2(a+ 1)

B i 4.50. T¼m m �º h» ph÷ìng tr¼nh sau câ nghi»m
x +2y +3z −t = 1
2x +3y +z +3t = 2
3x +y +2z +4t = m
7x +8y +9z +5t = 3m+ 1

B i 4.51. Gi£i v  bi»n luªn h» ph÷ìng tr¼nh x +y +2z = 6
2x +5y −2z = 6− 3m
2x +y +4mz = −3
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B i 4.52. T¼m m �º h» ph÷ìng tr¼nh sau câ nghi»m
−x +5y −9z = −10
−x +3y −4z = −5
−3x +10y −14z = −17
2x −3y +z = m

B i 4.53. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh sau b¬ng ph÷ìng ph¡p Gauss:
x +2y −4t = −3
2x −3y +z +5t = −3
3x −2y −5z +t = 3
x −y −4z +9t = 22

B i 4.54. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh sau b¬ng ph÷ìng ph¡p Gauss:
x − 2y + z = 2
−x + 3y − 4z = −5
2x − 7y + 10z = 12
2x − 3y − z = 1

B i 4.55. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh sau b¬ng ph÷ìng ph¡p Gauss:
x+ 2y − 3z = 1

2x− y + 2z = −2

−x+ 3y + z = −1

4x+ 3y − 4z = 0

B i 4.56. Cho h» ph÷ìng tr¼nh:
x+ 2y + 3z = m

x+my + z = m+ 1

x+ y +mz = 2

T¼m c¡c gi¡ trà thüc cõa m �º h» câ nghi»m duy nh§t.

B i 4.57. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh sau b¬ng ph÷ìng ph¡p Gauss:
x+ y − 2z = 2

x+ 2z = 4

2x+ y − 3z = 3

3x+ 2y + z = 11

B i 4.58. T¼m c¡c gi¡ trà thüc cõa m sao cho h» thu¦n nh§t sau câ nghi»m khæng t¦m th÷íng
x+ 2y + 2z = 0

3x+ 5y + 3z = 0

mx+ 3y + (1− 5m)z = 0

B i 4.59. T¼m c¡c gi¡ trà cõa tham sè thüc m sao cho h» thu¦n nh§t sau câ nghi»m khæng
t¦m th÷íng 

x+ 2y + 2z = 0

3x+ 7y + 3z = 0

2x+my + (3− 2m)z = 0
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B i 4.60. T¼m c¡c gi¡ trà cõa tham sè thüc m sao cho h» thu¦n nh§t sau câ nghi»m khæng
t¦m th÷íng 

x+ 2y +mz = 0

2x+ 3y + 2z = 0

x+ 3y + (2m− 1)z = 0

B i 4.61. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh sau b¬ng ph÷ìng ph¡p Gauss:
2x+ 2y − z = 2

3x+ y − 2z = 2

2x+ 2y + 3z = 10

x+ 3z = 8

B i 4.62. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh sau b¬ng ph÷ìng ph¡p Gauss:
2x+ y − z = 4

x− 2z = −1

2x− 2y + 3z = −1

3x− 3y + 2z = −4

B i 4.63. T¼m c¡c gi¡ trà thüc cõa m sao cho h» thu¦n nh§t sau câ nghi»m khæng t¦m
th÷íng 

5x+ 2y + 2z = 0

7x+ 3y + 2z = 0

mx+ 3y + (3m− 2)z = 0

B i 4.64. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh: 
2x+ 5y − 8z = 8

4x+ 3y − 9z = 9

2x+ 3y − 5z = 7

x+ 8y − 7z = 12

B i 4.65. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh sau b¬ng ph÷ìng ph¡p Gauss:
2x+ 2y + z = 7

3x+ y + 2z = 9

5x+ 3y − 3z = 10

x+ 4z = 6

B i 4.66. Cho h» ph÷ìng tr¼nh:
x+ 3y + 2z = 6

2x+ 7y + 2z = 8

4x+ 13y + 7z = 22

3x+ 9y + 7z = m+ 16

T¼m m �º h» væ nghi»m.
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B i 4.67. T¼m m �º h» ph÷ìng tr¼nh sau câ nghi»m:
x+ 2y + 3z − t = 1
2x+ 3y + z + 3t = 2
3x+ y + 2z + 4t = m
4x+ 7y + 7z + t = 2m+ 1

B i 4.68. T¼m m �º h» ph÷ìng tr¼nh sau câ nghi»m:
x +2y +3z −t = 1
2x +3y +z +3t = 2
3x +y +2z +4t = m
4x +7y +7z +t = 2m+ 1

B i 4.69. Gi£i h» b¬ng ph÷ìng ph¡p Gauss:
2x +2y −z +t = 4
4x +3y −z +2t = 6
8x +5y −3z +4t = 12
3x +3y −2z +2t = 6

B i 4.70. Gi£i v  bi»n luªn h» ph÷ìng tr¼nh düa v o �ành lþ Cramer (a l  tham sè thüc)x −y +z = 4
x +4y +2z = 1
x −y +az = 2(a+ 1)

B i 4.71. Gi£i v  bi»n luªn h» ph÷ìng tr¼nh düa v o �ành lþ Cramer (m l  tham sè thüc) x +y +2z = 6
x +4y −4z = −3m
2x +y +4mz = −3

B i 4.72. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh b¬ng ph÷ìng ph¡p Gauss:
x+ 2y + 3z − 2t = 6

2x+ y + 2z + 3t = −4

3x+ 2y − z + 2t = 4

2x− 3y + 2z + t = −8

B i 4.73. Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh sau b¬ng ph÷ìng ph¡p Gauss:
x+ y + 2z + 3t = 1

2x+ 3y − z − t = −6

3x− 2y − z − 2t = −4

x+ 2y + 3z − t = −4

B i 4.74. Cho h» ph÷ìng tr¼nh:
x− 2y + z = 2

−x+ 3y − 4z = −5

−2x+ 7y − 10z = −12

2x− 3y + z = m
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T¼m m �º h» câ nghi»m.
B i 4.75. T¼m c¡c gi¡ trà thüc cõa m �º h» thu¦n nh§t d÷îi �¥y ch¿ câ nghi»m t¦m th÷íng.

−mx +2y +3z +4t = 0
2x −my +3z +4t = 0
2x +3y −mz +4t = 0
2x +3y +4z −mt = 0

B i 4.76. T¼m m �º h» ph÷ìng tr¼nh sau câ nghi»m khæng t¦m th÷íng 2x +3y +z = 0
x +2y +2z = 0
mx +3y +(1− 5m)z = 0

B i 4.77. T¼m m �º h» ph÷ìng tr¼nh sau câ nghi»m khæng t¦m th÷íng x +2y +mz = 0
3x +5y +(m+ 2)z = 0
x +3y +(2m− 1)z = 0

B i 4.78. T¼m m �º h» ph÷ìng tr¼nh sau ch¿ câ nghi»m t¦m th÷íng 2x +y = 0
5x +2y +2z = 0
mx +3y +(3m− 2)z = 0

B i 4.79. Gi£i c¡c h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh thu¦n nh§t sau:

a)

x1 +2x2 +x3 +x4 = 0
x1 +x2 +2x3 +x4 = 0
x1 +x2 +x3 +2x4 = 0

b)


x1 +2x2 +5x3 +4x4 = 0
2x1 +3x2 +6x3 +8x4 = 0
λx1 −6x2 −9x3 −20x4 = 0
4x1 +x2 +4x3 +λx4 = 0

, λ 6= 0

B i 4.80. Gi£i c¡c h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh sau:

a)

 x1 +x2 −2x3 = 6
2x1 +3x2 −7x3 = 16
5x1 +2x2 +x3 = 16

b)

 x1 +x2 −2x3 = 6
2x1 +3x2 −7x3 = 10
5x1 +2x2 +x3 = 16

c)

 7x1 +2x2 +3x3 = 15
5x1 −3x2 +2x3 = 15
10x1 −11x2 +5x3 = 36

d)

 x1 +x2 +2x3 = 1
2x1 −x2 +2x3 = 4
4x1 +x2 +4x3 = 2

e)

3x1 +2x2 +x3 = 5
2x1 +3x2 +x3 = 1
2x1 +x2 +3x3 = 11

f)

 x1 +x2 +x3 +x4 = 2
x1 +2x2 +3x3 +4x4 = 2
2x1 +3x2 +5x3 +9x4 = 2

g)


x1 +x2 +x3 +x4 = 2
x1 +2x2 +3x3 +4x4 = 2
2x1 +3x2 +5x3 +9x4 = 2
x1 +x2 +2x3 +7x4 = 2

h)


2x1 +x2 +5x3 +x4 = 5
x1 +x2 −3x3 −4x4 = −1
3x1 +6x2 −2x3 +x4 = 2
2x1 +2x2 +2x3 −3x4 = 2

i)


2x1 +x2 +5x3 +x4 = 5
x1 +x2 −3x3 −4x4 = −1
3x1 +6x2 −2x3 +x4 = 8
2x1 +2x2 +2x3 −3x4 = 2
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j)


x1 +x2 +x3 +x4 = 5
x1 +2x2 +3x3 +4x4 = 3
4x1 +x2 +2x3 +3x4 = 7
3x1 +2x2 +3x3 +4x4 = 2

k)


2x1 +2x2 −x3 +x4 = 2
4x1 +3x2 −x3 +2x4 = 3
8x1 +5x2 −3x3 +4x4 = 6
3x1 +3x2 −2x3 +2x4 = 3

l)


x1 +x2 +x3 +x4 = 5
x1 +2x2 +3x3 +4x4 = 3
2x1 +3x2 +4x3 +5x4 = 8

x2 +2x3 +3x4 = −2

m)


2x1 +2x2 −x3 +x4 = 2
4x1 +3x2 −x3 +2x4 = 3
6x1 +5x2 −2x3 +3x4 = 6
3x1 +3x2 −2x3 +2x4 = 3

B i 4.81. Gi£i v  bi»n luªn c¡c h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh sau:

a)

x1 +x2 +x3 = 1
x1 +mx2 +x3 = m
x1 +x2 +mx3 = m2

b)

ax1 +x2 +x3 = a
x1 +bx2 +x3 = b
x1 +x2 +cx3 = c

c)

x1 +x2 +x3 = 4
x1 +mx2 +x3 = 3
x1 +2x2 +x3 = 4

d)

mx1 +2x2 +3x3 = 1
−2x1 +mx2 +3x3 = 5
mx1 +2x2 +x3 = 6

e)

x1 +ax2 +a2x3 = a3

x1 +bx2 +b2x3 = b3

x1 +cx2 +c2x3 = c3

f)

 x1 +(m− 1)x2 −3x3 = 1
2x1 −4x2 +(4m− 2)x3 = −1
3x1 +(m+ 1)x2 −9x3 = 0

g)

mx1 +x2 +x3 = m
2x1 +(m+ 1)x2 +(m+ 1)x3 = m− 1
x1 +x2 +mx3 = 1

h)

 (m+ 3)x1 +x2 +2x3 = m
mx1 +(m− 1)x2 +x3 = 2m

3(m+ 1)x1 +mx2 +(m+ 3)x3 = 3

i)

(3m− 1)x1 +2mx2 +(3m+ 1)x3 = 1
2mx1 +2mx2 +(3m+ 1)x3 = m

(m+ 1)x1 +(m+ 1)x2 +2(m+ 1)x3 = m2

j)

mx1 +x2 +x3 +x4 = 1
x1 +mx2 +x3 +x4 = 1
x1 +x2 +mx3 +x4 = 1

k)

 x1 +2x2 −x3 +x4 = m
2x1 +5x2 −2x3 +2x4 = 2m+ 1
3x1 +7x2 −3x3 +3x4 = −m

l)


mx1 +x2 +x3 +x4 = 1
x1 +mx2 +x3 +x4 = 1
x1 +x2 +mx3 +x4 = 1
x1 +x2 +x3 +mx4 = 1

m)


mx1 +x2 +x3 +x4 = 1
x1 +mx2 +x3 +x4 = m
x1 +x2 +mx3 +x4 = m2

x1 +x2 +x3 +mx4 = m3

n)


x1 +x2 +x3 +mx4 = 1
x1 +x2 +mx3 +x4 = 1
x1 +mx2 +x3 +x4 = 1
mx1 +x2 +x3 +x4 = 1
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o)


x1 +x2 +x3 +mx4 = 1
x1 +x2 +mx3 +x4 = m
x1 +mx2 +x3 +x4 = m2

mx1 +x2 +x3 +x4 = m3

p)


x1 −x2 +2x3 −2x4 = 0
2x1 +x2 −x3 +x4 = 3
3x1 +x3 −x4 = 3
5x1 +x2 = m

q)


2x1 −x2 +x3 +x4 = 1
x1 +2x2 −x3 +4x4 = 2
x1 +7x2 −4x3 +11x4 = m
4x1 +8x2 −4x3 +16x4 = m+ 1

r)


2x1 +x2 −x3 +2x4 = 4
x1 −x2 +x3 +2x4 = 3
2x1 +2x2 −2x3 +x4 = 3
x1 +x2 −2x3 +x4 = m

s)


2x1 −x2 +x3 +2x4 +3x5 = 3
x1 +x2 −x3 −x4 +x5 = 1
3x1 +x2 +x3 −3x4 +4x5 = 6
5x1 +2x3 −5x4 +7x5 = 9−m

t)


x1 +2x2 +2x4 +x5 = 1
2x1 +4x2 +x3 +3x4 = 3
3x1 +6x2 +2x3 +3x4 +x5 = m
x1 +2x2 +x3 +x5 = 2m− 8
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Phö löc A

PH�P T�NH VI, T�CH PH�N H�M
SÈ MËT BI�N SÈ

Chóng tæi cho r¬ng b¤n �åc tr÷îc khi b÷îc ch¥n qua ng÷ïng cûa tr÷íng �¤i
håc �¢ �÷ñc trang bà c¡c ki¸n thùc v· tªp hñp, sè thüc, sè phùc, h m sè, giîi
h¤n cõa h m sè, h m sè li¶n töc, �¤o h m, t½ch ph¥n b§t �ành, t½ch ph¥n x¡c
�ành cõa h m sè. Tuy nhi¶n, qua kinh nghi»m nhi·u n«m, chóng tæi th§y v¨n
c¦n trang bà l¤i cho sinh vi¶n mët sè trong c¡c ki¸n thùc tr¶n �º c¡c em câ thº
ti¸p thu �÷ñc c¡c ch÷ìng ti¸p theo mët c¡ch d¹ d ng hìn. Vîi möc �½ch �â trong
ch÷ìng 1 chóng tæi s³ xem x²t c¡c v§n �· v· ¡nh x¤ v  h m sè, ph²p t½nh vi
ph¥n h m mët bi¸n, ph²p t½nh t½ch ph¥n h m mët bi¸n.

A.1. �nh x¤ v  h m sè

A.1.1. C¡c �ành ngh¾a v· ¡nh x¤ v  h m sè

Trong möc n y, tr÷îc ti¶n chóng tæi �÷a ra kh¡i ni»m v· ¡nh x¤, mët kh¡i ni»m quan trång,
�÷ñc sû döng r§t nhi·u trong to¡n håc. Cho hai tªp kh¡c réng X, Y . Ta câ �ành ngh¾a ¡nh x¤
sau.

? �ành ngh¾a A.1. �nh x¤ tø tªp X v o tªp Y l  quy t­c t÷ìng ùng f , �°t t÷ìng ùng méi
ph¦n tû x ∈ X vîi mët ph¦n tû duy nh§t y ∈ Y . Ph¦n tû y t÷ìng ùng vîi ph¦n tû x �÷ñc kþ
hi»u l  y = f(x). �nh x¤ trong �ành ngh¾a n y th÷íng �÷ñc kþ hi»u l :

f : X → Y.

Tªp X �÷ñc gåi l  tªp nguçn, tªp Y �÷ñc gåi l  tªp �½ch. �º ch¿ r¬ng ph¦n tû x �÷ñc cho
t÷ìng ùng vîi ph¦n tû y qua ¡nh x¤ f ta kþ hi»u x 7→ y = f(x).

�º nghi¶n cùu v· c¡c ¡nh x¤ ng÷íi ta ph¥n lo¤i chóng th nh �ìn ¡nh, to n ¡nh, song ¡nh.

? �ành ngh¾a A.2. �nh x¤ f : X → Y �÷ñc gåi l  �ìn ¡nh n¸u ∀x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, ta câ
f(x1) 6= f(x2).

? �ành ngh¾a A.3. Ta gåi £nh cõa tªp A ⊂ X qua ¡nh x¤ f l  tªp f(A) = {f(x)|x ∈ A}.

Theo �ành ngh¾a A.1, ∀A ⊂ X ⇒ f(A) ⊂ Y . Nâi ri¶ng ta câ f(X) ⊂ Y . Trong tr÷íng hñp
f(X) = Y ta câ �ành ngh¾a sau.



122 PH�P T�NH VI, T�CH PH�N H�M SÈ MËT BI�N SÈ

? �ành ngh¾a A.4. �nh x¤ f : X → Y �÷ñc gåi l  to n ¡nh n¸u f(X) = Y .

Theo nhªn x²t sau �ành ngh¾a A.3 ta câ f(X) ⊂ Y . V¼ vªy, �º chùng minh f l  to n ¡nh,
tùc l  f(X) = Y , ta ch¿ cán ph£i chùng minh Y ⊂ f(X).

? �ành ngh¾a A.5. �nh x¤ f : X → Y �÷ñc gåi l  song ¡nh n¸u nâ vøa l  �ìn ¡nh v  vøa l 
to n ¡nh.

Vîi song ¡nh f : X → Y ta câ nhªn x²t sau. Gi£ sû y0 ∈ Y . Tø �ành ngh¾a A.5 suy ra f
l  to n ¡nh, do �â f(X) = Y theo �ành ngh¾a A.4. Suy ra tçn t¤i x0 ∈ X sao cho f(x0) = y0

theo �ành ngh¾a A.3. Gi£ sû tçn t¤i th¶m t0 sao cho f(t0) = y0. Khi �â f(x0) = f(t0). Tø �ành
ngh¾a A.5 suy ra f l  �ìn ¡nh, do �â x0 = t0. Vªy ∀y0 ∈ Y tçn t¤i duy nh§t x0 ∈ X sao cho
f(x0) = y0. Nhªn x²t �â l  cì sð �º ta �÷a ra �ành ngh¾a sau.

? �ành ngh¾a A.6. Gi£ sû f : X → Y l  song ¡nh. �nh x¤ tø tªp Y v o tªp X câ quy t­c
t÷ìng ùng l  y 7→ x sao cho f(x ) = y �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ ng÷ñc cõa ¡nh x¤ f kþ hi»u l  f−1.
Vªy

f−1(y) = x⇔ f(x) = y.

Quan h» t÷ìng �÷ìng tr¶n cho ta mët ph÷ìng ph¡p x¡c �ành quy t­c cõa ¡nh x¤ ng÷ñc:
muèn x¡c �ành quy t­c x = f−1(y) ta ch¿ vi»c �rót� x tø �ph÷ìng tr¼nh� f(x) = y.

•V½ dö A.1. X²t ¡nh x¤ f : R∗ → R, f(x) = 1/x,∀x1, x2 ∈ R∗, x1 6= x2, ta câ 1/x1 6= 1/x2.
Suy ra f(x1) 6= f(x2). Suy ra f l  �ìn ¡nh theo �ành ngh¾a A.2.

•V½ dö A.2. X²t ¡nh x¤ g : R → R+, g(x) = x2. Tr÷îc ti¶n ta câ nhªn x²t vîi måi x ∈ R
th¼ g(x) = x2 ≥ 0 n¶n g(x) ∈ R+. Nh÷ vªy �óng l  g t¡c �ëng tø R v o R+. Ta chùng minh
g l  to n ¡nh theo �ành ngh¾a A.4. Theo nhªn x²t sau �ành ngh¾a �â, ta ph£i chùng minh
R+ ⊂ g(R). Thªt vªy, gi£ sû y0 ∈ R+. Khi �â y0 ≥ 0 n¶n tçn t¤i

√
y0. �°t x0 =

√
y0. Ta câ

x0 ∈ R, g(x0) = x2
0 = (

√
y0)2 ⇒ g(x0) = y0 ⇒ y0 ∈ g(R) theo �ành ngh¾a A.3. V¼ y0 ∈ R+ suy

ra y0 ∈ g(R) n¶n R+ ⊂ g(R).

B¤n �åc h¢y thû tü chùng minh ¡nh x¤ f trong v½ dö 1.1 khæng l  to n ¡nh, cán ¡nh x¤ g
trong v½ dö A.2 khæng l  �ìn ¡nh.

•V½ dö A.3. X²t ¡nh x¤ h : R → R, h(x) = 2x + 1. Ta chùng minh h l  �ìn ¡nh theo �ành
ngh¾a A.2. Thªt vªy, vîi x1, x2 ∈ R, x1 6= x2, ta câ 2x1 + 1 6= 2x2 + 1 hay h(x1) 6= h(x2), do �â
h l  �ìn ¡nh.Ta chùng minh h l  to n ¡nh theo �ành ngh¾a A.4. Theo nhªn x²t sau �ành ngh¾a
�â, ta ph£i chùng minh R ⊂ h(R). Thªt vªy, gi£ sû y0 ∈ R. �°t x0 = (y0 − 1)/2. Ta câ x0 ∈ R,
h(x0) = 2x0 + 1⇒ h(x0) = 2(y0 − 1)/2 + 1⇒ h(x0) = y0 ⇒ y0 ∈ h(R) theo �ành ngh¾a A.3. V¼
y0 ∈ R ⇒ y0 ∈ h(R) n¶n R ⊂ h(R). Ta �¢ chùng minh h l  �ìn ¡nh v  to n ¡nh. Theo �ành
ngh¾a A.5, h l  song ¡nh. �º t¼m quy t­c t÷ìng ùng cõa ¡nh x¤ ng÷ñc h−1 theo �ành ngh¾a A.6
ta düa v o nhªn x²t sau �ành ngh¾a �â. Vîi x, y ∈ R ta câ

h(x) = y ⇔ 2x+ 1 = y ⇔ x = (y − 1)/2.

Vªy quy t­c t÷ìng ùng cõa ¡nh x¤ ng÷ñc h−1 l  h−1(y) = (y − 1)/2.
Ti¸p theo ta �÷a v o sû döng ph²p l§y t½ch c¡c ¡nh x¤.

? �ành ngh¾a A.7. Cho c¡c ¡nh x¤ f : E → F, g : F → G. T½ch cõa ¡nh x¤ g v  ¡nh x¤ f l 
¡nh x¤ tø tªp E v o tªp G, �÷ñc kþ hi»u l  g ◦ f , vîi quy t­c t÷ìng ùng l  g ◦ f(x) = g(f(x)).

Nh÷ vªy méi ph¦n tû x ∈ E �÷ñc cho t÷ìng ùng vîi mët ph¦n tû z ∈ G x¡c �ành bði
z = g(f(x)). �º þ r¬ng vîi méi x ∈ E ta câ f(x) ∈ F . L¤i câ g l  ¡nh x¤ tø F v o G. Do �â
g(f(x)) câ ngh¾a v  z = g(f(x)) ∈ G.
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•V½ dö A.4. X²t c¡c ¡nh x¤ f : R→ R+, f(x) = x2 + 1 v  g : R+ → R+, g(x) =
√
x. T½ch cõa

g v  f l  ¡nh x¤ tø R v o R+ câ quy t­c t÷ìng ùng l 

g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(x2 + 1) =
√
x2 + 1.

Trong c¡c �ành ngh¾a v· ¡nh x¤ �÷ñc �÷a ra ð tr¶n, khi tªp nguçn v  tªp �½ch l  c¡c tªp sè
thüc s³ n£y sinh c¡c thuªt ngú mîi. Mët sè trong c¡c thuªt ngú §y s³ �÷ñc tr¼nh b y d÷îi �¥y.

? �ành ngh¾a A.8. Cho X, Y l  c¡c tªp sè thüc kh¡c réng. �nh x¤ f : X → Y �÷ñc gåi l 
h m sè.

Tªp X �÷ñc gåi l  tªp x¡c �ành cõa h m f , th÷íng �÷ñc kþ hi»u l  Df , £nh f(X) cõa X
qua ¡nh x¤ f �÷ñc gåi l  tªp gi¡ trà cõa f , th÷íng �÷ñc kþ hi»u l  Rf . Trong kþ hi»u y = f(x),
x �÷ñc gåi l  bi¸n �ëc lªp hay �èi sè, y �÷ñc gåi l  bi¸n phö thuëc hay h m sè.

N¸u h m sè f : X → Y l  song ¡nh th¼ ¡nh x¤ ng÷ñc cõa ¡nh x¤ §y �÷ñc gåi l  h m ng÷ñc
cõa h m f . T½ch cõa c¡c ¡nh x¤ g : F → G, f : E → F trong �ành ngh¾a A.7 khi c¡c ¡nh x¤
§y l  c¡c h m sè �÷ñc gåi l  h m hñp cõa c¡c h m g v  f .

�º k¸t thóc möc n y chóng tæi �÷a ra mët quy ÷îc quan trång sau v· h m sè. N¸u h m
sè câ quy t­c t÷ìng ùng y = f(x) �÷ñc cho d÷îi d¤ng mët biºu thùc gi£i t½ch v  tªp x¡c �ành
cõa h m sè §y khæng �÷ñc ch¿ rã th¼ ta quy ÷îc tªp x¡c �ành cõa nâ l  tªp t§t c£ c¡c sè thüc
x, sao cho biºu thùc f(x) câ ngh¾a.

•V½ dö A.5. H m sè y = (x2 + 1)/(x− 1) câ tªp x¡c �ành l  tªp c¡c sè thüc x, sao cho ph²p
chia (x2 + 1)/(x− 1) câ ngh¾a hay sao cho x− 1 6= 0. Tø �â ta câ x 6= 1. Vªy tªp x¡c �ành cõa
h m sè tr¶n l  R\{1}.

A.1.2. H m sè sì c§p

�º x¥y düng kh¡i ni»m h m sè sì c§p ta �÷a ra kh¡i ni»m v· c¡c h m sè sì c§p cì b£n.
H m sè sì c§p cì b£n l  n«m lo¤i h m sè sau: h m sè lôy thøa; h m sè mô; h m sè logarit;
c¡c h m sè l÷ñng gi¡c; v  c¡c h m sè l÷ñng gi¡c ng÷ñc. Chóng ta s³ l¦n l÷ñt x²t tøng lo¤i mët.

A.1.2.1. H m lôy thøa

H m lôy thøa l  h m câ d¤ng y = xα vîi α l  sè thüc cè �ành. H m y = xα câ tªp x¡c �ành
v  tªp gi¡ trà phö thuëc v o α. Ch¯ng h¤n, tªp x¡c �ành v  tªp gi¡ trà cõa h m y = x3 l¦n l÷ñt
l  R v  R; cõa h m y = x2 l  R v  R+; cõa h m y = x−3 l  R∗ v  R∗; cõa h m y = x−2 l  R∗
v  R∗+; cõa h m y = x3/2 = (

√
x)

3 l  R+ v  R+; cõa h m y = x1/3 = 3
√
x l  R v  R; . . . Ta câ

quy ÷îc sau: vîi α l  sè væ t� d÷ìng ta ch¿ x²t h m y = xα vîi x ∈ R+, khi �â tªp gi¡ trà cõa
h m sè §y l  R+; vîi α l  sè væ t� ¥m ta ch¿ x²t h m y = xα vîi x ∈ R∗+, khi �â tªp gi¡ trà cõa
h m sè §y l  R∗+. V· t½nh �ìn �i»u cõa h m lôy thøa tr¶n R∗+, khi α > 0 h m y = xα �ìn �i»u
t«ng, khi α < 0 h m y = xα �ìn �i»u gi£m, khi α = 0 h m y = x0 luæn luæn nhªn gi¡ trà b¬ng
1.

A.1.2.2. H m sè mô

H m mô l  h m câ d¤ng y = ax, 0 < a 6= 1. Sè a �÷ñc gåi l  cì sè cõa h m sè §y. Tø �¥y
trð �i ta quy ÷îc cì sè a cõa h m mô y = ax luæn thäa m¢n �i·u ki»n 0 < a 6= 1. H m mô
y = ax câ tªp x¡c �ành l  R, tªp gi¡ trà l  R∗+. H m mô y = ax luæn nhªn gi¡ trà b¬ng 1 t¤i
x = 0. Khi a > 1 h m mô y = ax �çng bi¸n v  thäa m¢n c¡c �¯ng thùc

lim
x→−∞

ax = 0; lim
x→+∞

ax = +∞.
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Khi 0 < a < 1 h m mô y = ax nghàch bi¸n v  thäa m¢n c¡c �¯ng thùc

lim
x→−∞

ax = +∞; lim
x→+∞

ax = 0.

A.1.2.3. H m Logarit

H m logarit câ d¤ng y = loga x, 0 < a 6= 1. Sè a công �÷ñc gåi l  cì sè cõa h m sè §y v  ta
công quy ÷îc tø �¥y trð �i �i·u ki»n 0 < a 6= 1 luæn �÷ñc thäa m¢n. H m logarit y = loga x câ
tªp x¡c �ành l  R∗+, tªp gi¡ trà l  R. H m logarit y = loga x luæn nhªn gi¡ trà b¬ng 0 t¤i x = 1.

Khi a > 1 h m logarit y = loga x �çng bi¸n v  thäa m¢n c¡c �¯ng thùc

lim
x→0+

loga x = −∞; lim
x→+∞

loga x = +∞.

Khi 0 < a < 1 h m logarit y = loga x nghàch bi¸n v  thäa m¢n c¡c �¯ng thùc

lim
x→0+

loga x = +∞; lim
x→+∞

loga x = −∞.

A.1.2.4. H m l÷ñng gi¡c

x
O

y

M

Q

P
x

H¼nh A.1

C¡c h m l÷ñng gi¡c l  c¡c h m y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx.
C¡c t½nh ch§t cõa c¡c h m sè n y, c¡c cæng thùc l÷ñng gi¡c, ph÷ìng tr¼nh
l÷ñng gi¡c, . . . �¢ �÷ñc xem x²t kh¡ kÿ ð c§p trung håc phê thæng. V¼ vªy
trong ph¦n n y chóng tæi ch¿ h¤n ch¸ bði vi»c nh­c l¤i �ành ngh¾a c¡c h m
sè tr¶n. Kþ hi»u M l  �iºm biºu di¹n cung x tr¶n �÷íng trán l÷ñng gi¡c,
P,Q l  h¼nh chi¸u cõa M l¦n l÷ñt l¶n c¡c tröc Oy v  Ox. Khi �â ta �ành
ngh¾a

sinx = OP, cosx = OQ, tanx =
sinx

cosx
, cotx =

cosx

sinx
,

trong �â OP l  �ë d i �¤i sè cõa OP , OQ l  �ë d i �¤i sè cõa OQ.

A.1.2.5. H m l÷ñng gi¡c ng÷ñc

Vîi nhi·u b¤n sinh vi¶n n«m thù nh§t, c¡c kh¡i ni»m v· h m l÷ñng gi¡c ng÷ñc câ l³ l  c¡c
kh¡i ni»m ho n to n mîi m´. V¼ vªy c¡c b¤n c¦n �åc kÿ c¡c kh¡i ni»m n y �º khæng bà lóng
tóng v· sau. Câ bèn h m l÷ñng gi¡c ng÷ñc m  ta s³ l¦n l÷ñt x²t d÷îi �¥y.

a) Thù nh§t l  h m y = arcsinx. �º �ành ngh¾a h m y = arcsinx ta x²t h m f : [−π
2
,
π

2
]→

[−1; 1] câ quy t­c t÷ìng l  f(x) = sin x. D¹ th§y h m sè �â l  song ¡nh theo �ành ngh¾a A.5,
do �â câ h m ng÷ñc f−1 : [−1; 1] → [−π

2
,
π

2
] . Vîi y ∈ [−1; 1] ta kþ hi»u f−1(y) l  arcsin y

(arcsin y �åc l  ac-sin y). Theo �ành ngh¾a A.6, ta câ

arcsin y = x⇔ sinx = y, x ∈ [−π
2
,
π

2
].

Nh÷ vªy �º t¼m arcsin y vîi y ∈ [−1; 1] ta ph£i gi£i ph÷ìng tr¼nh ©n x ð v¸ ph£i cõa quan
h» t÷ìng �÷ìng tr¶n. L÷u þ r¬ng ta ch¿ x²t ph÷ìng tr¼nh n y vîi x ∈ [−π

2
,
π

2
] v¼ quy t­c

f(x) = sinx ch¿ �÷ñc �ành ngh¾a cho x ∈ [−π
2
,
π

2
]. V½ dö �º t¼m arcsin

1

2
ta ph£i gi£i ph÷ìng

tr¼nh
sinx =

1

2
, x ∈ [−π

2
,
π

2
].
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Ph÷ìng tr¼nh �â câ nghi»m duy nh§t l  x =
π

6
, do �â arcsin

1

2
=
π

6
. Vîi quy ÷îc dòng chú

x �º ch¿ �èi sè, dòng chú y �º ch¿ h m sè, quy t­c cho x t÷ìng ùng vîi y = arcsin x x¡c �ành
mët h m sè câ tªp x¡c �ành l  [−1; 1], tªp gi¡ trà l  [−π

2
,
π

2
]. H m n y t«ng tr¶n tªp x¡c �ành

cõa nâ.
b) Thù hai l  h m y = arccos x. �º �ành ngh¾a h m y = arccos x ta x²t h m f : [0, π] →

[−1; 1] câ quy t­c t÷ìng l  f(x) = cos x. D¹ th§y h m sè �â l  song ¡nh theo �ành ngh¾a A.5, do
�â câ h m ng÷ñc f−1 : [−1; 1]→ [0, π] . Vîi y ∈ [−1; 1] ta kþ hi»u f−1(y) l  arccos y (arccos y
�åc l  ac-cos y). Theo �ành ngh¾a A.6, ta câ

arccos y = x⇔ cosx = y, x ∈ [0, π].

Nh÷ vªy �º t¼m arccos y vîi y ∈ [−1; 1] ta ph£i gi£i ph÷ìng tr¼nh ©n x ð v¸ ph£i cõa quan h»
t÷ìng �÷ìng tr¶n. L÷u þ r¬ng ta ch¿ x²t ph÷ìng tr¼nh n y vîi x ∈ [0, π] v¼ quy t­c f(x) = cos x

ch¿ �÷ñc �ành ngh¾a cho x ∈ [0, π]. V½ dö �º t¼m arccos
1

2
ta ph£i gi£i ph÷ìng tr¼nh

cosx =
1

2
, x ∈ [0, π].

Ph÷ìng tr¼nh �â câ nghi»m duy nh§t l  x =
π

3
, do �â arccos

1

2
=
π

3
. Vîi quy ÷îc dòng chú

x �º ch¿ �èi sè, dòng chú y �º ch¿ h m sè, quy t­c cho x t÷ìng ùng vîi y = arccosx x¡c �ành
mët h m sè câ tªp x¡c �ành l  [−1; 1], tªp gi¡ trà l  [0, π]. H m n y gi£m tr¶n tªp x¡c �ành
cõa nâ.

c) Thù ba l  h m y = arctanx. �º �ành ngh¾a h m y = arctanx ta x²t h m f : (−π
2
,
π

2
)→ R

câ quy t­c t÷ìng l  f(x) = tanx. D¹ th§y h m sè �â l  song ¡nh theo �ành ngh¾a A.5, do �â
câ h m ng÷ñc f−1 : R → (−π

2
,
π

2
) . Vîi y ∈ R ta kþ hi»u f−1(y) l  arctan y (arctan y �åc l 

ac-tan y). Theo �ành ngh¾a A.6, ta câ

arctan y = x⇔ tanx = y, x ∈ (−π
2
,
π

2
).

Nh÷ vªy �º t¼m arctan y vîi y ∈ R ta ph£i gi£i ph÷ìng tr¼nh ©n x ð v¸ ph£i cõa quan
h» t÷ìng �÷ìng tr¶n. L÷u þ r¬ng ta ch¿ x²t ph÷ìng tr¼nh n y vîi x ∈ (−π

2
,
π

2
) v¼ quy t­c

f(x) = tanx ch¿ �÷ñc �ành ngh¾a cho x ∈ (−π
2
,
π

2
). V½ dö �º t¼m arctan(−1) ta ph£i gi£i

ph÷ìng tr¼nh
tanx = −1, x ∈ (−π

2
,
π

2
).

Ph÷ìng tr¼nh �â câ nghi»m duy nh§t l  x = −π
4
, do �â arctan(−1) = −π

4
. Vîi quy ÷îc

dòng chú x �º ch¿ �èi sè, dòng chú y �º ch¿ h m sè, quy t­c cho x t÷ìng ùng vîi y = arctanx

x¡c �ành mët h m sè câ tªp x¡c �ành l  R, tªp gi¡ trà l  (−π
2
,
π

2
). H m n y t«ng tr¶n tªp x¡c

�ành cõa nâ.

π/2

−π/2

y

O
x

H¼nh A.2: H m y = arctanx

π/2

y
π

O
x

H¼nh A.3: H m y = arccotx

d) Cuèi còng l  h m y = arc cotx. �º �ành ngh¾a h m
y = arc cotx ta x²t h m f : (0, π) → R câ quy t­c t÷ìng l 
f(x) = cot x. D¹ th§y h m sè �â l  song ¡nh theo �ành ngh¾a
A.5, do �â câ h m ng÷ñc f−1 : R→ (0, π) . Vîi y ∈ R ta kþ
hi»u f−1(y) l  arc cot y (arc cot y �åc l  ac-cot y). Theo �ành
ngh¾a A.6 ta câ

arc cot y = x⇔ cotx = y, x ∈ (0, π).
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Nh÷ vªy �º t¼m arc cot y vîi y ∈ R ta ph£i gi£i ph÷ìng
tr¼nh ©n x ð v¸ ph£i cõa quan h» t÷ìng �÷ìng tr¶n. L÷u þ
r¬ng ta ch¿ x²t ph÷ìng tr¼nh n y vîi x ∈ (0, π) v¼ quy t­c
f(x) = cot x ch¿ �÷ñc �ành ngh¾a cho x ∈ (0, π). V½ dö �º t¼m
arc cot(−1) ta ph£i gi£i ph÷ìng tr¼nh

cotx = −1, x ∈ (0, π).

Ph÷ìng tr¼nh �â câ nghi»m duy nh§t l  x =
3π

4
, do �â

arc cot(−1) =
3π

4
. Vîi quy ÷îc dòng chú x �º ch¿ �èi sè, dòng

chú y �º ch¿ h m sè, quy t­c cho x t÷ìng ùng vîi y = arc cotx
x¡c �ành mët h m sè câ tªp x¡c �ành l  R, tªp gi¡ trà l  (0, π).
H m n y gi£m tr¶n tªp x¡c �ành cõa nâ.

A.1.2.6. H m sè sì c§p

Ta cán c¦n c¡c kh¡i ni»m v· têng, hi»u, t½ch, th÷ìng c¡c h m sè tr÷îc khi �÷a ra �ành ngh¾a
h m sè sì c§p. Cho hai h m sè f v  g câ tªp x¡c �ành l¦n l÷ñt l  Df v  Dg. Ta câ thº t¤o ra
c¡c h m sè mîi vîi c¡c quy t­c t÷ìng ùng sau:

x 7→ y = f(x) + g(x);

x 7→ y = f(x)− g(x);

x 7→ y = f(x) · g(x);

x 7→ y =
f(x)

g(x)
.

C¡c h m sè n y l¦n l÷ñt �÷ñc gåi l  têng, hi»u, t½ch, th÷ìng cõa c¡c h m f v  g. Tªp x¡c
�ành cõa ba h m sè �¦u ti¶n l  Df ∩ Dg, tªp x¡c �ành cõa h m sè cuèi còng l  Df ∩ Dg trø
tªp c¡c sè x m  g(x) = 0. B¥y gií ta �¢ câ thº �÷a ra �ành ngh¾a h m sì c§p sau.

? �ành ngh¾a A.9. H m sì c§p l  h m �÷ñc t¤o bði mët sè húu h¤n ph²p l§y têng, hi»u,
t½ch, th÷ìng v  h m hñp cõa c¡c h m sì c§p cì b£n v  c¡c h¬ng sè.

•V½ dö A.6. C¡c h m sè sau l  c¡c h m sè sì c§p: y = 3x2 + sinx, y = cos(x2 + 1).

Trong sè c¡c h m sì c§p ng÷íi ta �°c bi»t quan t¥m �¸n c¡c �a thùc v  c¡c h m ph¥n thùc
v¼ t½nh thæng döng cõa chóng. �a thùc l  h m sè câ d¤ng

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0,

trong �â n l  sè nguy¶n d÷ìng, ai ∈ R,∀i = 0, n, an 6= 0. �a thùc P (x) tr¶n �÷ñc gåi l  câ bªc
b¬ng n. Ta quy ÷îc måi sè thüc a0 6= 0 l  �a thùc bªc 0, sè 0 l  �a thùc bªc −∞. Bªc cõa �a
thùc P �÷ñc kþ hi»u l  deg(P ). �æi khi ng÷íi ta dòng kþ hi»u Pn �º ch¿ �a thùc P câ bªc l  n.

H m ph¥n thùc l  t¿ sè cõa hai �a thùc v  câ d¤ng

R(x) =
amx

m + ...+ a0

bnxn + ...+ b0

,

trong �â am 6= 0, bn 6= 0. N¸u m < n th¼ R(x) �÷ñc gåi l  ph¥n thùc thüc sü, n¸u m ≥ n th¼
R(x) �÷ñc gåi l  ph¥n thùc khæng thüc sü. H m ph¥n thùc cán �÷ñc gåi l  h m húu t¿.

Sau khi nh­c l¤i c¡c kh¡i ni»m v· h m sè v  l m quen vîi c¡c h m sè mîi l  c¡c h m l÷ñng
gi¡c ng÷ñc, trong b i sau chóng tæi s³ nh­c l¤i c¡c kh¡i ni»m v· ph²p t½nh vi ph¥n h m mët
bi¸n.
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A.2. Ph²p t½nh vi ph¥n h m mët bi¸n

A.2.1. �¤o h m v  vi ph¥n c§p mët

A.2.1.1. �ành ngh¾a �¤o h m

Mët trong c¡c b i to¡n d¨n �¸n kh¡i ni»m �¤o h m cõa h m mët bi¸n l  b i to¡n v· vªn tèc
cõa chuyºn �ëng th¯ng. X²t chuyºn �ëng th¯ng câ qu¢ng �÷íng �i �÷ñc ð thíi �iºm t l  s = f(t).
Qu¢ng �÷íng �i �÷ñc t¤i c¡c thíi �iºm t0 v  t0 + ∆t l¦n l÷ñt l  s0 = f(t0) v  s = f(t0 + ∆t).
Qu¢ng �÷íng �i �÷ñc tø thíi �iºm t0 �¸n thíi �iºm t0 + ∆t l  ∆s = f(t0 + ∆t) − f(t0). Vªn
tèc trung b¼nh trong kho£ng thíi gian tø thíi �iºm t0 �¸n thíi �iºm t0 + ∆t l 

vtb =
∆s

∆t
.

N¸u �¤i l÷ñng vtb d¦n �¸n mët giîi h¤n x¡c �ành khi ∆t → 0 th¼ giîi h¤n �â �÷ñc gåi l 
vªn tèc tùc thíi cõa chuyºn �ëng t¤i thíi �iºm t0, kþ hi»u l  v(t0). Trong to¡n håc giîi h¤n �â
�÷ñc gåi l  �¤o h m cõa h m f t¤i t0. D÷îi �¥y ta s³ �÷a ra �ành ngh¾a ch½nh x¡c v· �¤o h m
cõa h m mët bi¸n.

Cho h m f x¡c �ành tr¶n kho£ng (a, b), x0 ∈ (a, b). Vîi ∆x câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä ta
�°t ∆f = f(x0 + ∆x)− f(x0). C¡c �¤i l÷ñng ∆x v  ∆f l¦n l÷ñt �÷ñc gåi l  sè gia cõa �èi sè
v  sè gia cõa h m sè. Ta câ �ành ngh¾a sau.

? �ành ngh¾a A.10. H m f �÷ñc gåi l  câ �¤o h m t¤i x0 l 

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆f

∆x

n¸u giîi h¤n ð v¸ ph£i cõa �¯ng thùc tr¶n tçn t¤i.

D¹ th§y r¬ng n¸u h m f câ �¤o h m t¤i x0 th¼ ta công câ thº t½nh �¤o h m §y theo cæng
thùc

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

.

Vîi �ành ngh¾a A.10 v· �¤o h m, vªn tèc cõa chuyºn �ëng �÷ñc mæ t£ ð tr¶n l  v(t0) = f ′(t0).
D÷îi �¥y ta �÷a ra hai nhªn x²t li¶n quan �¸n �ành ngh¾a A.10 �º sû döng v· sau.

Nhªn x²t A.1. N¸u h m f câ �¤o h m t¤i x0 th¼ vîi ∆x câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä th¼ sè
gia h m sè ∆f câ d¤ng

∆f = f ′(x0)∆x+ o(∆x), (A.1)

trong �â o(∆x) l  væ còng b² bªc cao hìn ∆x khi ∆x→ 0 [1, tr. 87] v  o(0) = 0.

Thªt vªy, vîi ∆x 6= 0 �°t
∆f

∆x
− f ′(x0) = α(∆x). Th¸ th¼ α(∆x) → 0 khi ∆x → 0 theo

�ành ngh¾a A.10. Ta câ
∆f

∆x
− f ′(x0) = α(∆x)⇔ ∆f = f ′(x0)∆x+ α(∆x)∆x. V¼

α(∆x)∆x

∆x
=

α(∆x) → 0 n¶n α(∆x)∆x l  væ còng b² bªc cao hìn ∆x khi ∆x → 0, tùc l  ta câ biºu di¹n
(A.1). Vîi ∆x = 0 �¯ng thùc (A.1) công thäa m¢n v¼ c£ hai v¸ �·u b¬ng 0.

Nhªn x²t A.2. N¸u h m f câ �¤o h m t¤i x0 th¼ tø biºu di¹n (A.1) suy ra f li¶n töc t¤i x0.
Kh¯ng �ành ng÷ñc l¤i khæng �óng.
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N¸u giîi h¤n ð �ành ngh¾a A.10 ch¿ tçn t¤i khi ∆x → 0 tø ph½a ph£i ho°c ph½a tr¡i th¼ ta
câ kh¡i ni»m v· �¤o h m ph£i, �¤o h m tr¡i sau.

? �ành ngh¾a A.11. H m f �÷ñc gåi l  câ �¤o h m ph£i t¤i x0 l 

f ′+(x0) = lim
∆x→0+

∆f

∆x

n¸u giîi h¤n ð v¸ ph£i cõa �¯ng thùc tr¶n tçn t¤i v  �÷ñc gåi l  câ �¤o h m tr¡i t¤i x0 l 

f ′−(x0) = lim
∆x→0−

∆f

∆x

n¸u giîi h¤n ð v¸ ph£i cõa �¯ng thùc tr¶n tçn t¤i.

D¹ th§y n¸u h m f câ �¤o h m t¤i x0 th¼ h m f câ �¤o h m ph£i v  �¤o h m tr¡i t¤i x0

�·u b¬ng f ′(x0). Ng÷ñc l¤i n¸u h m f câ �¤o h m ph£i v  �¤o h m tr¡i t¤i x0 b¬ng nhau th¼
h m f câ �¤o h m t¤i x0 l  f ′(x0) = f ′+(x0) = f ′−(x0).

Khi h m f câ �¤o h m ph£i (tr¡i) t¤i x0 ta câ c¡c nhªn x²t t÷ìng tü nh÷ nh÷ c¡c nhªn x²t
A.1 v  A.2 nh÷ sau.

Nhªn x²t A.3. N¸u h m f câ �¤o h m ph£i (tr¡i) t¤i x0 th¼ sè gia h m sè ∆f câ d¤ng

∆f = f ′±(x0)∆x+ o(∆x) (A.2)

trong �â o(∆x) l  væ còng b² bªc cao hìn ∆x khi ∆x→ 0+ (∆x→ 0−) v  o(0) = 0.

Nhªn x²t A.4. N¸u h m f câ �¤o h m ph£i (tr¡i) t¤i x0 th¼ h m f li¶n töc ph£i (tr¡i) t¤i
x0. Kh¯ng �ành ng÷ñc l¤i khæng �óng.

A.2.1.2. Ph÷ìng ph¡p t½nh �¤o h m

A.2.1.2.1. �¤o h m c¡c h m thæng döng
Düa v o �ành ngh¾a A.10 chóng tæi s³ l¦n l÷ñt thi¸t lªp cæng thùc t½nh �¤o h m cõa h m

h¬ng v  c¡c h m sè f(x) = x, f(x) = sinx, f(x) = ex.
a) Vîi f(x) = c,∀x ∈ (a, b), v  x0 ∈ (a, b) ta câ ∆f = f(x0 + ∆x) − f(x0) = c − c. Suy

ra ∆f = 0, do �â
∆f

∆x
= 0, vîi måi ∆x 6= 0 v  ∆x câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä. Tø �â ta câ

lim
∆x→0

∆f

∆x
= 0, tùc l  f ′(x0) = 0. Suy ra f ′(x) = 0,∀x ∈ (a, b). Ta nhªn �÷ñc cæng thùc thù

nh§t
(c)′ = 0,∀x ∈ (a, b).

b) Vîi f(x) = x,∀x ∈ (a, b), v  x0 ∈ (a, b) ta câ ∆f = f(x0 + ∆x)−f(x0) = (x0 + ∆x)−x0.

Suy ra ∆f = ∆x, do �â
∆f

∆x
= 1, vîi måi ∆x 6= 0 v  ∆x câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä. Tø �â ta

câ lim
∆x→0

∆f

∆x
= 1, tùc l  f ′(x0) = 1. Suy ra f ′(x) = 1,∀x ∈ (a, b). Ta nhªn �÷ñc cæng thùc thù

hai
(x)′ = 1,∀x ∈ (a, b).

c) Vîi f(x) = sin x, ∀x ∈ (a, b), v  x0 ∈ (a, b) ta câ ∆f = f(x0 + ∆x) − f(x0)= sin(x0 +

∆x) − sinx0 = 2 cos(x0 +
∆x

2
) sin

∆x

2
. Suy ra

∆f

∆x
= cos(x0 +

∆x

2
)
sin

∆x

2
∆x

2

, vîi måi ∆x 6= 0
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v  ∆x câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä. Tø �â ta câ lim
∆x→0

∆f

∆x
= lim

∆x→0
cos(x0 +

∆x

2
) lim

∆x→0

sin
∆x

2
∆x

2

=

cosx0.1= cosx0, tùc l  f ′(x0) = cosx0 (ta �¢ sû döng giîi h¤n cì b£n lim
α→0

sinα

α
= 1). Suy ra

f ′(x) = cos x,∀x ∈ (a, b). Ta nhªn �÷ñc cæng thùc thù ba

(sinx)′ = cosx,∀x ∈ (a, b).

d) Vîi f(x) = ex,∀x ∈ (a, b), v  x0 ∈ (a, b) ta câ ∆f = f(x0 + ∆x)− f(x0)= ex0+∆x− ex0=

ex0(e∆x − 1). Suy ra
∆f

∆x
= ex0

e∆x − 1

∆x
, vîi måi ∆x 6= 0 v  ∆x câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä. Tø

�â ta câ lim
∆x→0

∆f

∆x
= ex0 lim

∆x→0

e∆x − 1

∆x
= ex0 .1 = ex0 , tùc l  f ′(x0) = ex0 (ta �¢ sû döng giîi h¤n

cì b£n lim
α→0

eα − 1

α
= 1). Suy ra f ′(x) = ex,∀x ∈ (a, b). Ta nhªn �÷ñc cæng thùc thù t÷

(ex)′ = ex, ∀x ∈ (a, b).

A.2.1.2.2. Quy t­c t½nh �¤o h m
D÷îi �¥y chóng tæi �÷a ra ba �ành lþ v· �¤o h m cõa h m sè. �â l  �ành lþ v· �¤o h m

cõa têng, hi»u, t½ch, th÷ìng c¡c h m sè; �ành lþ v· �¤o h m h m hñp; �ành lþ v· �¤o h m h m
ng÷ñc. Chóng tæi công ¡p döng c¡c �ành lþ n y v  c¡c k¸t qu£ cõa möc 1.2.1.2.1 v· �¤o h m
c¡c h m thæng döng �º nhªn �÷ñc c¡c cæng thùc t½nh �¤o h m mîi.

♦ �ành lþ A.1. (�ành lþ v· �¤o h m cõa têng, hi»u, t½ch, th÷ìng c¡c h m sè). Gi£ sû c¡c h m
u(x), v(x) x¡c �ành tr¶n kho£ng (a, b), câ �¤o h m t¤i x0 ∈ (a, b). Khi �â u(x) + v(x),u(x) −
v(x), u(x)v(x) công câ �¤o h m t¤i x0 thäa m¢n

(i) (u(x) + v(x))′|x=x0
= u′(x0) + v′(x0);

(ii) (u(x)− v(x))′|x=x0
= u′(x0)− v′(x0);

(iii) (u(x)v(x))′|x=x0
= u′(x0)v(x0) + u(x0)v′(x0);

(iv) N¸u ngo i ra v(x0) 6= 0 th¼
u(x)

v(x)
công câ �¤o h m t¤i x0 thäa m¢n�

u(x)

v(x)

�′∣∣∣∣∣
x=x0

=
u′(x0)v(x0)− u(x0)v′(x0)

v2(x0)
.

�ành lþ v· �¤o h m cõa têng, hi»u, t½ch, th÷ìng c¡c h m sè �¢ �÷ñc xem x²t kh¡ kÿ ð c§p
phê thæng, v¼ vªy chóng tæi khæng chùng minh �ành lþ n y ð �¥y. Tø �ành lþ A.1 v  cæng thùc
t½nh �¤o h m h m h¬ng ta d¹ d ng nhªn �÷ñc hai h» qu£ sau.

5 H» qu£ A.1. N¸u h m u(x) x¡c �ành tr¶n kho£ng (a, b), câ �¤o h m t¤i x0 ∈ (a, b), th¼ vîi
måi h¬ng sè c h m cu(x) câ �¤o h m t¤i x0 thäa m¢n (cu(x))′|x=x0

= cu′(x0).

5 H» qu£ A.2. N¸u h m u x¡c �ành tr¶n kho£ng (a, b), câ �¤o h m t¤i x0 ∈ (a, b), u(x0) 6= 0,

th¼ h m
1

u
câ �¤o h m t¤i x0 thäa m¢n

�
1

u(x)

�′∣∣∣∣∣
x=x0

= − u
′(x0)

u2(x0)
.

♦ �ành lþ A.2. (�ành lþ v· �¤o h m h m hñp). N¸u h m u(x) câ �¤o h m t¤i x0, h m f(u)
câ �¤o h m t¤i u0 = u(x0) th¼ h m hñp g(x) = f(u(x)) câ �¤o h m t¤i x0 thäa m¢n

g′(x0) = f ′(u0)u′(x0).
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∆.�°t ∆u = u(x0 + ∆x)− u(x0),∆g = g(x0 + ∆x)− g(x0). Ta câ

∆g = g(x0 + ∆x)− g(x0)
= f(u(x0 + ∆x))− f(u(x0))
= f(u0 + ∆u))− f(u0).

V¼ h m f(u) câ �¤o h m t¤i u0 n¶n f(u0 + ∆u)) − f(u0) = f ′(u0)∆u + o(∆u) theo nhªn
x²t 1.1, suy ra ∆g = f ′(u0)∆u+ o(∆u). Tø �â vîi ∆x 6= 0 ta câ

∆g

∆x
= f ′(u0)

∆u

∆x
+
o(∆u)

∆x
. (A.3)

Khi ∆x→ 0 sè h¤ng thù nh§t ð v¸ ph£i cõa (A.3) câ giîi h¤n l 

lim
∆x→0

[f ′(u0)
∆u

∆x
] = f ′(u0)u′(x0). (A.4)

Giîi h¤n cõa sè h¤ng thù hai ð v¸ ph£i cõa (A.3) �÷ñc t½nh nh÷ sau: N¸u ∆u = 0 th¼ o(∆u) =

0, do �â lim
∆x→0

o(∆u)

∆x
= 0. N¸u ∆u 6= 0 th¼ lim

∆x→0

o(∆u)

∆x
= lim

∆x→0
[
o(∆u)

∆u

∆u

∆x
] = 0.u′(x0) = 0 (l÷u

þ r¬ng v¼ h m u câ �¤o h m t¤i x0 n¶n li¶n töc t¤i x0 theo nhªn x²t A.2, do �â ∆u → 0 khi
∆x→ 0). Trong c£ hai tr÷íng hñp ta �·u câ

lim
∆x→0

o(∆u)

∆x
= 0. (A.5)

Tø (A.3), (A.4), (A.5) suy ra lim
∆x→0

∆g

∆x
= f ′(u0)u′(x0) hay g′(x0) = f ′(u0)u′(x0) theo �ành

ngh¾a A.10 �.

Li¶n quan �¸n �ành lþ A.2, chóng tæi �÷a ra mët sè nhªn x²t, s³ �÷ñc sû döng v· sau.

Nhªn x²t A.5.

(i) N¸u h m u(x) câ �¤o h m t¤i x0, h m f(u) câ �¤o h m ph£i (tr¡i) t¤i u0 = u(x0), tçn
t¤i kho£ng (a, b) chùa x0 sao cho u(x) nhªn gi¡ trà ð b¶n ph£i (tr¡i) cõa u0,∀x ∈ (a, b), th¼ h m
hñp g(x) = f(u(x)) câ �¤o h m t¤i x0 thäa m¢n

g′(x0) = f ′±(u0)u′(x0).

(ii) N¸u h m u(x) câ �¤o h m ph£i (tr¡i) t¤i x0, h m f(u) câ �¤o h m ph£i t¤i u0 = u(x0),
tçn t¤i kho£ng (a, b) chùa x0 sao cho u(x) nhªn gi¡ trà ð b¶n ph£i cõa u0,∀x ∈ (a, b), v  x ð
b¶n ph£i (tr¡i) cõa x0, th¼ h m hñp g(x) = f(u(x)) câ �¤o h m ph£i (tr¡i) t¤i x0 thäa m¢n

g′±(x0) = f ′+(u0)u′±(x0).

N¸u h m u(x) câ �¤o h m ph£i (tr¡i) t¤i x0, h m f(u) câ �¤o h m tr¡i t¤i u0 = u(x0), tçn
t¤i kho£ng (a, b) chùa x0 sao cho u(x) nhªn gi¡ trà ð b¶n tr¡i cõa u0,∀x ∈ (a, b), v  x ð b¶n
ph£i (tr¡i) cõa x0, th¼ h m hñp g(x) = f(u(x)) câ �¤o h m ph£i (tr¡i) t¤i x0 thäa m¢n

g′±(x0) = f ′−(u0)u′±(x0).

(iii) N¸u h m u(x) câ �¤o h m ph£i (tr¡i) t¤i x0, h m f(u) câ �¤o h m t¤i u0 = u(x0), th¼
h m hñp g(x) = f(u(x)) câ �¤o h m ph£i (tr¡i) t¤i x0 thäa m¢n

g′±(x0) = f ′(u0)u′±(x0).

Chùng minh cõa c¡c kh¯ng �ành tr¶n t÷ìng tü chùng minh cõa �ành lþ A.2. Ch¿ l÷u þ r¬ng
ð �¥y câ thº ph£i sû döng c£ biºu biºu di¹n (A.1) l¨n (A.2).
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♦ �ành lþ A.3. (�ành lþ v· �¤o h m h m ng÷ñc). Gi£ sû h m f : [a, b] → [c, d] l  h m
ng÷ñc cõa h m li¶n töc g : [c, d] → [a, b](a < b, c < d). N¸u h m g câ �¤o h m t¤i y0 ∈ [c, d],
g′(y0) 6= 0, th¼ h m f câ �¤o h m t¤i x0 = g(y0) thäa m¢n

f ′(x0) =
1

g′(y0)
.

∆.Gi£ sû x0 ∈ [a, b), x > x0, |x − x0| �õ nhä. �°t f(x) = y. V¼ h m f l  �ìn ¡nh n¶n
f(x) 6= f(x0) hay y 6= y0. Ta câ

f(x)− f(x0)

x− x0

=
y − y0

g(y)− g(y0)

=
1

g(y)−g(y0)
y−y0

Cho x→ x+
0 th¼ y → y0 v¼ h m f li¶n töc tr¶n [a, b] [1, tr. 104]. Suy ra

lim
x→x+0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
y→y0

1

g(y)− g(y0)

y − y0

,

hay

f ′+(x0) =
1

g′(y0)
.

Chùng minh t÷ìng tü vîi x0 ∈ (a, b] ta câ

f ′−(x0) =
1

g′(y0)
.

Tø hai �¯ng thùc cuèi còng ta nhªn �÷ñc kh¯ng �ành cõa �ành lþ A.3, trong �â �¤o h m
cõa h m f t¤i a l  �¤o h m ph£i, t¤i b l  �¤o h m tr¡i �.

Sû döng ba �ành lþ tr¶n ta câ thº bê sung k¸t qu£ cõa möc 1.2.1.2.1 nh÷ sau.

•V½ dö A.7.

(i) (cosx)′ = − sinx.

Thªt vªy, ta câ cosx = sin(x +
π

2
), do �â n¸u �°t f(u) = sinu, u(x) = x +

π

2
th¼ cosx =

f(u(x)). Theo �ành lþ A.2 v· �¤o h m h m hñp, (cosx)′ = f ′(u(x))u′(x). Ta câ f ′(u) =

cosu, u′(x) = 1⇒ (cosx)′ = cos(u(x)).1 = cos(x+
π

2
) = − sinx⇒ (cosx)′ = − sinx.

(ii) (tanx)′ =
1

cos2 x
.

Thªt vªy, sû döng �ành lþ A.1 v· �¤o h m cõa têng, hi»u, t½ch, th÷ìng c¡c h m sè ta �÷ñc:

(tanx)′ = (
sinx

cosx
)′ =

(sinx)′ cosx− sinx(cosx)′

cos2 x
=

cosx. cosx− sinx(− sinx)

cos2 x

=
cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
⇒ (tanx)′ =

1

cos2 x
.

(iii) (cotx)′ = − 1

sin2 x
.

Chùng minh t÷ìng tü nh÷ (ii).
(iv) (ax)′ = ax ln a.
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Thªt vªy, ta câ ax = (eln a)x = ex ln a, do �â n¸u �°t f(u) = eu, u(x) = x ln a th¼ ax = f(u(x)).
Theo �ành lþ A.2 v· �¤o h m h m hñp, (ax)′ = f ′(u(x))u′(x). Ta câ f ′(u) = eu, u′(x) = ln a⇒
(ax)′ = eu(x) ln a = ex ln a ln a = ax ln a⇒ (ax)′ = ax ln a.

(v) (lnx)′ =
1

x
.

Thªt vªy, ta câ h m y = lnx l  h m ng÷ñc cõa h m x = ey. H m x = ey li¶n töc, câ �¤o
h m (ey)′ = ey 6= 0,∀y ∈ R, n¶n theo �ành lþ A.3 v· �¤o h m h m ng÷ñc, h m y = lnx câ �¤o

h m t¤i måi x = ey > 0 thäa m¢n (lnx)′ =
1

(ey)′
=

1

ey
=

1

x
⇒ (lnx)′ =

1

x
.

(vi) (loga x)′ =
1

x ln a
.

Thªt vªy, theo h» qu£ A.1,

(loga x)′ = (
lnx

ln a
)′ = (

1

ln a
lnx)′ =

(lnx)′

ln a
=

1

x ln a
⇒ (loga x)′ =

1

x ln a
.

(vii) (xα)′ = αxα−1 (x thäa m¢n: xα−1 x¡c �ành).
Thªt vªy, ta câ xα = (elnx)α = eα lnx, ∀x > 0, do �â n¸u �°t f(u) = eu, u(x) = α lnx th¼

xα = f(u(x)). Theo �ành lþ A.2 v· �¤o h m h m hñp, (xα)′ = f ′(u(x))u′(x). Ta câ f ′(u) =

eu, u′(x) =
α

x
⇒ (xα)′ = eu(x)α

x
= eα lnxα

x
= xα

α

x
= αxα−1 ⇒ (xα)′ = αxα−1. N¸u xα x¡c

�ành khi x < 0 th¼ vîi x < 0 ta vi¸t xα = (−1)α(−x)α, do �â n¸u �°t f(u) = uα, u(x) = −x
th¼ xα = (−1)αf(u(x)). Ta câ f ′(u) = αuα−1,∀u > 0 theo chùng minh tr¶n, u′(x) = −1 . Vîi
x < 0 ta câ u(x) > 0 n¶n theo �ành lþ A.2 v· �¤o h m h m hñp, (xα)′ = (−1)αf ′(u(x))u′(x) =
(−1)αα(u(x))α−1(−1) = α(−1)α−1(−x)α−1 = αxα−1 ⇒ (xα)′ = αxα−1. Cuèi còng, v· �¤o h m
cõa h m xα t¤i 0. N¸u h m xα x¡c �ành tr¶n R (nâi ri¶ng t¤i 0, do �â α > 0) th¼ h m sè §y câ

�¤o h m t¤i 0 khi v  ch¿ khi tçn t¤i giîi h¤n cõa
xα − 0

x− 0
= xα−1 khi x→ 0, hay khi v  ch¿ khi

α− 1 ≥ 0⇔ α ≥ 1. Vîi α > 1 �¤o h m cõa xα t¤i 0 l  lim
x→0

xα−1 = 0 = α0α−1, tùc l  thäa m¢n

cæng thùc chung (xα)′ = αxα−1. T÷ìng tü, n¸u h m xα x¡c �ành tr¶n R+ (nâi ri¶ng t¤i 0, do
�â α > 0) th¼ h m sè §y câ �¤o h m ph£i t¤i 0 khi v  ch¿ α ≥ 1, vîi α > 1 �¤o h m ph£i t¤i 0
§y thäa m¢n cæng thùc chung (xα)′ = αxα−1. Tâm l¤i, n¸u xα−1 x¡c �ành th¼ (xα)′ = αxα−1.

(viii) (arcsinx)′ =
1√

1− x2
(−1 < x < 1).

Thªt vªy, ta câ h m y = arcsinx tø �o¤n [−1, 1] v o �o¤n [− π

2
,
π

2
] l  h m ng÷ñc cõa h m

x = sin y tø �o¤n [− π

2
,
π

2
] v o �o¤n [−1, 1]. V¼ h m x = sin y li¶n töc tr¶n �o¤n [− π

2
,
π

2
], câ

�¤o h m (sin y)′ = cos y 6= 0,∀y ∈ (−π
2
,
π

2
) n¶n theo �ành lþ A.3 v· �¤o h m cõa h m ng÷ñc,

h m arcsinx câ �¤o h m t¤i x = sin y ∈ (−1, 1) thäa m¢n:

(arcsinx)′ =
1

(sin y)′
=

1

cos y
=

1√
1− sin2 y

=
1√

1− x2
⇒ (arcsinx)′ =

1√
1− x2

.

(ix) (arccosx)′ = − 1√
1− x2

(−1 < x < 1).

(x) (arctanx)′ =
1

1 + x2
.

(xi) (arc cotx)′ = − 1

1 + x2
.

C¡c cæng thùc (ix) � (xi) �÷ñc chùng minh t÷ìng tü nh÷ cæng thùc (viii).

A.2.1.2.3. B£ng �¤o h m c¡c h m sè sì c§p cì b£n
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Têng hñp c¡c k¸t qu£ cõa möc 1.2.1.2.1 v  cõa v½ dö A.7 möc 1.2.1.2.2 ta câ b£ng �¤o h m
c¡c h m sè sì c§p cì b£n sau.

1. (C)′ = 0; 2. (xα)′ = αxα−1 (x thäa m¢n: xα−1 x¡c �ành);
3. (ax)′ = ax ln a; 4. (ex)′ = ex;

5. (loga x)′ =
1

x ln a
; 6. (lnx)′ =

1

x
;

7. (sinx)′ = cosx; 8. (cosx)′ = − sinx;

9. (tanx)′ =
1

cos2 x
; 10. (cotx)′ = − 1

sin2 x
;

11. (arcsinx)′ =
1√

1− x2
(−1 < x < 1); 12. (arccosx)′ = − 1√

1− x2
(−1 < x < 1);

13. (arctanx)′ =
1

1 + x2
; 14. (arc cotx)′ = − 1

1 + x2
.

A.2.1.3. Vi ph¥n c§p mët

? �ành ngh¾a A.12. H m f x¡c �ành tr¶n kho£ng (a, b) �÷ñc gåi l  kh£ vi t¤i x0 ∈ (a, b) n¸u
vîi ∆x câ gi¡ trà tuy»t �èi �õ nhä sè gia h m sè ∆f = f(x0 + ∆x)− f(x0) câ d¤ng

∆f = A∆x+ o(∆x), (A.6)

trong �â A khæng phö thuëc v o ∆x, o(∆x) l  væ còng b² bªc cao hìn ∆x khi ∆x→ 0 [1, tr.
87]. Biºu thùc df = A∆x �÷ñc gåi l  vi ph¥n cõa h m f t¤i x0.

Theo nhªn x²t A.1, n¸u h m f câ �¤o h m t¤i x0 th¼ ∆f = f ′(x0)∆x + o(∆x), tùc l  ∆f
câ d¤ng (A.6) vîi A = f ′(x0), do �â f kh£ vi t¤i x0. Ng÷ñc l¤i, n¸u f kh£ vi t¤i x0, tùc l  ta
câ biºu di¹n (A.6), th¼ h m f câ �¤o h m t¤i x0 l  f ′(x0) = A. Thªt vªy, vîi ∆x 6= 0 chia hai

v¸ cõa (A.6) cho ∆x ta �÷ñc
∆f

∆x
= A+

o(∆x)

∆x
, tø �â suy ra lim

∆x→0

∆f

∆x
= A v¼

o(∆x)

∆x
→ 0 khi

∆x→ 0, hay f ′(x0) = A. Nh÷ vªy t½nh câ �¤o h m v  t½nh kh£ vi t¤i mët �iºm cõa h m sè l 
nh÷ nhau, ngo i ra khi f kh£ vi t¤i x0, vi ph¥n cõa nâ t¤i x0 l 

df = f ′(x0)∆x. (A.7)

�p döng cæng thùc (A.7) vîi f(x) = x, khi �â f ′(x) = 1, ta �÷ñc dx = 1.∆x ⇒ ∆x = dx.
Do �â cæng thùc (A.7) câ thº vi¸t d÷îi d¤ng kh¡c nh÷ sau:

df = f ′(x0)dx. (A.8)

Tø (A.8) l¤i suy ra

f ′(x0) =
df

dx
. (A.9)

Ti¸p theo ta x²t mët t¼nh huèng d¨n �¸n t½nh ch§t kh¡ �°c bi»t cõa vi ph¥n cõa h m sè.
Gi£ sû h m x(t) kh£ vi t¤i t0, f(x) kh£ vi t¤i x0 = x(t0). Khi �â theo �ành lþ A.2 v· �¤o h m
h m hñp, h m g(t) = f(x(t)) kh£ vi t¤i t0 v  g′(t0) = f ′(x0)x′(t0). �p döng cæng thùc (A.8)
�¦u ti¶n vîi h m g(t), sau �â vîi h m x(t), ta �÷ñc vi ph¥n cõa h m g(t) = f(x(t)) t¤i t0 l 

dg = g′(t0)dt = f ′(x0)x′(t0)dt = f ′(x0)dx.

Ta th§y d¤ng cõa vi ph¥n cõa h m f(x) khi x l  bi¸n phö thuëc (ð �¥y l  phö thuëc v o
bi¸n t) khæng thay �êi so vîi d¤ng cõa vi ph¥n cõa f(x) khi x l  bi¸n �ëc lªp. T½nh ch§t n y
gåi l  t½nh b§t bi¸n d¤ng cõa vi ph¥n.
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A.2.2. �¤o h m v  vi ph¥n c§p cao

Gi£ sû h m f câ �¤o h m t¤i måi �iºm thuëc kho£ng (a, b). N¸u f ′(x) câ �¤o h m t¤i
x0 ∈ (a, b) th¼ �¤o h m §y �÷ñc gåi l  �¤o h m c§p hai cõa h m f t¤i xo, kþ hi»u l  f (2)(x0).
Ti¸p töc qu¡ tr¼nh tr¶n ta câ kh¡i ni»m v· �¤o h m c§p n cõa h m f t¤i x, kþ hi»u l  f (n)(x),
nh÷ sau:

f (n)(x) =

§
f ′(x) khi n = 1;
(f (n−1)(x))′ khi n ≥ 2.

�¤o h m c§p mët, c§p hai, c§p ba cõa h m f công �÷ñc kþ hi»u l¦n l÷ñt l  f ′, f ′′, f ′′′. C¦n
nâi rã th¶m r¬ng, �º h m f câ �¤o h m c§p n, n ≥ 2, t¤i x0, ta c¦n h m f câ �¤o h m c§p
n-1 t¤i måi �iºm thuëc kho£ng (a, b) n o �â chùa xo v  f (n−1)(x) câ �¤o h m t¤i xo.

Ta câ c¡c quy t­c t½nh �¤o h m c§p cao sau:
(i) (αf(x) + βg(x))(n) = αf (n)(x) + βg(n)(x),∀α, β ∈ R, n ∈ N∗;
(ii) (f(x)g(x))(n) =

∑n
k=0C

k
nf

(n−k)(x)g(k)(x).

Cæng thùc thù hai ð tr¶n �÷ñc gåi l  cæng thùc Lepnit (Leibniz). Ð �¥y ta sû döng quy ÷îc
�¤o h m c§p 0 cõa h m u b§t ký x¡c �ành t¤i x l  u(0)(x) = u(x).

•V½ dö A.8. Ta chùng minh b¬ng quy n¤p

(eax)(n) = aneax(a 6= 0), (A.10)

vîi måi n ∈ N.
∆.Thªt vªy, ta câ (A.10) thäa m¢n vîi n = 0 v¼ khi �â c£ hai v¸ cõa nâ �·u b¬ng eax. Gi£

sû (A.10) �óng vîi n n o �â, n ∈ N. Theo �ành ngh¾a �¤o h m c§p cao v  quy t­c t½nh �¤o
h m h m hñp

(eax)(n+1) = [(eax)(n)]′ = [aneax]′ =anaeax = an+1eax ⇒ (eax)(n+1) = an+1eax.

Theo nguy¶n lþ quy n¤p to¡n håc, (A.10) �óng vîi måi n ∈ N. Nâi ri¶ng khi a = 1 ta câ
(ex)(n) = ex vîi måi n ∈ N �.

•V½ dö A.9. Sû döng quy t­c Lepnit t½nh �¤o h m c§p cao ta nhªn �÷ñc

(exx)(n) = ex(x+ n)

vîi måi n ∈ N∗.

∆.Thªt vªy, ta câ
(exx)(n) =

∑n

k=0
Ck
n(ex)(n−k)(x)(k).

C¡c sè h¤ng ùng vîi k ≥ 2 trong têng ð v¸ ph£i cõa �¯ng thùc tr¶n b¬ng 0 v¼ khi �â
(x)(k) = 0, do �â

(exx)(n) =
∑1

k=0 C
k
n(ex)(n−k)(x)(k)

= C0
n(ex)(n−0)(x)(0) + C1

n(ex)(n−1)(x)(1).

Sû döng k¸t qu£ cõa v½ dö A.8 khi a = 1 v  c¡c �¯ng thùc C0
n = 1, C1

n = n, (x)(0) =
x, (x)(1) = 1 ta �÷ñc (exx)(n) = 1.ex.x+ nex.1 = ex(x+ n)⇒ (exx)(n) = ex(x+ n) �.

Trong ph¦n ti¸p theo cõa möc n y chóng tæi giîi thi»u sì l÷ñc v· vi ph¥n c§p cao cõa h m
sè. Gi£ sû h m f câ �¤o h m (kh£ vi) t¤i måi �iºm thuëc kho£ng (a, b). Theo cæng thùc (A.8),
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vi ph¥n cõa h m f l  df = f ′(x)dx. Ta th§y df v· ph¦n m¼nh l¤i l  h m sè cõa x, ta câ thº
x²t t½nh kh£ vi cõa nâ t¤i �iºm n o �â. N¸u df kh£ vi t¤i �iºm n o �â th¼ vi ph¥n cõa df �÷ñc
gåi l  vi ph¥n c§p hai cõa h m f t¤i �iºm §y, kþ hi»u l  d2f . Ti¸p töc qu¡ tr¼nh §y ta câ kh¡i
ni»m v· vi ph¥n c§p n cõa h m f t¤i x, kþ hi»u l  dnf , nh÷ sau:

dnf =

§
df khi n = 1;
d(dn−1f) khi n ≥ 2.

X²t h m f cõa bi¸n �ëc lªp x. Vi ph¥n (vi ph¥n c§p mët) cõa nâ l  df = f ′(x)dx, trong �â
dx = ∆x l  h¬ng sè. Do �â vi ph¥n c§p hai cõa h m f l 

d2f = d(df) = d(f ′(x)dx) = (f ′(x)dx)′dx = [(f ′(x))′dx]dx = [f ′′(x)dx]dx = f ′′(x)dx2.

Suy ra d2f = f ′′(x)dx2. T÷ìng tü vîi n > 2 ta câ dnf = f (n)(x)dxn. Vªy vîi måi n ∈
N∗, dnf = f (n)(x)dxn. Tø �â ta công nhªn �÷ñc cæng thùc f (n)(x) =

dnf

dxn
.

L÷u þ r¬ng, kh¡c vîi tr÷íng hñp n=1, vîi n ≥ 2 biºu thùc cõa vi ph¥n c§p n dnf cõa f(x)
khi x l  bi¸n �ëc lªp v  khi x l  bi¸n phö thuëc l  kh¡c nhau. Ta nâi r¬ng, vi ph¥n c§p cao
(c§p n ≥ 2) cõa h m sè khæng câ t½nh b§t bi¸n.

A.2.3. C¡c �ành lþ v· gi¡ trà trung b¼nh v  mët sè ùng döng cõa
chóng

A.2.3.1. C¡c �ành lþ v· gi¡ trà trung b¼nh

Trong möc n y chóng tæi ph¡t biºu v  chùng minh �ành lþ Ph²c-ma (Fermat), �ành lþ Rolle,
�ành lþ Lag-r«ng-giì (Lagrange), �ành lþ Cæ-si (Cauchy), �÷a ra cæng thùc khai triºn T¥y-lì
(Taylor) húu h¤n cõa h m sè t¤i mët �iºm.

Tr÷îc h¸t ta nh­c l¤i �ành ngh¾a v· cüc trà cõa h m sè.

? �ành ngh¾a A.13. Ta nâi h m f câ cüc �¤i (cüc tiºu) �àa ph÷ìng t¤i xo n¸u tçn t¤i kho£ng
(a, b) chùa xo, sao cho f x¡c �ành tr¶n kho£ng (a, b) v  ∀x ∈ (a, b)\{x0} ta câ f(x) < f(x0)
(f(x) > f(x0)). Khi �â �iºm xo �÷ñc gåi l  �iºm cüc �¤i (cüc tiºu) �àa ph÷ìng cõa h m f .
�iºm cüc �¤i �àa ph÷ìng v  �iºm cüc tiºu �àa ph÷ìng cõa mët h m sè �÷ñc gåi chung l  �iºm
cüc trà �àa ph÷ìng cõa h m sè §y. �º cho gån, cöm tø cüc �¤i (cüc tiºu, cüc trà) �àa ph÷ìng s³
�÷ñc thay b¬ng cöm tø cüc �¤i (cüc tiºu, cüc trà).

N¸u trong �ành ngh¾a A.13 thay b§t �¯ng thùc f(x) < f(x0) (f(x) > f(x0)) bði b§t �¯ng
thùc khæng ng°t f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0)) th¼ ta câ mët lo¤i cüc trà kh¡c. �º ph¥n bi»t, ta
gåi lo¤i thù nh§t l  cüc trà ng°t, lo¤i thù hai l  cüc trà khæng ng°t. Khi nâi h m sè câ cüc trà
t¤i mët �iºm ta hiºu l  nâ câ cüc trà ng°t t¤i �iºm �â.

♦ �ành lþ A.4. (�ành lþ Fermat). N¸u h m f câ cüc trà v  kh£ vi t¤i xo th¼ f ′(x0) = 0.

∆.Gi£ sû h m f câ cüc �¤i v  kh£ vi t¤i xo v  (a, b) l  kho£ng �÷ñc nâi tîi trong �ành ngh¾a
A.13. Khi �â f(x) < f(x0),∀x ∈ (a, b)\{x0} ⇒ f(x) − f(x0) < 0,∀x ∈ (a, b)\{x0}. Tø �â,

mët m°t ta câ
f(x)− f(x0)

x− x0

< 0,∀x ∈ (x0, b), do �â v  do f kh£ vi t¤i xo, f ′(x0) = f ′+(x0) =

lim
x→x+0

f(x)− f(x0)

x− x0

≤ 0 ⇒ f ′(x0) ≤ 0. M°t kh¡c ta câ
f(x)− f(x0)

x− x0

> 0,∀x ∈ (a, x0), do �â

v  do f kh£ vi t¤i xo, f ′(x0) = f ′−(x0) = lim
x→x−0

f(x)− f(x0)

x− x0

≥ 0 ⇒ f ′(x0) ≥ 0. Do f ′(x0) ≤ 0
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v  f ′(x0) ≥ 0 n¶n f ′(x0) = 0. T÷ìng tü khi h m f câ cüc tiºu v  kh£ vi t¤i xo ta công câ
f ′(x0) = 0 �.

Nhªn x²t A.6. Tø chùng minh cõa �ành lþ A.4 d¹ th§y r¬ng, n¸u thay �i·u ki»n h m f câ
cüc trà t¤i xo bði �i·u ki»n h m f câ cüc trà khæng ng°t t¤i xo, �i·u ki»n h m f kh£ vi t¤i xo
giú nguy¶n, th¼ �ành lþ A.4 v¨n �óng.

♦ �ành lþ A.5. (�ành lþ Rolle). N¸u h m f li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b], kh£ vi tr¶n kho£ng (a, b),
f(a) = f(b) th¼ tçn t¤i c ∈ (a, b) sao cho f ′(c) = 0.

∆.V¼ h m f li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b] n¶n tçn t¤i x1, x2 ∈ [a, b], sao cho f(x1) ≤ f(x) ≤
f(x2),∀x ∈ [a, b] [1, tr. 99]. N¸u x1, x2 ∈ {a, b} th¼ f(x1) = f(x2) v¼ �·u b¬ng f(a) = f(b). V¼
f(x1) = f(x2) v  f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2),∀x ∈ [a, b] n¶n f(x) = f(x1) = f(x2),∀x ∈ [a, b]. Suy
ra f ′(c) = 0,∀c ∈ (a, b). N¸u x1 /∈ {a, b} th¼ x1 ∈ (a, b). Ta câ x1 ∈ (a, b) v  f(x) ≥ f(x1), ∀x ∈
(a, b) n¶n x1 l  �iºm cüc tiºu khæng ng°t cõa h m f . Theo nhªn x²t A.6 ta câ f ′(x1) = 0. N¸u
x2 /∈ {a, b} th¼ lªp luªn t÷ìng tü ta �÷ñc f ′(x2) = 0. Vªy trong måi tr÷íng hñp �·u tçn t¤i
c ∈ (a, b) sao cho f ′(c) = 0 �.

♦ �ành lþ A.6. (�ành lþ Lagrange). N¸u h m f li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b], kh£ vi tr¶n kho£ng
(a, b) th¼ tçn t¤i c ∈ (a, b) sao cho

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c). (A.11)

∆.�°t g(x) = f(x) − f(a) − f(b)− f(a)

b− a
(x − a). D¹ th§y h m g li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b],

kh£ vi tr¶n kho£ng (a, b), g(a) = g(b) v¼ �·u b¬ng 0 n¶n theo �ành lþ Rolle tçn t¤i c ∈ (a, b)

sao cho g′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
= 0 hay

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c) �.

Cæng thùc (A.11) câ d¤ng kh¡c nh÷ sau:

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

�°t ∆x = b− a⇔ b = a+ ∆x ta �÷ñc

f(a+ ∆x)− f(a) = f ′(c)∆x (A.12)

Cæng thùc (A.12) �÷ñc gåi l  cæng thùc sè gia húu h¤n. Nâ cho ph²p ÷îc l÷ñng sè gia cõa
h m sè ∆f = f(a+ ∆x)− f(a) theo sè gia cõa �èi sè ∆x.

♦ �ành lþ A.7. (�ành lþ Cauchy). N¸u c¡c h m f, g li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b], kh£ vi tr¶n
kho£ng (a, b), g′(x) 6= 0,∀x ∈ (a, b), th¼ tçn t¤i c ∈ (a, b) sao cho

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
. (A.13)

∆.N¸u g(a) = g(b) th¼ theo �ành lþ Rolle tçn t¤i ξ ∈ (a, b) sao cho g′(ξ) = 0 tr¡i vîi gi£

thi¸t cõa �ành lþ. Suy ra g(a) 6= g(b). �°t h(x) = f(x) − f(a) − f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x) − g(a)).

D¹ th§y h m f li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b], kh£ vi tr¶n kho£ng (a, b), h(a) = h(b) v¼ �·u b¬ng

0 n¶n theo �ành lþ Rolle tçn t¤i c ∈ (a, b) sao cho h′(c) = f ′(c) − f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(c) = 0 hay

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
do g′(c) 6= 0 theo gi£ thi¸t cõa �ành lþ �.
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D÷îi �¥y chóng tæi ph¡t biºu khæng chùng minh �ành lþ mð rëng cõa �ành lþ Lagrange.
B¤n �åc câ thº t¼m th§y chùng minh cõa nâ trong [1, tr. 147-150].

♦ �ành lþ A.8. (Cæng thùc Taylor vîi ph¦n d÷ d¤ng Lagrange). N¸u h m f kh£ vi li¶n töc
�¸n c§p n ∈ N tr¶n �o¤n [a, b], kh£ vi �¸n c§p n+1 tr¶n kho£ng (a, b), x0 ∈ (a, b) th¼ ∀x ∈ [a, b]
tçn t¤i θ : 0 < θ < 1, sao cho

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + ...+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

+
f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.

(A.14)

Cæng thùc (A.14) �÷ñc gåi l  cæng thùc Taylor hay khai triºn Taylor húu h¤n cõa h m f
t¤i xo vîi ph¦n d÷ d¤ng Lagrange.

Vîi xo = 0 cæng thùc (A.14) trð th nh

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + ...+

f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn+1. (A.15)

Cæng thùc (A.15) �÷ñc gåi l  cæng thùc Maclaurin hay khai triºn Maclaurin húu h¤n cõa
h m f .

B¤n �åc câ thº kiºm tra l¤i r¬ng, �ành lþ A.8 v¨n �óng vîi �i·u ki»n y¸u hìn l  h m f
li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b], kh£ vi �¸n c§p n+1 tr¶n kho£ng (a, b). Mët d¤ng kh¡c cõa cæng thùc
Taylor �÷ñc cho trong �ành lþ sau.

♦ �ành lþ A.9. (Cæng thùc Taylor vîi ph¦n d÷ d¤ng Peano). N¸u h m f câ �¤o h m �¸n c§p
n-1 (n ∈ N∗) tr¶n (a, b), câ �¤o h m c§p n t¤i x0 ∈ (a, b) th¼

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + ...+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n + o((x− x0)n) (A.16)

trong �â o((x− x0)n) l  væ còng b² bªc cao hìn (x− x0)n khi x→ x0 [1, tr. 87].

∆.Vîi n = 1 gi£ thi¸t cõa �ành lþ câ ngh¾a l  h m f câ �¤o h m t¤i xo. Theo nhªn x²t A.1
ta câ biºu di¹n

∆f = f(x0 + ∆x)− f(x0) = f ′(x0)∆x+ o(∆x)

⇔ f(x0 + ∆x) = f(x0) + f ′(x0)∆x+ o(∆x),

trong �â o(∆x) l  væ còng b² bªc cao hìn ∆x khi ∆x→ 0 [1, tr. 87]. �°t x = x0 + ∆x. Ta câ
∆x = x− x0,∆x→ 0⇔ x→ x0. Do �â cæng thùc cuèi còng câ thº vi¸t l¤i d÷îi d¤ng

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + o(x− x0),

trong �â o(x− x0) l  væ còng b² bªc cao hìn (x− x0) khi x→ x0 [1, tr. 87], tùc l  �ành lþ A.9
�óng vîi n = 1. Gi£ sû �ành lþ A.9 �óng vîi n = k ≥ 1. Vîi n = k + 1 �°t

g(x) = f(x)− f(x0)− f ′(x0)
1!

(x− x0)− ...− f (k+1)(x0)
(k+1)!

(x− x0)k+1,

ta câ

g′(x) = f ′(x)− f ′(x0)− f ′′(x0)
1!

(x− x0)− ...− f (k+1)(x0)
k!

(x− x0)k.
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�p döng gi£ thi¸t quy n¤p cho h m f ′(x) ta �÷ñc

f ′(x)− f ′(x0)− f ′′(x0)
1!

(x− x0)− ...− f (k+1)(x0)
k!

(x− x0)k = o((x− x0)k),

tùc l  g′(x) = o((x− x0)k). Theo �ành lþ lagrange ∀x ∈ (a, b)\{x0} tçn t¤i c ð giúa xo v  x sao
cho g(x)− g(x0) = g′(c)(x− x0)⇔ g(x) = g′(c)(x− x0) v¼ g(x0) = 0. Tø �â ta câ

g(x) = o((c− x0)k)(x− x0)

⇒ g(x)

(x−x0)k+1 = o((c−x0)k)(x−x0)

(x−x0)k+1 = o((c−x0)k)

(c−x0)k
(c−x0)k

(x−x0)k

⇒ | g(x)

(x−x0)k+1 | = |o((c−x0)k)

(c−x0)k
|.| (c−x0)k

(x−x0)k
| ≤ |o((c−x0)k)

(c−x0)k
|

⇒ | g(x)

(x−x0)k+1 | ≤ |o((c−x0)k)

(c−x0)k
|

Khi x → x0 th¼ c → x0 v¼ c ð giúa xo v  x, do �â lim
x→x0

|o((c−x0)k)

(c−x0)k
| = 0. V¼ vªy tø b§t �¯ng

thùc cuèi còng ð tr¶n suy ra lim
x→x0

g(x)

(x−x0)k+1 = 0, tùc l  g(x) = o((x− x0)k+1) hay

f(x) = f(x0) + f ′(x0)
1!

(x− x0) + ...+ f (k+1)(x0)
(k+1)!

(x− x0)k+1 + o((x− x0)k+1)

khi x→ x0. Vªy �ành lþ A.9 �óng vîi n = k+ 1. Theo nguy¶n lþ quy n¤p to¡n håc �ành lþ A.9
�óng vîi måi n nguy¶n d÷ìng �.

Trong ph¦n cuèi còng cõa möc n y chóng tæi giîi thi»u khai triºn Maclaurin cõa mët sè
h m sè.

(a) Khai triºn Maclaurin cõa h m f(x) = ex. Ta câ

ex = 1 + x+ x2

2!
+ ...+ xn

n!
+ eθx

(n+1)!
xn+1. (A.17)

Thªt vªy, ta câ f(x) = ex ⇒ f (k)(x) = ex,∀k ∈ N⇒ f (k)(0) = 1,∀k = 0, n, f (n+1)(θx) = eθx.
Do �â ¡p döng cæng thùc (A.15) ta nhªn �÷ñc cæng thùc (A.17).

(b) Khai triºn Maclaurin cõa h m f(x) = sin x. Ta câ

sinx = x− x3

3!
+ x5

5!
− ...+ (−1)n−1 x2n−1

(2n−1)!
+ (−1)n sin(θx)

(2n)!
x2n (A.18)

Thªt vªy, b¬ng ph÷ìng ph¡p quy n¤p ta chùng minh �÷ñc f (k)(x) = sin(x + kπ
2

),∀k ∈ N.
Tø �â, mët m°t ta câ f (k)(0) = sinkπ

2
,∀k = 0, 2n− 1. Suy ra

f (2m)(0) = sin2mπ
2

= sin(mπ) = 0⇒ f (2m)(0) = 0,∀m = 0, n− 1;

f (2m−1)(0) = sin (2m−1)π
2

= (−1)m−1 ⇒ f (2m−1)(0) = (−1)m−1, ∀m = 0, n.

M°t kh¡c ta câ

f (2n)(θx) = sin(θx+ 2nπ
2

) = (−1)nsin(θx)⇒ f (2n)(θx) = (−1)nsin(θx).

Do �â ¡p döng cæng thùc (A.15) ta nhªn �÷ñc cæng thùc (A.18).
(c) Khai triºn Maclaurin cõa h m f(x) = cos x. Ta câ

cosx = 1− x2

2!
+ x4

4!
− ...+ (−1)n x2n

(2n)!
+ (−1)n+1 sin(θx)

(2n+1)!
x2n+1 (A.19)
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Chùng minh cæng thùc (A.19) t÷ìng tü chùng minh cæng thùc (A.18). Ð �¥y ta düa v o
k¸t qu£ f(x) = cos x ⇒ f (k)(x) = cos(x + kπ

2
),∀k ∈ N m  ta câ thº nhªn �÷ñc b¬ng ph÷ìng

ph¡p quy n¤p.
(d) Khai triºn Maclaurin cõa h m f(x) = (1 + x)α. Ta câ

(1 + x)α = 1 + αx+ α(α−1)
2!

x2 + ...+ α(α−1)...(α−n+1)
n!

xn + α(α−1)...(α−n)(1+θx)α−n−1

(n+1)!
xn+1 (A.20)

Thªt vªy, d¹ th§y f (k)(x) = α(α− 1)...(α− k + 1)(1 + x)α−k,∀k ∈ N∗. Do �â

f(0) = 1, f (k)(0) = α(α−1)...(α−k+1)∀k = 1, n, f (n+1)(θx) = α(α−1)...(α−n)(1 + θx)α−n−1.

Thay c¡c k¸t qu£ tr¶n v o cæng thùc (A.15) ta nhªn �÷ñc cæng thùc (A.20).
�°c bi»t vîi α = −1 ta câ

1
1+x

= 1− x+ x2 − ...+ (−1)nxn + (−1)n+1 1
(1+θx)n+2x

n+1.

Thay x bði −x ta nhªn �÷ñc kh¡c

1
1−x = 1 + x+ x2 + ...+ xn + 1

(1−θx)n+2x
n+1.

(e) Khai triºn Maclaurin cõa h m f(x) = ln(1 + x). Ta câ

ln(1 + x) = x− x2

2
+ ...+ (−1)n−1 xn

n
+ (−1)n 1

(n+1)(1+θx)n+1x
n+1. (A.21)

Thªt vªy, ta câ f(x) = ln(1 + x)⇒ f ′(x) = 1
1+x

,
do �â f (k)(x) = (k − 1)!(−1)k−1(1 + x)−k,∀k ∈ N∗. Ta suy ra

f(0) = 0, f (k)(0) = (k − 1)!(−1)k−1,∀k = 1, n, f (n+1)(θx) = n!(−1)n(1 + θx)−n−1.

Thay c¡c k¸t qu£ tr¶n v o cæng thùc (A.15) ta nhªn �÷ñc cæng thùc (A.21).

�p döng �ành lþ A.9 ta cán câ thº nhªn �÷ñc c¡c cæng thùc kh¡c kh¡ thuªn ti»n, b¶n c¤nh
c¡c cæng thùc tø (A.17) �¸n (A.21). Ch¯ng h¤n ¡p döng �ành lþ A.9 ta nhªn �÷ñc cæng thùc
sau b¶n c¤nh cæng thùc (A.17)

ex = 1 + x+ x2

2!
+ ...+ xn

n!
+ o(xn)

khi x→ 0. Sû döng c¡c cæng thùc d¤ng n y trong nhi·u tr÷íng hñp ta câ thº t½nh giîi h¤n cõa
h m sè mët c¡ch kh¡ nhanh gån.

A.2.3.2. Mët sè ùng döng cõa c¡c �ành lþ v· gi¡ trà trung b¼nh

Trong möc n y chóng tæi �÷a ra hai ùng döng cõa c¡c �ành lþ v· gi¡ trà trung b¼nh l  ¡p
döng quy t­c L'Hospital t½nh giîi h¤n cõa h m sè v  sû döng c¡c �ành lþ v· gi¡ trà trung b¼nh
kh£o s¡t sü bi¸n thi¶n cõa h m sè.

A.2.3.2.1. Quy t­c L'Hospital

♦ �ành lþ A.10. (Quy t­c L'Hospital 1). Gi£ sû c¡c h m f, g kh£ vi tr¶n kho£ng (a, b) n o
�â chùa xo ∈ R câ thº trø t¤i xo. N¸u lim

x→x0
f(x) = lim

x→x0
g(x) = 0, g′(x) 6= 0,∀x ∈ (a, b)\{x0},

v  giîi h¤n lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

tçn t¤i th¼ giîi h¤n lim
x→x0

f(x)
g(x)

công tçn t¤i v  lim
x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

.
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∆.V¼ f, g kh£ vi tr¶n (a, b)\{x0} n¶n f, g li¶n töc tr¶n (a, b)\{x0}. N¸u f khæng x¡c �ành
t¤i xo th¼ ta bê sung gi¡ trà cõa nâ t¤i xo b¬ng c¡ch �°t f(x0) = 0. T÷ìng tü �èi vîi h m g.
Khi �â tø gi£ thi¸t suy ra c¡c h m f, g cán li¶n töc t¤i xo. Gi£ sû x ∈ (a, b)\{x0}. Theo �ành
lþ Cauchy, tçn t¤i c ð giúa xo v  x sao cho

f(x)−f(x0)
g(x)−g(x0)

= f ′(c)
g′(c)
⇒ f(x)

g(x)
= f ′(c)

g′(c)

v¼ f(x0) = g(x0) = 0. Cho x → xo th¼ c → xo v¼ c ð giúa x v  xo. Khi �â
f ′(c)
g′(c)

câ giîi h¤n

theo gi£ thi¸t. Suy ra f(x)
g(x)

công câ giîi h¤n v  giîi h¤n cõa nâ b¬ng giîi h¤n cõa f ′(c)
g′(c)

. Vªy khi

x→ xo biºu thùc f(x)
g(x)

câ giîi h¤n v  lim
x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

�.

♦ �ành lþ A.11. (Quy t­c L'Hospital 2). Gi£ sû c¡c h m f, g kh£ vi tr¶n kho£ng (a, b) n o
�â chùa xo ∈ R câ thº trø t¤i xo. N¸u lim

x→x0
g(x) = ∞, g′(x) 6= 0, ∀x ∈ (a, b)\{x0} v  giîi h¤n

lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

tçn t¤i th¼ giîi h¤n lim
x→x0

f(x)
g(x)

công tçn t¤i v  lim
x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

.

∆.V¼ lim
x→x0

g(x) = ∞ n¶n g(x) 6= 0 vîi måi x �õ g¦n xo. Khæng m§t têng qu¡t câ thº gi£

thi¸t g(x) 6= 0,∀x ∈ (a, b)\{x0}. �°t

lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

= l. (A.22)

Gi£ sû ε > 0. Do (A.22) tçn t¤i ∆ > 0 sao cho x0 + ∆ < b v  ∀c ∈ (x0, x0 + ∆)

|f
′(c)
g′(c)
− l| < ε

2
. (A.23)

Gi£ sû x, y ∈ (x0, x0 + ∆), x 6= y. Theo �ành lþ Cauchy, tçn t¤i c ð giúa x v  y sao cho

f(x)−f(y)
g(x)−g(y)

= f ′(c)
g′(c)

.

Tø �¯ng thùc tr¶n v  (A.23) suy ra

|f(x)−f(y)
g(x)−g(y)

− l| < ε
2

⇔ |(f(x)− f(y))− l(g(x)− g(y))| < ε
2
|g(x)− g(y)|.

Khi x = y ∈ (x0, x0 + ∆) th¼ hai v¸ cõa b§t �¯ng thùc cuèi còng b¬ng nhau v¼ �·u b¬ng 0.
Vªy ∀x, y ∈ (xo, xo + ∆) ta câ |(f(x)− f(y))− l(g(x)− g(y))| ≤ ε

2
|g(x)− g(y)|.

K¸t hñp b§t �¯ng thùc cuèi còng vîi b§t �¯ng thùc

|f(x)− lg(x)| ≤ |(f(x)− f(y))− l(g(x)− g(y))|+ |f(y)− lg(y)|

ta �÷ñc
|f(x)− lg(x)| ≤ ε

2
|g(x)− g(y)|+ |f(y)− lg(y)|.

Chia hai v¸ cõa b§t �¯ng thùc tr¶n cho |g(x)| > 0 ta �÷ñc

|f(x)
g(x)
− l| ≤ ε

2
|1− g(y)

g(x)
|+ |f(y)−lg(y)

g(x)
|.

Khi x → x+
0 th¼ v¼ g(x) → ∞ theo gi£ thi¸t, v¸ ph£i cõa b§t �¯ng thùc tr¶n d¦n �¸n

ε

2
. Do �â, vîi y cè �ành thuëc kho£ng (x0, x0 + ∆) tçn t¤i δ thäa m¢n 0 < δ < ∆ sao cho

∀x ∈ (x0, x0 + δ) ta câ
|f(x)
g(x)
− l| < ε,
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câ ngh¾a l  lim
x→x+0

f(x)
g(x)

= l. Chùng minh t÷ìng tü ta �÷ñc lim
x→x−0

f(x)
g(x)

= l, do �â lim
x→x0

f(x)
g(x)

= l. �¯ng

thùc n y còng �¯ng thùc (A.22) chùng minh kh¯ng �ành cõa �ành lþ �.

Nhªn x²t A.7. N¸u lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

=∞ ho°c n¸u x0 =∞ th¼ �ành lþ A.10 v  A.11 v¨n �óng.

Sau �¥y l  mët sè v½ dö ¡p döng c¡c quy t­c L'Hospital.

•V½ dö A.10.

(a) X²t lim
x→0

x3

x−sinx
. �p döng quy t­c L'Hospital 1 (�ành lþ A.10) ba l¦n ta �÷ñc

lim
x→0

x3

x−sinx
= lim

x→0

(x3)′

(x−sinx)′
= lim

x→0

3x2

1−cosx

= lim
x→0

(3x2)′

(1−cosx)′
= lim

x→0

6x
sinx

= lim
x→0

(6x)′

(sinx)′
= lim

x→0

6
cosx

= 6

Vªy lim
x→0

x3

x−sinx
= 6.

(b) X²t lim
x→+∞

lnx
xα

vîi α > 0. �p döng quy t­c L'Hospital 2 (�ành lþ A.11) ta �÷ñc

lim
x→+∞

lnx
xα

= lim
x→+∞

(lnx)′

(xα)′
= lim

x→+∞
1/x

αxα−1

= lim
x→+∞

1
αxα

= 0.

Vªy lim
x→+∞

lnx
xα

= 0.

(c) X²t lim
x→2

[(x2 − 4) tan πx
4

]. Ta câ lim
x→2

[(x2 − 4) tan πx
4

] = lim
x→2

x2−4
cot(πx/4)

. Do �â ¡p döng quy

t­c L'Hospital 1 (�ành lþ A.10) ta �÷ñc

lim
x→2

[(x2 − 4) tan πx
4

] = lim
x→2

(x2−4)′

(cot(πx/4))′
= lim

x→2

2x

−(π/4)(sin2(πx/4))
−1

= lim
x→2

2x.4sin2(πx/4)
−π = −16

π
.

Vªy lim
x→2

[(x2 − 4) tan πx
4

] = −16
π
.

Chó þ r¬ng, c¡c �ành lþ A.10 v  A.11 kh¯ng �ành sü tçn t¤i cõa giîi h¤n lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

k²o theo

sü tçn t¤i cõa giîi h¤n lim
x→x0

f(x)
g(x)

, nh÷ng khæng kh¯ng �ành �i·u ng÷ñc l¤i. V¼ vªy, khi giîi h¤n

lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

khæng tçn t¤i ch÷a thº nâi �÷ñc g¼ v· sü tçn t¤i cõa giîi h¤n lim
x→x0

f(x)
g(x)

. Sau �¥y l 

mët v½ dö khi lim
x→x0

f(x)
g(x)

tçn t¤i nh÷ng lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

khæng tçn t¤i. Ta câ

lim
x→+∞

x+sinx
x

= lim
x→+∞

[1 + sinx
x

] = 1

v¼ | sinx
x
| ≤ 1

x
∀x > 0 v  lim

x→+∞
1
x

= 0 n¶n lim
x→+∞

sinx
x

= 0. Suy ra lim
x→+∞

x+sinx
x

= 1. Cán

(x+sinx)′

(x)′
= 1 + cosx

khæng câ giîi h¤n khi x→ +∞ v¼ gi¡ trà cõa h m 1 + cosx t¤i c¡c d¢y d¦n �¸n +∞ l  2nπ v 
(2n+ 1)π l¦n l÷ñt l  1 + cos(2nπ) = 2 v  1 + cos((2n+ 1)π) = 0 câ c¡c giîi h¤n kh¡c nhau l 
2 v  0.
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A.2.3.2.2. Kh£o s¡t sü bi¸n thi¶n cõa h m sè
C¡c �ành lþ �÷ñc x²t trong möc n y l  c¡c cæng cö �º kh£o s¡t sü �ìn �i»u [1, tr. 46] v  �º

t¼m cüc trà cõa h m sè. Tr÷îc ti¶n l  �ành lþ v· sü �ìn �i»u cõa h m sè.

♦ �ành lþ A.12. Gi£ sû h m f li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b], kh£ vi tr¶n kho£ng (a, b). N¸u
f ′(x) > 0,∀x ∈ (a, b) th¼ f t«ng nghi¶m ng°t tr¶n [a, b]. N¸u f ′(x) < 0,∀x ∈ (a, b) th¼ f gi£m
nghi¶m ng°t tr¶n [a, b].

∆.Gi£ sû f ′(x) > 0,∀x ∈ (a, b) v  x1, x2 ∈ [a, b], x1 < x2. Theo �ành lþ Lagrange tçn t¤i
c ∈ (x1, x2) sao cho f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1). V¼ f ′(c) > 0 theo gi£ thi¸t v  x2 − x1 > 0
theo c¡ch chån x1, x2 n¶n f ′(c)(x2 − x1) > 0⇒ f(x2)− f(x1) > 0 hay f(x1) < f(x2). Suy ra f
t«ng nghi¶m ng°t tr¶n [a, b]. Ph¦n thù hai cõa �ành lþ �÷ñc chùng minh t÷ìng tü �.

Ti¸p theo ta câ �ành lþ v· cüc trà cõa h m sè.

♦ �ành lþ A.13. Gi£ sû h m f li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b], kh£ vi tr¶n kho£ng (a, b) trø mët sè
húu h¤n �iºm. Gi£ sû x0 ∈ (a, b).

(a) N¸u khi x v÷ñt qua xo v  f ′(x) �êi d§u tø d÷ìng sang ¥m th¼ f câ cüc �¤i t¤i xo;

(b) N¸u khi x v÷ñt qua xo v  f ′(x) �êi d§u tø ¥m sang d÷ìng th¼ f câ cüc tiºu t¤i xo;

(c) N¸u khi x v÷ñt qua xo v  f ′(x) khæng �êi d§u th¼ f khæng câ cüc trà t¤i xo.

∆.Tr÷îc ti¶n ta chùng minh kh¯ng �ành (a). Tø c¡c gi£ thi¸t v· h m f suy ra tçn t¤i sè
d÷ìng ε sao cho (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ (a, b), h m f kh£ vi t¤i måi x ∈ (x0 − ε, x0 + ε)\{x0}, f ′(x)
d÷ìng khi x ∈ (x0 − ε, x0), f ′(x) ¥m khi x ∈ (x0, x0 + ε). Vîi x1 ∈ (x0 − ε, x0) th¼ h m f t«ng
nghi¶m ng°t tr¶n [x1, x0] theo �ành lþ A.12 n¶n f(x1) < f(x0), vîi x2 ∈ (x0, x0 + ε) th¼ h m f
gi£m nghi¶m ng°t tr¶n [x0, x2] theo �ành lþ A.12 n¶n f(x2) < f(x0), do �â f(x) < f(x0) vîi
måi x ∈ (x0 − ε, x0 + ε)\{x0}, tùc l  xo l  �iºm cüc �¤i cõa h m f .

Kh¯ng �ành (b) �÷ñc chùng minh t÷ìng tü.
�º chùng minh kh¯ng �ành (c) tr÷îc ti¶n ta th§y tø c¡c gi£ thi¸t v· h m f suy ra tçn t¤i

sè d÷ìng ε sao cho (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ (a, b), h m f kh£ vi t¤i måi x ∈ (x0 − ε, x0 + ε)\{x0}
v  câ �¤o h m f ′(x) khæng �êi d§u khi x ∈ (x0 − ε, x0 + ε)\{x0}. Gi£ sû x1 ∈ (x0 − ε, x0),
x2 ∈ (x0, x0 + ε). N¸u f ′(x) d÷ìng khi x ∈ (x0− ε, x0 + ε)\{x0} th¼ chùng minh t÷ìng tü ph¦n
(a) ta câ f(x1) < f(x0) < f(x2), suy ra xo khæng l  �iºm cüc trà cõa h m f . T÷ìng tü n¸u
f ′(x) ¥m khi x ∈ (x0 − ε, x0 + ε)\{x0} th¼ xo công khæng l  �iºm cüc trà cõa h m f �.

B¶n c¤nh �ành lþ A.13 ta công câ thº sû döng �ành lþ sau �º t¼m cüc trà cõa h m sè.

♦ �ành lþ A.14. Gi£ sû n ∈ N∗, h m f kh£ vi �¸n c§p n− 1 tr¶n kho£ng (a, b) n o �â chùa
xo v  kh£ vi c§p n t¤i xo. Ngo i ra gi£ sû f ′(x0) = ... = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0. Khi �â

(a) N¸u n ch®n th¼ xo l  �iºm cüc trà cõa h m f . Hìn th¸ núa, n¸u f (n)(x0) > 0 th¼ xo l 
�iºm cüc tiºu cõa h m f , n¸u f (n)(x0) < 0 th¼ xo l  �iºm cüc �¤i cõa h m f .

(b) N¸u n l´ th¼ xo khæng l  �iºm cüc trà cõa h m f .

∆.Theo �ành lþ A.9 ta câ

f(x) = f(x0) + f ′(x0)
1!

(x− x0) + ...+ f (n)(x0)
n!

(x− x0)n + o((x− x0)n),

trong �â o((x− x0)n) l  væ còng b² bªc cao hìn (x− x0)n khi x→ x0 [1, tr. 87]. Tø �â v  c¡c
gi£ thi¸t cõa �ành lþ A.14 suy ra

f(x)− f(x0) = f (n)(x0)
n!

(x− x0)n + o((x− x0)n)

⇒ f(x)− f(x0) = (x− x0)n[f
(n)(x0)
n!

+ o(1)],
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trong �â kþ hi»u o(1) ch¿ h m sè d¦n �¸n 0 khi x→ xo. Khi x→ xo th¼
f (n)(x0)

n!
+o(1)→ f (n)(x0)

n!

n¶n vîi x �õ g¦n xo v  x 6= x0 d§u cõa f (n)(x0)
n!

+ o(1) �÷ñc x¡c �ành bði d§u cõa f (n)(x0)
n!

.
Suy ra d§u cõa (x− x0)n[f

(n)(x0)
n!

+ o(1)] hay cõa f(x) − f(x0) �÷ñc x¡c �ành bði d§u cõa
f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Gi£ sû n ch®n. Khi �â (x− x0)n > 0 vîi måi x �õ g¦n xo v  x 6= xo. N¸u f (n)(x0) > 0 th¼
f (n)(x0)

n!
(x− x0)n > 0, do �â f(x)− f(x0) > 0 vîi måi x �õ g¦n xo v  x 6= xo, suy ra xo l  �iºm

cüc tiºu cõa h m f . N¸u f (n)(x0) < 0 th¼ f
(n)(x0)
n!

(x− x0)n < 0, do �â f(x)− f(x0) < 0 vîi måi
x �õ g¦n xo v  x 6= xo, suy ra xo l  �iºm cüc �¤i cõa h m f .

Gi£ sû n l´. Khi �â (x− x0)n �êi d§u, do �â f (n)(x0)
n!

(x− x0)n �êi d§u khi x v÷ñt qua xo, x
�õ g¦n xo. Suy ra f(x)− f(x0) �êi d§u khi x v÷ñt qua xo, x �õ g¦n xo, do �â xo khæng l  �iºm
cüc trà cõa h m f �.

A.3. Ph²p t½nh t½ch ph¥n h m mët bi¸n

C¡c nëi dung ch½nh cõa b i n y l  t½ch ph¥n b§t �ành, t½ch ph¥n x¡c �ành v  t½ch ph¥n suy
rëng trong tr÷íng hñp cªn l§y t½ch ph¥n l  væ h¤n.

A.3.1. T½ch ph¥n b§t �ành

A.3.1.1. Nguy¶n h m v  t½ch ph¥n b§t �ành

A.3.1.1.1. �ành ngh¾a nguy¶n h m v  t½ch ph¥n b§t �ành
Trong möc 1.2.1.1 ta �¢ bi¸t n¸u chuyºn �ëng th¯ng câ qu¢ng �÷íng �i l  h m sè s = f(t)

cõa thíi gian t th¼ vªn tèc tùc thíi cõa chuyºn �ëng t¤i thíi �iºm t l  v(t) = f ′(t). Vªy n¸u
bi¸t vªn tèc tùc thíi cõa chuyºn �ëng th¯ng t¤i thíi �iºm t l  v(t) th¼ �º t¼m qu¢ng �÷íng �i
cõa chuyºn �ëng ta ph£i t¼m h m f(t) sao cho �¤o h m f ′(t) cõa nâ b¬ng v(t) vîi måi t. B i
to¡n n y l  mët trong c¡c b i to¡n d¨n �¸n �ành ngh¾a sau v· nguy¶n h m cõa h m sè.

? �ành ngh¾a A.14. Gi£ sû h m f x¡c �ành tr¶n kho£ng (a, b). Ta nâi h m F x¡c �ành tr¶n
kho£ng (a, b) l  mët nguy¶n h m cõa h m f n¸u h m F kh£ vi tr¶n (a, b) v  F ′(x) = f(x),∀x ∈
(a, b).

♦ �ành lþ A.15. Gi£ sû F l  mët nguy¶n h m cõa h m f tr¶n kho£ng (a, b). Khi �â

(a) Vîi måi h¬ng sè C h m F (x) + C công l  nguy¶n h m cõa h m f(x) tr¶n (a, b);

(b) N¸u Φ công l  nguy¶n h m cõa h m f tr¶n (a, b) th¼ tçn t¤i h¬ng sè C sao cho Φ(x) =
F (x) + C, ∀x ∈ (a, b).

∆.(a) Ta câ (F (x)+C)′ = F ′(x)+(C)′ = f(x)+0 = f(x)⇒ (F (x)+C)′ = f(x),∀x ∈ (a, b).
�¯ng thùc cuèi còng chùng tä F (x) + C công l  nguy¶n h m cõa h m f tr¶n (a, b).
(b) Gi£ sû Φ công l  nguy¶n h m cõa h m f tr¶n (a, b). �°t G(x) = Φ(x)− F (x) . Ta câ

G′(x) = Φ′(x)− F ′(x) = f(x)− f(x) = 0,∀x ∈ (a, b)⇒ G′(x) = 0, ∀x ∈ (a, b).

Gi£ sû x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2 . Theo �ành lþ Lagrange

∃c ∈ (x1, x2) : G(x2)−G(x1) = G′(c)(x2 − x1) = 0.(x2 − x1) = 0

⇒ G(x2)−G(x1) = 0⇒ G(x1) = G(x2).
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Suy ra G(x) l  h m h¬ng, tùc l  tçn t¤i h¬ng sè C, sao cho G(x) = C, ∀x ∈ (a, b) hay
Φ(x)− F (x) = C, ∀x ∈ (a, b)⇔ Φ(x) = F (x) + C, ∀x ∈ (a, b) �.

Nh÷ vªy tªp c¡c h m F (x) +C vîi C ∈ R tròng vîi tªp c¡c nguy¶n h m cõa h m f . Ta câ
�ành ngh¾a sau.

? �ành ngh¾a A.15. Gi£ sû F l  mët nguy¶n h m cõa h m f tr¶n kho£ng (a, b). Biºu thùc
F (x) +C vîi C l  h¬ng sè b§t ký �÷ñc gåi l  t½ch ph¥n b§t �ành cõa h m f tr¶n kho£ng (a, b),
v  �÷ñc kþ hi»u l  ∫

f(x)dx = F (x) + C.

D§u
∫
�÷ñc gåi l  d§u t½ch ph¥n, x �÷ñc gåi l  bi¸n l§y t½ch ph¥n, f(x) �÷ñc gåi l  h m sè

l§y t½ch ph¥n, f(x)dx �÷ñc gåi l  biºu thùc d÷îi d§u t½ch ph¥n.
Ta th§y n¸u bi¸t mët nguy¶n h m cõa h m f tr¶n kho£ng (a, b) th¼ câ thº bi¸t t§t c£ c¡c

nguy¶n h m cõa h m sè §y. V§n �· l  h m sè f n o câ nguy¶n h m tr¶n kho£ng (a, b). Hay
têng qu¡t hìn h m sè n o câ nguy¶n h m tr¶n mët tªp sè thüc li¶n thæng. Nhªn x²t A.8 möc
1.3.2.4 cho th§y måi h m sè x¡c �ành li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b] câ nguy¶n h m tr¶n �o¤n §y.

A.3.1.1.2. C¡c t½nh ch§t cõa t½ch ph¥n b§t �ành
T½nh ch§t 1. N¸u h m f câ nguy¶n h m tr¶n kho£ng (a, b) th¼ vîi k l  h¬ng sè kh¡c 0

h m k.f công câ nguy¶n h m tr¶n kho£ng (a, b) v ∫
kf(x)dx = k

∫
f(x)dx. (A.24)

T½nh ch§t 2. N¸u c¡c h m f, g câ nguy¶n h m tr¶n kho£ng (a, b) th¼ h m f + g công câ
nguy¶n h m tr¶n kho£ng (a, b) v ∫

(f(x) + g(x))dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx. (A.25)

∆.Ta chùng minh (A.24). Gi£ sû F l  nguy¶n h m cõa f tr¶n (a, b). Th¸ th¼ v¸ ph£i cõa
(A.24) l  k(F + C) vîi C ∈ R. M°t kh¡c (kF )′ = k(F )′ = kf , suy ra k.F l  nguy¶n h m cõa
k.f , do �â v¸ tr¡i cõa (A.24) l  kF +D vîi D ∈ R. Méi h m sè câ d¤ng k(F +C) �·u câ d¤ng
kF +D vîi D = kC. Ng÷ñc l¤i méi h m sè câ d¤ng kF +D �·u câ d¤ng k(F +C) vîi C = D

k
.

Tùc l  hai v¸ cõa (A.24) tròng nhau.
B¥y gií ta chùng minh (A.25). Gi£ sû F,G l¦n l÷ñt l  nguy¶n h m cõa f, g tr¶n (a, b). Th¸

th¼ v¸ ph£i cõa (A.25) l  F +C1 +G+C2 vîi C1, C2 ∈ R. M°t kh¡c (F +G)′ = F ′+G′ = f +g,
suy ra F +G l  nguy¶n h m cõa f + g, do �â v¸ tr¡i cõa (A.25) l  F +G+C vîi C ∈ R. Méi
h m sè câ d¤ng F +C1 +G+C2 �·u câ d¤ng F +G+C vîi C = C1 +C2. Ng÷ñc l¤i méi h m
sè câ d¤ng F +G+C �·u câ d¤ng F +C1 +G+C2 vîi C1 l  sè thüc n o �â, cán C2 = C−C1.
Tùc l  hai v¸ cõa (A.25) tròng nhau �.

A.3.1.2. C¡c ph÷ìng ph¡p t½nh t½ch ph¥n b§t �ành

A.3.1.2.1. Ph÷ìng ph¡p �êi bi¸n
Khi t½nh t½ch ph¥n b§t �ành �æi khi c¦n dòng ph÷ìng ph¡p �êi bi¸n. D÷îi �¥y chóng tæi

tr¼nh b y hai d¤ng �êi bi¸n khi t½nh t½ch ph¥n b§t �ành.

♦ �ành lþ A.16. (�êi bi¸n d¤ng 1). Gi£ sû
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(i) H m f x¡c �ành tr¶n kho£ng (a, b), f(x)dx = g(u(x))u′(x)dx,∀x ∈ (a, b), u(x) kh£ vi
tr¶n (a, b) v  u′(x) khæng �çng nh§t b¬ng 0 tr¶n (a, b);

(ii)
∫
g(t)dt = G(t) + C tr¶n tªp I = {u(x)|x ∈ (a, b)}.

Khi �â ∫
f(x)dx = G(u(x)) + C.

∆.V¼ u(x) kh£ vi tr¶n (a, b) n¶n u(x) li¶n töc tr¶n (a, b) theo nhªn x²t A.2. Do �â £nh I cõa
(a, b) qua h m u(x) l  tªp li¶n thæng [2, tr. 103], tùc l  câ mët trong 4 d¤ng sau: 1) [m,M ] ;
2) [m,M); 3) (m,M ]; 4) (m,M) [2, tr. 54]. N¸u I câ mët trong c¡c d¤ng 2) 3) 4) th¼ m < M .
V¼ u′(x) khæng �çng nh§t b¬ng 0 tr¶n (a, b) n¶n u(x) khæng l  h m h¬ng, do �â n¸u I câ d¤ng
1) th¼ ta công câ m < M . V¼ vªy vi»c x²t t½ch ph¥n

∫
g(t)dt tr¶n I l  câ þ ngh¾a.

�°t F (x) = G(u(x)). Gi£ sû x0 ∈ (a, b), t0 = u(x0). N¸u t0 ∈ (m,M) th¼ theo �ành lþ A.2
v· �¤o h m h m hñp ta câ

F ′(x0) = G′(t0)u′(x0) = g(t0)u′(x0) = g(u(x0))u′(x0) = f(x0)⇒ F ′(x0) = f(x0).

N¸u m húu h¤n, m ∈ I v  t0 = m th¼ theo nhªn x²t A.5 ta câ

F ′(x0) = G′+(t0)u′(x0) = g(t0)u′(x0) = g(u(x0))u′(x0) = f(x0)⇒ F ′(x0) = f(x0).

T÷ìng tü n¸u M húu h¤n, M ∈ I v  t0 = M th¼ F ′(x0) = f(x0). Nh÷ vªy F ′(x0) = f(x0)
trong måi tr÷íng hñp, suy ra F (x) l  mët nguy¶n h m cõa f(x) �.

♦ �ành lþ A.17. (�êi bi¸n d¤ng 2). Gi£ sû

(i) ϕ : (α, β)→ (a, b) l  song ¡nh, ϕ câ �¤o h m khæng �êi d§u tr¶n (α, β);

(ii)
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = G(t) + C tr¶n (α, β).

Khi �â ∫
f(x)dx = G(u(x)) + C,

trong �â t = u(x) l  h m ng÷ñc cõa h m x = ϕ(t).

∆.�°t F (x) = G(u(x)). H m t = u(x) câ �¤o h m tr¶n (a, b) thäa m¢n u′(x) = 1
ϕ′(t)

theo
�ành lþ A.3 v· �¤o h m h m ng÷ñc, h m G(t) câ �¤o h m thäa m¢n G′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t) vîi
måi t ∈ (α, β) theo gi£ thi¸t (ii). Suy ra h m F câ �¤o h m l 

F ′(x) = G′(u(x))u′(x) = f(ϕ(t))ϕ′(t) 1
ϕ′(t)

= f(ϕ(t)) = f(x)⇒ F ′(x) = f(x).

Tø �â suy ra kh¯ng �ành cõa �ành lþ �.

•V½ dö A.11.

(a) T½nh
∫ dx

x2 − a2
. Ta câ∫
dx

x2−a2 =

∫
[ 1
2a

( 1
x−a −

1
x+a

)]dx = 1
2a

∫
dx
x−a −

1
2a

∫
dx
x+a

⇒
∫

dx
x2−a2 = 1

2a

∫
dx
x−a −

1
2a

∫
dx
x+a

.

X²t t½ch ph¥n thù nh§t ð v¸ ph£i cõa �¯ng thùc cuèi còng. �°t t = x − a. Ta câ dt = dx,
suy ra 1

2a

∫
dx
x−a = 1

2a

∫
dt
t

= 1
2a

ln |t|+ C1 = 1
2a

ln |x− a|+ C1 ⇒ 1
2a

∫
dx
x−a = 1

2a
ln |x− a|+ C1.
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T÷ìng tü ta câ 1
2a

∫
dx
x+a

= 1
2a

ln |x+ a|+ C2. Suy ra∫
dx

x2−a2 = 1
2a

ln |x− a|+ C1 − 1
2a

ln |x+ a| − C2 = 1
2a

ln |x−a
x+a
|+ C1 − C2

⇒
∫

dx
x2−a2 = 1

2a
ln |x−a

x+a
|+ C,

vîi C = C1 − C2 l  h¬ng sè b§t ký.

(b) T½nh
∫

dx√
x2+a

. Ta câ
∫

dx√
x2+a

=
∫

1
x+
√
x2+a

(x+
√
x2+a)dx√
x2+a

.

�°t t = x+
√
x2 + a⇒ dt = (x+

√
x2+a)dx√
x2+a

, do �â∫
dx√
x2+a

=

∫
dt
t

= ln |t|+ C = ln |x+
√
x2 + a|+ C ⇒

∫
dx√
x2+a

= ln |x+
√
x2 + a|+ C.

(c) T½nh
∫

dx√
a2−x2 , a > 0. Tªp x¡c �ành cõa h m d÷îi d§u t½ch ph¥n l  −a < x < a.

�°t x = a sin t,−π
2
< t < π

2
. D¹ th§y ph²p �êi bi¸n n y thäa m¢n �i·u ki»n (i) cõa �ành

lþ A.17. Ta câ dx = a cos tdt,
√
a2 − x2 =

√
a2 − a2sin2t =

√
a2cos2t = a| cos t| = a cos t v¼

cos t > 0 do −π
2
< t < π

2
. Suy ra∫

dx√
a2−x2 =

∫
a cos tdt
a cos t

=

∫
dt = t+ C ⇒

∫
dx√
a2−x2 = t+ C.

Ta câ x = a sin t,−π
2
< t < π

2
⇒ t = arcsin x

a
.

Vªy
∫

dx√
a2−x2 = arcsin x

a
+ C.

(d) T½nh
∫

dx
a2+x2

.

H m d÷îi d§u t½ch ph¥n x¡c �ành vîi måi x. �°t x = a tan t,−π
2
< t < π

2
.

Ta câ dx = adt
cos2t

, a2 + x2 = a2 + a2tan2t = a2(1 + tan2t) = a2

cos2t
. Suy ra∫

dx
a2+x2

=

∫
adt

cos2t
. 1

a2/cos2t
=

∫
dt
a

= 1
a
t+ C ⇒

∫
dx

a2+x2
= 1

a
t+ C.

Ta câ x = a tan t,−π
2
< t < π

2
⇔ t = arctan x

a
.

Vªy
∫

dx
a2+x2

= 1
a

arctan x
a

+ C.

A.3.1.2.2. Ph÷ìng ph¡p t½ch ph¥n tøng ph¦n
Gi£ sû u, v l  hai h m sè câ �¤o h m li¶n töc tr¶n kho£ng (a, b). Khi �â u.v câ �¤o h m

tr¶n kho£ng (a, b) v  thäa m¢n

(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x)

vîi måi x ∈ (a, b). C¡c sè h¤ng ð v¸ ph£i cõa �¯ng thùc tr¶n �·u li¶n töc n¶n câ nguy¶n h m
tr¶n kho£ng (a, b). Do �â theo t½nh ch§t thù hai cõa t½ch ph¥n b§t �ành ta câ∫

(u(x)v(x))′dx =

∫
u′(x)v(x)dx+

∫
u(x)v′(x)dx.

T½ch ph¥n ð v¸ tr¡i cõa �¯ng thùc tr¶n b¬ng u(x)v(x) v¼ �¤o h m cõa u(x)v(x) b¬ng h m
sè d÷îi d§u t½ch ph¥n (h¬ng sè cõa t½ch ph¥n ð v¸ tr¡i ta dçn sang c¡c t½ch ph¥n ð v¸ ph£i cõa
�¯ng thùc tr¶n). Tø �â thay u′(x)dx = du(x), v′(x)dx = dv(x) ta �÷ñc

u(x)v(x) =

∫
v(x)du(x) +

∫
u(x)dv(x)⇒

∫
u(x)dv(x) = u(x)v(x)−

∫
v(x)du(x).
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Vªy ta câ cæng thùc sau, gåi l  cæng thùc t½ch ph¥n tøng ph¦n∫
u(x)dv(x) = u(x)v(x)−

∫
v(x)du(x).

•V½ dö A.12.

(a) T½nh
∫ √

x2 + adx.

�°t u =
√
x2 + a v  chån v sao cho dv = dx. Khi �â du = xdx√

x2+a
v  câ thº chån v = x. Ta

câ ∫ √
x2 + adx = x

√
x2 + a−

∫
x xdx√

x2+a

= x
√
x2 + a−

∫ √
x2 + adx+

∫
adx√
x2+a

.

⇒ 2

∫ √
x2 + adx = x

√
x2 + a+

∫
adx√
x2+a

⇒
∫ √

x2 + adx = x
2

√
x2 + a+ a

2

∫
dx√
x2+a

.

Tø �â ¡p döng k¸t qu£ cõa v½ dö A.11 ph¦n (b) ta �÷ñc∫ √
x2 + adx = x

2

√
x2 + a+ a

2
ln |x+

√
x2 + a|+ C.

(b) T½nh
∫ √

a2 − x2dx, a > 0.
�°t u =

√
a2 − x2 v  chån v sao cho dv = dx. Khi �â du = −xdx√

a2−x2 v  câ thº chån v = x.
Ta câ ∫ √

a2 − x2dx = x
√
a2 − x2 −

∫
x −xdx√

a2−x2

= x
√
a2 − x2 −

∫ √
a2 − x2dx+

∫
a2dx√
a2−x2 .

⇒ 2

∫ √
a2 − x2dx = x

√
a2 − x2 +

∫
a2dx√
a2−x2 ⇒

∫ √
a2 − x2dx = x

2

√
a2 − x2 + a2

2

∫
dx√
a2−x2 .

Tø �â ¡p döng k¸t qu£ cõa v½ dö A.11 ph¦n (c) ta �÷ñc∫ √
a2 − x2dx = x

2

√
a2 − x2 + a2

2
arcsin x

a
+ C.

1.3.1.2.3. B£ng t½ch ph¥n cì b£n
Tø b£ng �¤o h m c¡c h m sè sì c§p cì b£n (möc 1.2.1.2.3) v  c¡c k¸t qu£ cõa möc 1.3.1.2

ta nhªn �÷ñc b£ng t½ch ph¥n c¡c h m thæng döng sau.∫
0dx = C;

∫
dx = x+ C ;∫

xαdx = xα+1

α+1
+ C, α 6= −1;

∫
dx
x

= ln |x|+ C;∫
axdx = ax

ln a
+ C;

∫
exdx = ex + C ;∫

sinxdx = − cosx+ C;
∫

cosxdx = sinx+ C ;∫
dx

sin2x
= − cotx+ C;

∫
dx

cos2x
= tanx+ C;∫

dx√
a2−x2 = arcsin x

a
+ C;

∫ √
a2 − x2dx = x

2

√
a2 − x2 + a2

2
arcsin x

a
+ C;∫

dx
a2+x2

= 1
a

arctan x
a

+ C;
∫

dx
x2−a2 = 1

2a
ln |x−a

x+a
|+ C;∫

dx√
x2+a

= ln |x+
√
x2 + a|+ C;

∫ √
x2 + adx = x

2

√
x2 + a+ a

2
ln |x+

√
x2 + a|+ C.

A.3.2. T½ch ph¥n x¡c �ành
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A.3.2.1. �ành ngh¾a t½ch ph¥n x¡c �ành

Trong möc n y ta c¦n kh¡i ni»m v· cªn tr¶n �óng v  cªn d÷îi �óng cõa mët tªp sè thüc.
Cho E l  tªp sè thüc kh¡c réng. N¸u tçn t¤i sè y sao cho x ≤ y,∀x ∈ E th¼ tªp E �÷ñc gåi l 
bà ch°n tr¶n, v  sè y �÷ñc gåi l  cªn tr¶n cõa tªp E.

Cªn d÷îi �÷ñc �ành ngh¾a t÷ìng tü. N¸u tªp E bà ch°n tr¶n v  bà ch°n d÷îi th¼ E �÷ñc gåi
l  bà ch°n.

? �ành ngh¾a A.16. N¸u tªp E bà ch°n tr¶n th¼ cªn tr¶n nhä nh§t trong sè c¡c cªn tr¶n �÷ñc
gåi l  cªn tr¶n �óng cõa E v  �÷ñc kþ hi»u l  supE ho°c sup

x∈E
{x}. N¸u tªp E bà ch°n d÷îi th¼

cªn d÷îi lîn nh§t trong sè c¡c cªn d÷îi �÷ñc gåi l  cªn d÷îi �óng cõa E v  �÷ñc kþ hi»u l 
inf E ho°c inf

x∈E
{x}.

Tø �ành ngh¾a tr¶n d¹ th§y méi tªp sè thüc câ khæng qu¡ mët cªn tr¶n �óng, v  khæng qu¡
mët cªn d÷îi �óng. Sü tçn t¤i cõa cªn tr¶n �óng �÷ñc chùng minh trong [2, �ành lþ 1.36]. Sü
tçn t¤i cõa cªn d÷îi �óng �÷ñc chùng minh t÷ìng tü.

? �ành ngh¾a A.17. Gi£ sû h m f x¡c �ành v  bà ch°n tr¶n �o¤n [a, b], a < b. Chia �o¤n
[a, b] th nh n �o¤n nhä bði c¡c �iºm x0, x1, ..., xn : x0 = a < x1 < ... < xn = b. Tªp P =
{x0, x1, ..., xn} �÷ñc gåi l  mët ph¥n �iºm cõa �o¤n [a, b]. �°t

∆xi = xi − xi−1, i = 1, n,

Mi = sup {f(x)|x ∈ [xi−1, xi]}, i = 1, n,

mi = inf {f(x)|x ∈ [xi−1, xi]}, i = 1, n,

U(P) =
n∑
i=1

Mi∆xi,

L(P) =
n∑
i=1

mi∆xi,

U = inf U(P) (A.26)

L = supL(P) (A.27)

trong �â cªn tr¶n �óng v  cªn d÷îi �óng l§y theo t§t c£ c¡c ph¥n �iºm cõa �o¤n [a, b].

x
O

y

y = f(x)

a
x0

b
xn

x1 x2ξ1 ξ2 ξi

H¼nh A.4
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N¸u U = L th¼ ta nâi h m f kh£ t½ch tr¶n [a, b], gi¡ trà chung cõa c¡c �¤i l÷ñng (A.26) v 
(A.27) s³ �÷ñc kþ hi»u l 

b∫
a

f(x)dx (A.28)

v  �÷ñc gåi l  t½ch ph¥n x¡c �ành cõa h m f tr¶n �o¤n [a, b]. C¡c kþ hi»u a, b, x, f(x), f(x)dx
l¦n l÷ñt �÷ñc gåi l  cªn d÷îi, cªn tr¶n, bi¸n l§y t½ch ph¥n, h m sè l§y t½ch ph¥n, biºu thùc d÷îi
d§u t½ch ph¥n.

Ta �ành ngh¾a th¶m:
N¸u a > b v  h m f kh£ t½ch tr¶n �o¤n [b, a], th¼

∫ b
a
f(x)dx = −

∫ a
b
f(x)dx, cán n¸u a = b

v  h m f x¡c �ành t¤i a, th¼
∫ a
a
f(x)dx = 0.

V¼ h m f bà ch°n n¶n tçn t¤i c¡c sè m v  M sao cho

m ≤ f(x) ≤M, ∀x ∈ [a, b].

Ngh¾a l  vîi måi ph¥n �iºm P

m(b− a) ≤ L(P) ≤ U(P) ≤M(b− a),

v¼ vªy c¡c sè U(P) v  L(P) t¤o th nh c¡c tªp bà ch°n. �i·u �â chùng tä r¬ng c¡c �¤i l÷ñng
(A.26) v  (A.27) tçn t¤i. V§n �· v· sü tròng nhau giúa c¡c �¤i l÷ñng §y, hay t½nh kh£ t½ch cõa
h m f tr¶n �o¤n [a, b], l  v§n �· tinh t¸ hìn. Ta s³ xem x²t v§n �· §y trong ph¦n ti¸p theo.

A.3.2.2. �i·u ki»n kh£ t½ch

Ta gåi ph¥n �iºm Q cõa �o¤n [a, b] l  sü t¡n nhä cõa P n¸u Q ⊃ P . Tr÷îc ti¶n gi£ sû Q
chùa nhi·u hìn P �óng mët �iºm. Kþ hi»u �iºm mîi §y l  x∗. Gi£ sû xi−1 < x∗ < xi vîi xi−1

v  xi l  hai �iºm li¶n ti¸p cõa ph¥n �iºm P . �°t

ω1 = inf{f(x)|x ∈ [xi−1, x
∗]},

ω2 = inf{f(x)|x ∈ [x∗, xi]}.

Rã r ng l  ω1 ≥ mi v  ω2 ≥ mi, trong �â, v¨n nh÷ tr÷îc

mi = inf {f(x)|x ∈ [xi−1, xi]}.

Tùc l 

L(Q)− L(P) = ω1(x∗ − xi−1) + ω2(xi − x∗)−mi(xi − xi−1)
= (ω1 −mi)(x

∗ − xi−1) + (ω2 −mi)(xi − x∗) ≥ 0,

hay L(Q) ≥ L(P ). N¸u Q chùa nhi·u hìn P k �iºm th¼ l°p l¤i lªp luªn tr¶n k l¦n ta nhªn �÷ñc

L(P) ≤ L(Q) (A.29)

Chùng minh t÷ìng tü ta �÷ñc
U(Q) ≤ U(P) (A.30)

♦ �ành lþ A.18. Sè U trong cæng thùc (A.26) v  sè L trong cæng thùc (A.27) thäa m¢n

L ≤ U.
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∆. Gi£ sû P1 v  P2 l  hai ph¥n �iºm cõa [a, b], P = P1 ∪ P2. Theo (A.29) v  (A.30)

L(P1) ≤ L(P) ≤ U(P) ≤ U(P2).

Tùc l 
L(P1) ≤ U(P2) (A.31)

Coi P2 cè �ành, l§y cªn tr¶n �óng cõa tªp {L(P1)} theo t§t c£ c¡c ph¥n �iºm P1, tø (A.31)
ta nhªn �÷ñc

L ≤ U(P2) (A.32)

L§y cªn d÷îi �óng cõa tªp {U(P2)} theo t§t c£ P2 trong (A.32) ta nhªn �÷ñc kh¯ng �ành
cõa �ành lþ �.

♦ �ành lþ A.19. H m f kh£ t½ch tr¶n �o¤n [a, b] khi v  ch¿ khi vîi måi ε > 0 tçn t¤i ph¥n
�iºm P sao cho

U(P)− L(P) < ε. (A.33)

∆. Vîi måi ph¥n �iºm P ta câ

L(P) ≤ L ≤ U ≤ U(P).

V¼ vªy tø (A.33) suy ra ∀ε > 0 câ b§t �¯ng thùc:

0 ≤ U − L < ε. (A.34)

Ngh¾a l , vîi måi ε > 0 b§t �¯ng thùc (A.34) �÷ñc thäa m¢n, do �â U = L, hay f kh£ t½ch
tr¶n �o¤n [a, b].

B¥y gií gi£ sû f kh£ t½ch tr¶n �o¤n [a, b] v  cho sè ε > 0. Khi �â tçn t¤i c¡c ph¥n �iºm P1

v  P2 thäa m¢n

U(P2)−
b∫

a

f(x)dx <
ε

2
(A.35)

b∫
a

f(x)dx− L(P1) <
ε

2
(A.36)

Chån P = P1 ∪ P2. Khi �â c¡c b§t �¯ng thùc (A.29), (A.30), (A.35), (A.36) cho th§y

U(P) ≤ U(P2) <

b∫
a

f(x)dx+
ε

2
< L(P1) + ε ≤ L(P) + ε,

�èi vîi ph¥n �iºm n y (A.33) �÷ñc thäa m¢n �.
Sû döng �ành lþ A.19 ng÷íi ta chùng minh �÷ñc t½nh kh£ t½ch cõa ba lîp h m quan trång.

♦ �ành lþ A.20. N¸u h m f li¶n töc tr¶n [a, b] th¼ f kh£ t½ch tr¶n [a, b].

♦ �ành lþ A.21. N¸u h m f bà ch°n tr¶n [a, b] v  câ ch¿ mët sè húu h¤n �iºm gi¡n �o¤n tr¶n
[a, b] th¼ f kh£ t½ch tr¶n [a, b].

♦ �ành lþ A.22. N¸u h m f �ìn �i»u v  bà ch°n tr¶n [a, b] th¼ f kh£ t½ch tr¶n [a, b].

Ti¸p theo chóng tæi s³ ph¡t biºu v  chùng minh mët �ành lþ cho ph²p t½nh t½ch ph¥n x¡c
�ành nh÷ l  giîi h¤n cõa mët têng. Nh÷ng tr÷îc ti¶n chóng tæi �÷a ra hai �ành ngh¾a sau.
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? �ành ngh¾a A.18. �÷íng k½nh cõa ph¥n �iºm P l 

λ(P) = max{∆xi|i = 1, n}.

? �ành ngh¾a A.19. Gi£ sû P l  mët ph¥n �iºm n o �â cõa �o¤n [a, b]. Chån c¡c �iºm ti sao
cho xi−1 ≤ ti ≤ xi, i = 1, n, v  x²t têng

S(P) =
n∑
i=1

f(ti)∆xi. (A.37)

Ta �ành ngh¾a
lim

λ(P )→0
S(P ) = I, (A.38)

n¸u vîi måi ε > 0 tçn t¤i δ > 0 sao cho vîi λ(P) < δ ta câ

|S(P)− I| < ε. (A.39)

C¦n nâi rã th¶m r¬ng v¸ ph£i cõa (A.37) ngo i phö thuëc v o P cán phö thuëc v o bë c¡c
sè ti: xi−1 ≤ ti ≤ xi, i = 1, n núa, nh÷ng �º cho cæng thùc �ï cçng k·nh chóng tæi khæng thº
hi»n sü phö thuëc §y trong kþ hi»u S(P).

♦ �ành lþ A.23.

(a) N¸u tçn t¤i limS(P) khi λ(P)→ 0 th¼ h m f kh£ t½ch tr¶n [a, b] v 

lim
λ(P)→0

S(P) =

b∫
a

f(x)dx. (A.40)

(b) N¸u h m f kh£ t½ch tr¶n [a, b] th¼ thäa m¢n (A.40).
∆.Tr÷îc ti¶n gi£ sû r¬ng giîi h¤n ð v¸ tr¡i cõa (A.40) tçn t¤i v  b¬ng I. Gi£ sû ε > 0. Tçn

t¤i δ > 0 sao cho vîi λ(P) < δ ta câ

I − ε
2
< S(P) < I + ε

2
(A.41)

Chån mët ph¥n �iºm P sao cho λ(P) < δ. Cho ti ch¤y tr¶n [xi−1, xi], i = 1, n, v  l§y cªn
tr¶n �óng v  cªn d÷îi �óng cõa c¡c sè S(P) nhªn �÷ñc b¬ng c¡ch §y ta �i �¸n

I − ε
2
≤ L(P) ≤ U(P) ≤ I + ε

2
.

Theo �ành lþ A.19 f kh£ t½ch tr¶n [a, b] v  �i·u �â k¸t thóc chùng minh kh¯ng �ành (a) v¼

L(P) ≤
b∫

a

f(x)dx ≤ U(P).

�º chùng minh kh¯ng �ành (b) gi£ sû r¬ng f kh£ t½ch tr¶n [a, b]. Tçn t¤i Q sao cho

U(Q) <

∫ b

a

f(x)dx+
ε

4
(A.42)

�°t M = sup {f(x)|x ∈ [a, b]}.
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Chån δ1 = ε
8Mn

, trong �â n l  sè �o¤n nhä cõa ph¥n �iºm Q. Gi£ sû P l  ph¥n �iºm b§t
ký, sao cho λ(P) < δ1. X²t c¡c têng U(P), U(P ∪ Q). Hai têng §y tròng nhau tr¶n c¡c �o¤n
con cõa P khæng chùa c¡c �iºm cõa Q ð ph½a trong. Tr¶n c¡c �o¤n con cõa P câ chùa c¡c �iºm
cõa Q ð ph½a trong �ë l»ch cõa hai têng §y câ gi¡ trà tuy»t �èi khæng v÷ñt qu¡

(n− 1) max
i=1,n

∆xi2M < (n−1)ε2M
8Mn

< ε
4
.

K¸t hñp vîi (A.42) b§t �¯ng thùc cuèi còng cho

U(P) <

∫ b

a

f(x)dx+
ε

2
, (A.43)

vîi måi P thäa m¢n λ(P) < δ1.
Công b¬ng c¡ch §y ta câ thº chùng minh tçn t¤i δ2 > 0 sao cho

L(P) >

∫ b

a

f(x)dx− ε

2
, (A.44)

vîi måi P thäa m¢n λ(P) < δ2.
�°t δ = min(δ1, δ2) ta th§y (A.43) v  (A.44) thäa m¢n vîi måi P sao cho λ(P) < δ.
V¼ rã r ng l 

L(P) ≤ S(P) ≤ U(P)

n¶n tø (A.43) v  (A.44) suy ra

S(P) <

∫ b

a

f(x)dx+
ε

2
,

S(P) >

∫ b

a

f(x)dx− ε

2
,

cán tø hai b§t �¯ng thùc cuèi còng d¹ th§y

|S(P)−
∫ b

a

f(x)dx| < ε

vîi måi P sao cho λ(P) < δ �.

�º k¸t thóc ph¦n n y chóng tæi n¶u mët v½ dö �ìn gi£n ¡p döng c¡c �ành lþ A.20 v  A.23.

•V½ dö A.13. �p döng �ành lþ A.20 ta th§y h m f(x) = x kh£ t½ch tr¶n �o¤n [0, 1] v¼ f li¶n
töc tr¶n �o¤n §y. Do �â h m f thäa m¢n �¯ng thùc (A.40). Chån ph¥n �iºm cõa �o¤n [0, 1] l 
P = { i

n
, n ∈ N∗, i = 0, n} thäa m¢n λ(P) = 1

n
→ 0 khi n→∞. L§y ti = i

n
∈ [ i−1

n
, i
n
], i = 1, n.

Ta câ
S(P) =

∑n

i=1

i
n

1
n

= n(n+1)
2n2 = 1

2
(1 + 1

n
),

lim
λ(P)→0

S(P) = lim
n→∞

[1
2
(1 + 1

n
)] = 1

2
.

Vªy
∫ 1

0
xdx = 1

2
.
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A.3.2.3. T½nh ch§t cõa t½ch ph¥n x¡c �ành

Trong c¡c t½nh ch§t d÷îi �¥y ta câ gi£ thi¸t a < b.
T½nh ch§t 1.
(a) N¸u h m f kh£ t½ch tr¶n �o¤n [a, b] th¼ vîi måi h¬ng sè C h m Cf công kh£ t½ch tr¶n

[a, b]. Hìn núa
∫ b
a
Cf(x)dx = C

∫ b
a
f(x)dx.

(b) N¸u c¡c h m f, g kh£ t½ch tr¶n �o¤n [a, b] th¼ h m f + g công kh£ t½ch tr¶n [a, b]. Hìn
núa

∫ b
a

[f(x) + g(x)]dx =
∫ b
a
f(x)dx+

∫ b
a
g(x)dx.

T½nh ch§t 2. N¸u h m f kh£ t½ch tr¶n �o¤n [a, b] th¼ kh£ t½ch tr¶n [a, c] v  [c, b] vîi måi
c ∈ (a, b). Hìn núa ∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx.

T½nh ch§t 3.
(a) N¸u h m f kh£ t½ch tr¶n [a, b], f(x) ≥ 0,∀x ∈ [a, b], th¼

∫ b
a
f(x)dx ≥ 0.

(b) N¸u c¡c h m f, g kh£ t½ch tr¶n [a, b], f(x) ≥ g(x),∀x ∈ [a, b], th¼∫ b

a

f(x)dx ≥
∫ b

a

g(x)dx.

(c) N¸u h m f kh£ t½ch tr¶n [a, b] th¼ |f | kh£ t½ch tr¶n [a, b]. Hìn núa∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)| dx.

(d) N¸u h m f kh£ t½ch tr¶n [a, b], m ≤ f(x) ≤M, ∀x ∈ [a, b], th¼

m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤M(b− a).

T½nh ch§t 4.
(a) �ành lþ trung b¼nh thù nh§t. N¸u h m f kh£ t½ch tr¶n [a, b], m ≤ f(x) ≤M, ∀x ∈ [a, b],

th¼ th¼ tçn t¤i µ ∈ [m,M ] sao cho ∫ b

a

f(x)dx = µ(b− a).

�°c bi»t n¸u h m f li¶n töc tr¶n [a, b] th¼ tçn t¤i c ∈ [a, b] sao cho∫ b

a

f(x)dx = f(c)(b− a).

(b) �ành lþ trung b¼nh thù hai. N¸u c¡c h m f, g kh£ t½ch tr¶n [a, b], g khæng ¥m ho°c
khæng d÷ìng tr¶n [a, b], m ≤ f(x) ≤M, ∀x ∈ [a, b], th¼ th¼ tçn t¤i µ ∈ [m,M ] sao cho∫ b

a

f(x)g(x)dx = µ

∫ b

a

g(x)dx.

�°c bi»t n¸u h m f li¶n töc tr¶n [a, b], g kh£ t½ch tr¶n [a, b], g khæng ¥m ho°c khæng d÷ìng
tr¶n [a, b], th¼ tçn t¤i c ∈ [a, b] sao cho∫ b

a

f(x)dx = f(c)

∫ b

a

g(x)dx.



154 PH�P T�NH VI, T�CH PH�N H�M SÈ MËT BI�N SÈ

A.3.2.4. �ành lþ �¤o h m theo cªn tr¶n. Cæng thùc Newton-Leibniz

Gi£ sû a < b v  h m f kh£ t½ch tr¶n [a, b]. Theo t½nh ch§t 2 cõa t½ch ph¥n x¡c �ành (möc
1.3.2.3) f kh£ t½ch tr¶n [a, x] vîi måi x ∈ [a, b]. �°t

Φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt, x ∈ [a, b]. (A.45)

♦ �ành lþ A.24.

(a) H m Φ trong cæng thùc (A.45) li¶n töc tr¶n [a, b].
(b) N¸u f li¶n töc t¤i x0 ∈ [a, b] th¼ Φ câ �¤o h m t¤i xo thäa m¢n

Φ′(x0) = f(x0). (A.46)

∆.V¼ h m f bà ch°n n¶n tçn t¤i c¡c sè m v  M sao cho m ≤ f(x) ≤M, ∀x ∈ [a, b].
Gi£ sû x0 ∈ [a, b). Vîi h > 0, x0 + h ≤ b theo t½nh ch§t 2 cõa t½ch ph¥n x¡c �ành (möc

1.3.2.3)

Φ(x0 + h)− Φ(x0) =

∫ x0+h

a

f(t)dt−
∫ x0

a

f(t)dt =

∫ x0+h

x0

f(t)dt

do �â theo t½nh ch§t 4 ph¦n (a) cõa t½ch ph¥n x¡c �ành (möc 1.3.2.3) tçn t¤i µ sao cho

Φ(x0 + h)− Φ(x0) = µh. (A.47)

µ ∈
�

inf
t∈[x0,x0+h]

f(t), sup
t∈[x0,x0+h]

f(t)

�
⊂ [m,M ] . (A.48)

Cho h → 0+. V¼ µ bà ch°n do (A.48) n¶n µh → 0, suy ra Φ(x0 + h) − Φ(x0) → 0, tùc l 
h m Φ li¶n töc ph£i t¤i xo.

B¥y gií gi£ sû f li¶n töc t¤i xo. Tø (A.47) suy ra

Φ(x0+h)−Φ(x0)
h

= µ.

Cho h→ 0+. V¼ f li¶n töc t¤i xo n¶n inf
t∈[x0,x0+h]

f(t) v  sup
t∈[x0,x0+h]

f(t) �·u d¦n �¸n f(x0). Do

(A.48) µ công d¦n �¸n f(x0), tùc l 

lim
h→0+

Φ(x0+h)−Φ(x0)
h

= f(x0)

hay Φ′+(x0) = f(x0).
Gi£ sû x0 ∈ (a, b]. Mët c¡ch ho n to n t÷ìng tü câ thº chùng tä h m Φ li¶n töc tr¡i t¤i xo

v  n¸u f li¶n töc t¤i xo th¼ Φ′−(x0) = f(x0). �i·u �â k¸t thóc chùng minh c£ hai ph¦n (a) v 
(b) cõa �ành lþ �.

Nhªn x²t A.8. Tø �ành lþ A.24 suy ra n¸u h m f li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b] th¼ Φ′(x) =
f(x),∀x ∈ [a, b]. Câ ngh¾a l  Φ l  mët nguy¶n h m cõa h m f tr¶n [a, b].

♦ �ành lþ A.25. Gi£ sû a < b. N¸u h m f li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b] v  F l  mët nguy¶n h m
cõa f tr¶n [a, b] th¼ ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).
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Hi»u sè F (b)− F (a) th÷íng �÷ñc kþ hi»u l  F (x)|ba, do �â cæng thùc tr¶n cán câ d¤ng∫ b

a

f(x)dx = F (x)|ba (A.49)

Cæng thùc (A.49) �÷ñc gåi l  cæng thùc Newton-Leibniz.
∆.V¼ F l  mët nguy¶n h m cõa f tr¶n [a, b] v  theo nhªn x²t A.7 th¼ Φ công l  nguy¶n

h m cõa h m f tr¶n [a, b] n¶n

Φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt = F (x) + C, ∀x ∈ [a, b].

Cho x = a ta �÷ñc 0 = Φ(a) = F (a) + C ⇒ C = −F (a). Do �â∫ x

a

f(t)dt = F (x)− F (a),∀x ∈ [a, b].

Cuèi còng cho x = b ta �÷ñc cæng thùc (A.49) �.

•V½ dö A.14. V¼
x2

2
l  nguy¶n h m cõa h m x tr¶n �o¤n [0, 1] n¶n theo cæng thùc (A.49)

∫ 1

0

xdx =
x2

2

∣∣∣∣1
0

=
12

2
− 02

2
=

1

2
.

Ta th§y l¤i k¸t qu£ cõa v½ dö A.13.

A.3.2.5. C¡c ph÷ìng ph¡p t½nh t½ch ph¥n x¡c �ành

A.3.2.5.1. Ph÷ìng ph¡p �êi bi¸n
Trong c¡c �ành lþ A.26 v  A.27 a v  b l  c¡c sè thüc thäa m¢n a < b.

♦ �ành lþ A.26. (�êi bi¸n d¤ng 1). Gi£ sû

(i) H m f li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b];

(ii) H m u(x) kh£ vi tr¶n [a, b], u′(x) khæng �çng nh§t b¬ng 0 tr¶n [a, b], v  f(x)dx =
g(u(x))u′(x)dx,∀x ∈ [a, b];

(iii) g(t) li¶n töc tr¶n tªp I = {u(x)|x ∈ [a, b]}.
Khi �â ∫ b

a

f(x)dx =

∫ u(b)

u(a)

g(t)dt.

∆.V¼ h m g li¶n töc tr¶n tªp I n¶n câ nguy¶n h m tr¶n tªp §y. Gi£ sû G l  mët nguy¶n
h m cõa g tr¶n I. �°t F (x) = G(u(x)). Chùng minh t÷ìng tü nh÷ �ành lþ A.16 câ thº th§y
F l  nguy¶n h m cõa f tr¶n [a, b]. �iºm kh¡c ð �¥y l  kh¯ng �ành F ′(x) = f(x) t¤i x = a v 
x = b. Ta thøa nhªn kh¯ng �ành n y. Theo �ành lþ A.25∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) = G(u(b))−G(u(a)),

∫ u(b)

u(a)

g(t)dt = G(u(b))−G(u(a)).

Tø c¡c �¯ng thùc tr¶n ta nhªn �÷ñc kh¯ng �ành cõa �ành lþ �.
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♦ �ành lþ A.27. (�êi bi¸n d¤ng 2). Gi£ sû

(i) H m f li¶n töc tr¶n �o¤n [a, b];

(ii) H m ϕ(t) câ �¤o h m li¶n töc tr¶n [α, β];

(iii) ϕ(α) = a, ϕ(β) = b;

(iv) ϕ(t) ∈ [a, b], ∀t ∈ [α, β].

Khi �â ∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

∆.Gi£ sû F (x) l  nguy¶n h m cõa f(x) tr¶n [a, b]. Khi �â F (ϕ(t)) l  nguy¶n h m cõa
f(ϕ(t))ϕ′(t) tr¶n [α, β]. Theo �ành lþ A.25∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a),

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(β))− F (ϕ(α)) = F (b)− F (a).

Tø c¡c �¯ng thùc tr¶n ta nhªn �÷ñc kh¯ng �ành cõa �ành lþ �.

•V½ dö A.15.

(a) T½nh
∫ π/2

0

cosxdx

1 + sin2 x
.

�°t t = sin x ⇒ dt = cos xdx. Do �â biºu thùc d÷îi d§u t½ch ph¥n trð th nh
dt

1 + t2
. Ta

th§y h m 1
1+t2

li¶n töc tr¶n tªp [0, 1], l  £nh cõa �o¤n [0, π
2
] qua h m sinx. Vîi x = 0 th¼ t = 0,

x =
π

2
th¼ t = 1. Theo �ành lþ A.26

∫ π/2

0

cosxdx

1 + sin2 x
=

∫ 1

0

dt
1+t2

= arctan t|10 = arctan 1− arctan 0 = π
4
− 0 = π

4

(b) T½nh
∫ 1

0
dx√

(1+x2)3

�°t x = tan t, 0 ≤ t ≤ π
4
,⇒ dx = dt

cos2t
. H m 1

cos2t
li¶n töc tr¶n [0, π

4
]. Ta câ x = 0⇒ t = 0,

x = 1⇒ t = π
4
, tan t ∈ [0, 1],∀t ∈ [0, π

4
]. Theo �ành lþ A.27∫ 1

0
dx√

(1+x2)3
=
∫ π/4

0
dt

cos2t
√

(1+tan2t)3
=
∫ π/4

0
dt

cos2t

√
(1/cos2t)

3 =
∫ π/4

0
dt

cos2t|1/cos3t|

=
∫ π/4

0
dt

cos2t.1/cos3t
=
∫ π/4

0
cos tdt = sin t|π/4

0 = sin(π/4)− sin 0 =

√
2

2
− 0 =

√
2

2
.

A.3.2.5.2. Ph÷ìng ph¡p t½ch ph¥n tøng ph¦n
N¸u c¡c h m u, v câ �¤o h m li¶n töc tr¶n [a, b] th¼ ta câ cæng thùc sau gåi l  cæng thùc

t½ch ph¥n tøng ph¦n ∫ b

a

udv = (uv)|ba −
∫ b

a

vdu (A.50)

•V½ dö A.16. T½nh

In =

∫ π/2

0

sinnxdx, (A.51)



A.3 Ph²p t½nh t½ch ph¥n h m mët bi¸n 157

Jn =

∫ π/2

0

cosnxdx, (A.52)

vîi n ∈ N. Ta câ

I0 =

∫ π/2

0

dx = x|π/2
0 = π

2
,

I1 =

∫ π/2

0

sinxdx = − cosx|π/2
0 = 1.

Vîi n ≥ 2 ta câ

In =
∫ π/2

0
sinn−1xd(− cosx) = − sinn−1x cosx

∣∣π/2

0
+
∫ π/2

0
cosxd(sinn−1x) =

= (n− 1)
∫ π/2

0
sinn−2xcos2xdx = (n− 1)

∫ π/2

0
sinn−2x(1− sin2x)dx =

= (n− 1)
∫ π/2

0
(sinn−2x− sinnx)dx = (n− 1)In−2 − (n− 1)In.

Suy ra In =
n− 1

n
In−2.

Tø �â b¬ng ph÷ìng ph¡p quy n¤p ta nhªn �÷ñc I2m =
2m− 1

2m
.
2m− 3

2m− 2
...

1

2
I0,

vîi måi m ∈ N∗. Kþ hi»u t½ch c¡c sè l´ li¶n ti¸p tø 1 �¸n 2m− 1 l  (2m− 1)!! (�åc l  2m− 1
giai thøa c¡ch), t½ch c¡c sè ch®n li¶n ti¸p tø 2 �¸n 2m l  (2m)!! (�åc l  2m giai thøa c¡ch), v 

thay I0 =
π

2
ta �÷ñc I2m =

(2m− 1)!!

(2m)!!

π

2
.

T÷ìng tü I2m+1 =
(2m)!!

(2m+ 1)!!
vîi måi m ∈ N∗.

T½nh to¡n t÷ìng tü vîi Jn ta �i �¸n

I2m = J2m = (2m−1)!!
(2m)!!

π
2
, I2m+1 = J2m+1 = (2m)!!

(2m+1)!!
vîi måi m ∈ N∗.

A.3.3. T½ch ph¥n suy rëng trong tr÷íng hñp cªn l§y t½ch ph¥n l  væ
h¤n

Gi£ sû h m f kh£ t½ch tr¶n �o¤n [a, b] vîi måi b thäa m¢n b > a. N¸u tçn t¤i giîi h¤n

lim
b→+∞

∫ b

a

f(x)dx

th¼ giîi h¤n �â �÷ñc gåi l  t½ch ph¥n suy rëng cõa h m f tr¶n kho£ng [a,+∞), v  �÷ñc kþ hi»u
l  ∫ +∞

a

f(x)dx = lim
b→+∞

∫ b

a

f(x)dx. (A.53)

T÷ìng tü, n¸u h m f kh£ t½ch tr¶n �o¤n [a, b] vîi måi a thäa m¢n a < b, v  tçn t¤i giîi h¤n

lim
a→−∞

∫ b

a

f(x)dx

th¼ giîi h¤n �â �÷ñc gåi l  t½ch ph¥n suy rëng cõa h m f tr¶n kho£ng (−∞, b], v  �÷ñc kþ hi»u
l  ∫ b

−∞
f(x)dx = lim

a→−∞

∫ b

a

f(x)dx. (A.54)
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N¸u vîi måi a t½ch ph¥n suy rëng cõa h m f tr¶n c¡c kho£ng (−∞, a] v  [a,+∞) tçn t¤i
th¼ t½ch ph¥n suy rëng cõa h m f tr¶n kho ng (−∞,+∞) l ∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫ a

−∞
f(x)dx+

∫ +∞

a

f(x)dx. (A.55)

Khi v¸ tr¡i cõa c¡c cæng thùc (A.53) - (A.55) tçn t¤i th¼ ta nâi c¡c t½ch ph¥n suy rëng §y
hëi tö. Trong tr÷íng hñp ng÷ñc l¤i ta nâi chóng ph¥n ký.

•V½ dö A.17.

(a) Ta câ
∫ +∞

0
dx

1+x2
= lim

b→+∞

∫ b
0

dx
1+x2

= lim
b→+∞

[arctanx|b0] = lim
b→+∞

arctan b =
π

2
.

(b) Ti¸p theo
∫ 0

−∞
dx

1+x2
= lim

a→−∞

∫ 0

a
dx

1+x2
= lim

a→−∞
[arctanx|0a] = lim

a→−∞
[− arctan a] =

π

2
.

(c) Tø k¸t qu£ cõa c¡c ph¦n (a) v  (b), v  cæng thùc (A.55) ta câ∫ +∞

−∞

dx
1+x2

=

∫ 0

−∞

dx
1+x2

+

∫ +∞

0

dx
1+x2

=
π

2
+
π

2
= π.

(d) X²t
∫ 0

−∞ xe
xdx. Ta câ∫ 0

a

xexdx =

∫ 0

a

xdex = xex|0a −
∫ 0

a

exdx = −aea − ex|0a = −aea − 1 + ea = ea(1− a)− 1.

�p döng quy t­c L'Hospital ta câ

lim
a→−∞

[ea(1− a)− 1] = lim
a→−∞

1−a
e−a
− 1= lim

a→−∞
−1
−e−a − 1= lim

a→−∞
ea − 1 = −1

Vªy
∫ 0

−∞ xe
xdx = lim

a→−∞

∫ 0

a
xexdx = −1
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