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LỜI MỞ ĐẦU 

 

Mục đích của Sức bền vật liệu là nhằm trang bị cho kỹ sư và sinh 

viên những kiến thức cần thiết để giải quyết các bài toán kỹ thuật liên 

quan tới các khâu từ thi công, thẩm định đến thiết kế. Chính vì thế mà 

đặc trưng cuối cùng trong quá trình nghiên cứu của khoa học này là việc 

áp dụng các kết quả nghiên cứu vào thực tiễn và chỉ có thông qua việc 

ứng dụng vào thực tiễn khoa học này mới có thể đứng vững và phát 

triển. 

Sức bền vật liệu có một vị trí đặc biệt quan trọng trong cơ học, bởi 

nó đóng vai trò của một chiếc cầu nối giữa các môn khoa học cơ bản với 

các môn cơ học chuyên ngành. Hơn nữa, nó lại là viên gạch  đầu tiên đặt 

nền móng cho lĩnh vực cơ học vật rắn biến dạng – Một lĩnh vực chuyên 

nghiên cứu các quy luật tổng quát về sự hình thành và phát triển các tác 

dụng cơ học sinh ra trong lòng các vật rắn thực do tác dụng ngoài bất kỳ 

gây ra. 

Kinh nghiệm làm việc với sinh viên cho thấy, họ gặp rất nhiều khó 

khăn khi vận dụng lý thuyết vốn rất trừu tượng và phức tạp của môn học 

này vào giải các bài tập dưới dạng mô hình dù đã cho sẵn và càng khó 

khăn hơn khi áp dụng vào các bài toán của thực tế kỹ thuật. Mặt khác, 

phần lớn trong số những sinh viên say mê nghiên cứu môn khoa học này 

thường không thỏa mãn với các bài tập giải mẫu theo một khuôn mẫu 

cứng nhắc như vẫn thường làm trong các sách lý thuyết và bài tập hiện 

nay. Sách được biên soạn thành nhiều tập nhằm phục vụ cho công tác 

dạy và học trong các trường đại học kỹ thuật, cho nhu cầu ôn thi cuối 

khóa, ôn thi tuyển vào các hệ cao học và phục vụ cho nhu cầu tham khảo 

nâng cao của cán bộ giảng viên trẻ, kỹ sư đang trực tiếp thi công. Với 

mục đích đó, một mặt ngoài những bài toán ở mức độ dễ và trung bình 

với nhiều phương án giải khác nhau phục vụ cho đông đảo sinh viên các 

chuyên ngành: Cơ khí chế tạo máy, cơ khí ô tô, cơ khí đóng tàu, cơ khí 

giao thông vận tải, xây dựng, cầu đường, công trình thủy lợi.. 

Với lòng mong mỏi nâng cao kiến thức, trí tuệ về môn học cho 

sinh viên, chúng tôi thấy cần giới thiệu cuốn Bài tập Sức bền vật liệu 1 

cùng các bạn. Mặc dù cuốn sách được biên soạn nghiêm túc, công phu, 

chặt chẽ với sự cập nhật chọn lọc các thông tin mới nhất, nhưng chắc 
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chắn sẽ không tránh khỏi thiếu sót. Nhóm tác giả rất mong và cảm ơn sự 

đóng góp, trao đổi ý kiến của các chuyên gia, các thầy cô giáo trực tiếp 

giảng dạy Sức bền vật liệu, tất cả các bạn sinh viên sử dụng và đọc cuốn 

sách này để cuốn sách được hoàn thiện hơn trong các lần xuất bản sau. 

Hải Phòng, ngày 15 tháng 8 năm 2018 

Nhóm tác giả
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CHƯƠNG 1:  NHỮNG KHÁI NIỆM MỞ ĐẦU 

 

I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

1.1.NGOẠI LỰC 

1.1.1. Định nghĩa. 

Ngoại lực là những lực của môi trường xung quanh hay của vật thể 

khác tác dụng lên vật thể đang xét. 

1.1.2. Phân loại ngoại lực. 

Ngoại lực được phân thành hai loại chính: tải trọng và phản lực 

liên kết   

a. Tải trọng: Là lực tác dụng lên vật thể đang xét mà điểm đặt, phương, 

chiều và trị số (độ lớn) coi như đã biết trước. 

b. Phản lực liên kết: 

Phản lực liên kết là lực hay ngẫu lực phát sinh ra tại những chỗ 

tiếp xúc của vật thể đang xét với vật thể khác khi có tải trọng tác dụng 

lên nó. Trị số và phương chiều của phản lực liên kết ngoài việc phụ 

thuộc vào tải trọng còn phụ thuộc vào hình thức liên kết. Vì vậy chúng ta 

sẽ xem xét các loại liên kết và phản lực liên kết ứng với nó. 

1.1.3. Các loại liên kết và phản lực liên kết 

a. Các loại liên kết phẳng:    

 

         a)                                b)                                      c) 

Hình 1.1 

Gối di động (còn gọi là khớp di động) 

Gối di động là loại liên kết cho phép thanh quay xung quanh một 

khớp và có thể di động theo một phương xác định. Liên kết này hạn chế 

sự di chuyển một phương. Theo phương bị hạn chế này sẽ phát sinh một 

phản lực liên kết. Sơ đồ của sự liên kết này như ở hình 1.1a 

 Gối tựa cố định (hay còn gọi là khớp cố định) 

yA yB

zBA B C

yc

zC

MC
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Gối cố định là loại liên kết chỉ cho phép thanh quay xung quanh một 

khớp, còn mọi di động thẳng khác đều bị hạn chế. Tại liên kết này sẽ xuất 

hiện một phản liên kết có phương xác định. Phản lực này có thể phân tích 

thành hai thành phần: thẳng đứng và nằm ngang. Sơ đồ của liên kết này 

được biểu diễn ở hình 1.1b 

Ngàm  

Ngàm là loại liên kết hạn chế mọi sự di chuyển của thanh. Tại liên 

kết này sẽ phát sinh một mômen và hai thành phần lực thẳng đứng và 

nằm ngang. Sơ đồ của ngàm được biểu diễn ở hình 1.1c 

Với liên kết không gian thì số phản lực liên kết sẽ nhiều hơn. 

b. Cách xác định phản lực liên kết 

 Để xác định các phản lực liên kết, ta coi vật thể đang xét như một 

vật rắn tuyệt đối và tất cả ngoại lực tác dụng lên vật thể tạo thành một hệ 

lực cân bằng. Trường hợp tất cả các ngoại lực nằm trong mặt phẳng 

chứa trục thanh gọi là bài toán phẳng. Đối với bài toán phẳng có ba 

phương trình cân bằng tĩnh học. Còn đối với bài toán không gian có sáu 

phương trình cân bằng tĩnh học. 

Đối với bài toán phẳng có ba dạng phương trình cân bằng tĩnh học 

sau đây: 

a) Tổng hình chiếu của các ngoại lực lên 2 phương x, y không song song 

và tổng mômen của các ngoại lực lấy đối với một điểm  tuỳ ý bằng 

không. 

1

( ) 0
n

i
i

X P


    ; 
1

( ) 0
n

i
i

Y P


    ; 
1

( ) 0
n

A i
i

M P


          (1.1) 

 b) Tổng hình chiếu của các lực theo một phương u và tổng mômen của 

các lực đối với hai điểm không cùng nằm trên phương vuông góc với 

phương u bằng không               




1

( ) 0
n

i
i

U P   ; 
1

( ) 0
n

A i
i

M P


   ; 
1

( ) 0
n

B i
i

M P


        (1.2)   

c) Tổng mômen của các lực lấy đối với 3 điểm không thẳng hàng bằng 

không  

1

( ) 0
n

A i
i

M P


  ;
1

( ) 0
n

B i
i

M P


   ; 
1

( ) 0
n

C i
i

M P


       (1.3) 
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Ở đây Pi là các ngoại lực; i = 1,2,...n 

Khi số phản lực liên kết cần phải tìm bằng số phương trình cân 

bằng tĩnh học, bài toán được gọi là bài toán tĩnh định. Khi đó ta có thể 

xác định được các phản lực liên kết bằng các phương trình cân bằng tĩnh 

học. Còn khi số phản lực liên kết cần phải tìm lớn hơn số phương trình 

cân bằng tĩnh học, bài toán được gọi là bài toán siêu tĩnh. Ở bài toàn siêu 

tĩnh, muốn xác định được các phản lực liên kết phải sử dụng thêm các 

phương trình về điều kiện biến dạng. Vấn đề này sẽ được xem xét kĩ ở 

chương sau 

 

1.2. NỘI LỰC 

1.2.1. Định nghĩa 

Độ thay đổi lực liên kết giữa các phần tử bên trong vật thể khi vật thể 

biến dạng được gọi là nội lực. 

Theo định nghĩa trên ta thấy rằng nội lực chỉ xuất hiện khi vật thể 

bị biến dạng tức là chỉ khi có ngoại lực tác dụng lên vật thể. 

1.2.2. Phương pháp mặt cắt 

Để xác định nội lực, ta dùng phương pháp mặt cắt. Nội dung của 

phương pháp như sau: 

Xét một thanh chịu lực cân bằng. Muốn xác định nội lực trên mặt 

cắt 1 – 1 hình 1.2a nào đó:  

 

Hình 1.2 

Ta tưởng tượng cắt thanh bằng 1 mặt cắt 1 - 1 chia thanh thành 2 

phần A, B. Xét cân bằng của 1 phần, phần thanh này cũng phải nằm 

trong trạng thái cân bằng tĩnh học cho nên nội lực trên mặt cắt và các 
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ngoại lực tác dụng lên phần thanh này tạo thành một hệ lực cân bằng. 

Từ các phương trình cân bằng tĩnh học ta xác định được các thành phần 

nội lực trên mặt cắt 1 - 1.  

1.2.3. Các thành phần nội lực trên mặt cắt ngang. 

Trong trường hợp mặt cắt 1 - 1 là mặt cắt ngang, trên mặt cắt ta 

chọn hệ trục toạ độ như sau: pháp tuyến của mặt cắt là trục Oz, hai trục 

Ox và Oy nằm trong mặt cắt và vuông góc với nhau; gốc O trùng với 

trọng tâm mặt cắt (Hình 1.2b). Tại mọi điểm trên mặt cắt đều có nội lực. 

Thu gọn tất cả các nội lực về điểm O ta được 1 lực chính R  và mômen 

M  có phương chiều và trị số xác định. 

Phân R  thành 3 thành phần theo phương 3 trục: 

- Thành phần theo phưong trục z kí hiệu là 
z

N  và gọi là lực dọc; 

- Thành phần theo phưong trục x kí hiệu là 
x

Q và gọi là lực cắt; 

- Thành phần theo phưong trục y kí hiệu là 
y

Q và gọi là lực cắt. 

Phân tích M thành 3 thành phần quay quanh 3 trục 

- Thành phần quay quanh trục z kí hiệu là 
z

M  và gọi là mômen 

xoắn; 

- Thành phần quay quanh trục x kí hiệu là 
x

M  và gọi là mômen 

uốn; 

- Thành phần quay quanh trục y kí hiệu là yM  và gọi là mômen 

uốn. 

Như vậy tổng quát trên mặt cắt ngang có 6 thành phần nội lực Nz, 

Qx, Qy, zM , xM ,
yM  

1.2.4. Qui ước dấu của các thành phần nội lực 

- Lực dọc Nz được coi là dương khi nó có chiều đi ra khỏi mặt cắt. 

- Lực cắt Qx, Qy được coi là dương khi nó có chiều trùng với pháp 

tuyến ngoài đã quay một góc 90
o
 theo chiều kim đồng hồ. 

- Mômen xoắn Mz được coi là dương khi ta đứng nhìn vào mặt cắt thấy 

nó quay theo chiều kim đồng hồ. 
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- Mômen uốn Mx được coi là dương khi nó làm dãn (kéo) về phía 

dương của trục y. Nếu chiều dương trục y chọn hướng hướng xuống 

dưới thì Mx dương khi làm dãn (kéo) thớ dưới. 

- Mômen uốn My được coi là dương khi nó làm dãn (kéo) về phía 

dương của trục x. 

1.2.5. Cách xác định các thành phần nội lực trên mặt cắt ngang 

Phần thanh đang xét nằm trong trạng thái cân bằng tĩnh học, cho 

nên nội lực trên mặt cắt ngang và các ngoại lực tác dụng lên phần thanh 

này tạo thành hệ lực cân bằng. Ta lập được các phương trình cân bằng 

tĩnh học như sau: 



 
1

( ) 0
n

z i
i

N Z P     (1) 

1

( ) 0
n

x i
i

Q X P


      (2) 

1

( ) 0
n

y i
i

Q Y P


      (3) 



 
1

( ) 0
n

z z i
i

M M P            (4) 

 


 
1

( ) 0
n

x x i
i

M M P            (5) 



 
1

( ) 0
n

y y i
i

M M P            (6) 

Ở đây Pi là ngoại lực tác dụng lên phần thanh đang xét. 

 Sáu phương trình trên biểu diễn mối quan hệ giữa các thành phần 

nội lực trên mặt cắt với ngoại lực. Chúng ta sẽ sử dụng mối quan hệ này 

để xác định các thành phần nội lực. 

1.2.6. Biểu đồ nội lực 

a. Khái niệm: Đồ thị biểu diễn sự biến thiên của các thành phần nội lực 

dọc theo trục của thanh 

b. Trình tự vẽ biểu đồ nội lực: 

Bước 1: Chọn hệ trục toạ độ 

Bước 2: Xác định phản lực liên kết và mômen phản lực liên kết. 
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Bước 3: Chia thanh thành từng đoạn nhỏ sao cho dọc theo mỗi 

đoạn nội lực biến thiên theo một qui luật liên tục. Qua thực tế người ta 

thấy rằng điểm chia sẽ là những điểm có ngoại lực tập trung, điểm bắt 

đầu và điểm kết thúc ngoại lực phân bố. 

Bước 4: Sử dụng phương pháp mặt cắt và các phương trình cân 

bằng tĩnh học để xác định hàm của nội lực dọc theo mỗi đoạn thanh  

Bước 5: Vẽ biểu đồ biểu diễn các hàm nội lực đã xác định trên, 

đánh dấu, gạch biểu đồ.  

Trong biểu đồ nội lực người ta vạch các đoạn thẳng theo phương 

vuông góc với trục thanh để biểu diễn trị số nội lực trên mặt cắt ngang 

tương ứng. 

Chú ý: + Khi vẽ biểu đồ nội lực thì đường chuẩn (trục hoành) được 

lấy song song với trục thanh và nội lực trên mặt cắt ngang sẽ được biểu 

thị bởi những đoạn thẳng theo phương vuông góc với trục. 

       + Biểu đồ mômen uốn Mx, My được vẽ về phía thớ bị kéo. 

1.2.7 Mối quan hệ vi phân giữa mômen uốn Mx, lực cắt Qy và tải 

trọng phân bố q(z) 

Tách ra từ một thanh chịu lực một đoạn thanh chiều dài dz (hình 

1.12a bằng  2 mặt cắt (1-1) và (2-2). Khoảng dz nhỏ đến mức có thể coi q(z) 

= const. Các thành phần nội lực trên mặt cắt  của dz được biểu diễn ở hình 

1.13b 

 

Hình 1.3a 

Xét cân bằng phân tố trên ta được  

y y y
- Q  - q(z)dz (Q   dQ )  0Y                                                   


2O

M

2

( ) ( ) 0
y x x x

dz
Q dz M q z M dM

z
       
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Bỏ qua lượng vô cùng bé 

bậc cao 
2

( )
( )

2

dz
q z  từ các 

phương trình trên ta được: 

                                Hình 1.3b 

2

2

( )

( )

y

x

y

x

dQ
q z

dz

dM
Q

dz

d M
q z

dz














                                                        (1-5) 

Người ta có thể sử dụng mối quan hệ trên để vẽ, kiểm tra biểu đồ 

nội lực. 
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II. CÁC BÀI TẬP GIẢI MẪU 

Vẽ biểu đồ nội lực cho các thanh sau: 

Bài 1.3.1:  Sơ đồ hình 1.4a      

 

- Chọn hệ trục tọa độ như trên hình 1.4a: gốc O tại A, trục z đi từ 

trái sang phải. 

- Xác định phản lực liên kết: đối với bài toán này tại ngàm A chỉ 

tồn tại một phản lực liên kết là ZA (chiều giả định). 

Sử dụng phương trình cân bằng tĩnh học: 

ΣFz: ZA +2P + P – 8P = 0 

→ ZA = 5P ˃ 0 (chiều giả định là đúng) 

2a a 2a

1

2PP
A B C D

8P

1

2

2

3

3

ZA

x

y

z

1

1

A

ZA Nz

z

1

A B

8P

2

2

ZA Nz
2

3

3

Nz
3

z

5a-z

D

2P

_

+ +
Nz

2P
3P

5P

a)

b)

Hình 1.4
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- Chia thanh thành 3 đoạn AB, BC, CD. Điểm chia đoạn là điểm 

đặt các lực tập trung. 

- Xét đoạn AB: Dùng mặt cắt 1 – 1 cắt AB tại vị trí bất kỳ có tọa 

độ z (0 ≤ z ≤ 2a) 

Giữ lại phần thanh bên trái mặt cắt 1 – 1. Căn cứ vào các ngoại lực 

tác dụng lên thanh nhận thấy trên mặt cắt 1 – 1 chỉ có một thành phần 

nội lực là lực dọc Nz
1
. Lực dọc Nz

1
 được biểu diễn theo chiều dương quy 

ước, xét cân bằng của phần thanh được giữ lại: 

ΣFz: Nz
1
+ZA = 0 

→ Nz
1
 = - ZA = - 5P 

Như vậy dọc theo đoạn AB lực dọc là hằng số. 

- Xét đoạn BC: Dùng mặt cắt 2 – 2 cắt BC tại vị trí bất kỳ có tọa 

độ z (2a ≤ z ≤ 3a). 

Giữ lại phần thanh bên trái mặt cắt 2 – 2 ta có phương trình: 

ΣFz: Nz
2 

+ ZA
 
- 8P = 0 

→ Nz
2
 = 3P 

 Nz
2
 cũng là hằng số khi mặt cắt 2 – 2 thay đổi dọc theo đoạn BC 

Xét đoạn CD: : Dùng mặt cắt 3 – 3 cắt CD tại vị trí bất kỳ có tọa 

độ z (3a ≤ z ≤ 5a). Lực dọc Nz
3
 được biểu diễn theo chiều dương quy 

ước, giữ lại phần thanh bên phải mặt cắt 3 – 3 ta có phương trình:  

ΣFz: Nz
3  

- 2P = 0 

→ Nz
3
 = 2P = const 

Biểu đồ lực dọc Nz  được vẽ như trên hình 1.4b 

 

 

Bài 1.3.2: Sơ đồ hình 1.5a. Biết P1 = 120KN, P2 = 180KN, q = 20KN/m, 

a = 1,5m 
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- Chọn hệ trục tọa độ như trên hình 1.5a: gốc O tại A, trục z đi từ 

trái sang phải. 

- Xác định phản lực liên kết: đối với bài toán này tại ngàm A chỉ 

tồn tại một phản lực liên kết là ZA (chiều giả định). 

Sử dụng phương trình cân bằng tĩnh học: 

ΣFz: ZA +P1 – P2 – qa = 0 

→ ZA = - P1 +P2 + qa ˃  0  

→ ZA = 90KN ˃  0 (chiều giả định là đúng). 

- Chia thanh thành 3 đoạn AB, BC, CD. 

A

ZA

x

y

P zP2 1

B C D

1

1

2

2

3

3

A

ZA

1

1

Nz
1

y

z

A

ZA

B

2

2

Nz
2

P1
D

3

3

Nz
3

3a-z

z

a a a

Nz

_

+

120

6090

KN

a)

b)

Hình 1.5

q

q

q
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-  Xét đoạn AB (0 ≤ z ≤ a): Căn cứ vào các ngoại lực tác dụng lên 

thanh nhận thấy trên mặt cắt 1 – 1 chỉ có một thành phần nội lực là lực 

dọc Nz
1
. Phương trình cân bằng của phần thanh được giữ lại: 

ΣFz: Nz
1 

+ ZA
 
- qz = 0 

→ Nz
1
 = - ZA + qz 

Ta thấy Nz ở đoạn này là hàm bậc nhất theo z. 

- Xét đoạn BC (a ≤ z ≤ 2a): phương trình cân bằng của phần thanh 

được giữ lại: 

ΣFz: Nz
2 

+ ZA
 
- qa = 0 

→ Nz
2
 = - ZA + qa = - 60KN 

Vậy trên đoạn BC lực dọc Nz là hằng số. 

- Xét đoạn CD (2a ≤ z ≤ 3a): phương trình cân bằng của phần 

thanh được giữ lại: 

ΣFz: Nz
3 

– P1 = 0 

→ Nz
3
 = P1 = 120KN 

Vậy trên đoạn CD lực dọc Nz là hằng số. 

Biểu đồ lực dọc Nz  được vẽ như trên hình 1.5b. 

 

Bài 1.3.3: Sơ đồ chịu lực hình 1.6a 

Dời hai lực P về trọng tâm mặt cắt C ta được sơ đồ tính như hình 

1.6b. 

- Chọn hệ trục tọa độ như trên hình vẽ: gốc O tại A, trục z đi từ 

dưới lên trên. 

- Xác định phản lực liên kết: đối với bài toán này tại ngàm A chỉ 

tồn tại một phản lực liên kết là ZA (chiều giả định). 

Sử dụng phương trình cân bằng tĩnh học: 

ΣFz: ZA +3P – 2P – 5P = 0 

→ ZA = 4P ˃  0 (chiều giả định là đúng). 
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- Chia thanh thành 3 đoạn AB, BC, CD 

Căn cứ vào các ngoại lực tác dụng lên thanh nhận thấy trên mặt cắt 

chỉ có một thành phần nội lực là lực dọc Nz 

-  Xét đoạn AB (0 ≤ z ≤ a): phương trình cân bằng của phần thanh 

được giữ lại: 

ΣFz: Nz
1 

+ ZA
 
 = 0 

→ Nz
1
 = - ZA = - 4P 

Ta thấy Nz ở đoạn này là hằng số 

- Xét đoạn BC (a ≤ z ≤ 2a): phương trình cân bằng của phần thanh 

được giữ lại: 

ΣFz: Nz
2 

+ ZA
 
– 5P = 0 

→ Nz
2
 = - ZA + 5P = P 

Vậy trên đoạn BC lực dọc Nz là hằng số 

- Xét đoạn CD (2a ≤ z ≤ 3a): phương trình cân bằng của phần 

thanh được giữ lại: 

ΣFz: Nz
3 

– 3P = 0 

A

B

C

D

A

B

C

D

a
a

a

3P

P P

5P 5P

2P

3P

P

1 1

2 2

3 3

ZA

A

1 1

A

B

5P

2 2

D

3P

3 3

Nz
1

Nz
3

Nz
2

+

_

Nz

3P

4P

P

z

y

x

z

z

3
a-

z

a) b) c)

Hình 1.6

ZA ZA
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→ Nz
3
 = 3P  

Vậy trên đoạn CD lực dọc Nz là hằng số 

Biểu đồ lực dọc Nz  được vẽ như trên hình1.6c 

 

Bài 1.3.4:  Vẽ biểu đồ nội lực cho thanh trên hình 1.7a  khi kể đến trọng 

lượng bản thân của thanh. Biết thanh có cùng vật liệu, trọng lượng riêng 

là γ = 25KN/m
3
. 

 

Khi kể đến trọng lượng bản thân của thanh thì trên đoạn AB có lực 

phân bố dọc trục thanh là q1, trên đoạn BC có lực phân bố dọc trục thanh 

là q2. 

q1 =  γ. F1 = γ. πd
2
/4 = 3,14KN/m 

q2 =  γ. F2 = γ. b
2
 = 1KN/m (b = 20cm) 

- Chọn hệ trục tọa độ như trên hình vẽ: gốc O tại A, trục z đi từ 

dưới lên trên 

40cm

20cm

2
0
cm

2
m

3
m

22

1 1

       1-1

      2-2

50KN

100KN

A

ZA

1 1

A

ZA

22

50KN

y

x

z

q

Nz
1

Nz
2

q

1

2

B

C C

z

5
m

-z

+

_

3P 50

48

61,42Nz

KN

Hình 1.7

a)
b)
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- Xác định phản lực liên kết: đối với bài toán này tại ngàm A chỉ 

tồn tại một phản lực liên kết là ZA (chiều giả định). 

Sử dụng phương trình cân bằng tĩnh học: 

ΣFz: ZA + 50 – 100 – q1.3 – q2.2 = 0 

→ ZA = 61,42KN ˃  0 (chiều giả định là đúng). 

- Chia thanh thành 2 đoạn AB, BC. 

Căn cứ vào các ngoại lực tác dụng lên thanh nhận thấy trên mặt cắt 

chỉ có một thành phần nội lực là lực dọc Nz. 

-  Xét đoạn AB (0 ≤ z ≤ 3m): phương trình cân bằng của phần 

thanh được giữ lại: 

ΣFz: Nz
1 

+ ZA
 
 - q1.z = 0 

→ Nz
1
 = - ZA + q1.z 

 Ta thấy Nz ở đoạn này là hàm số bậc nhất. 

- Xét đoạn BC (3m ≤ z ≤ 5m): Phương trình cân bằng của phần 

thanh được giữ lại: 

ΣFz: Nz
2 

+ q2.(5m-z) 
 
– 50 = 0 

→ Nz
2
 = - q2.(5m-z) 

 
+ 50 

Vậy trên đoạn BC lực dọc Nz là hàm bậc nhất 

Biểu đồ lực dọc Nz được vẽ như trên hình1.7b 

Bài 1.3.5: Cho thanh chịu lực như hình 1.8a 

- Chọn hệ trục tọa độ như trên hình 1.8a: gốc O tại A, trục z đi từ 

trái sang phải. 

- Xác định phản lực liên kết: đối với bài toán này tại ngàm A chỉ 

tồn tại một phản lực liên kết là MA (chiều giả định). 

Sử dụng phương trình cân bằng tĩnh học: 

Σmz: MA – 10M + 2M +M = 0 

→ MA = 7M ˃  0 (chiều giả định là đúng) 
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- Chia thanh thành 3 đoạn AB, BC, CD 

Căn cứ vào các ngoại lực tác dụng lên thanh nhận thấy trên mặt cắt 

chỉ có một thành phần nội lực là mô men xoắn Mz. 

-  Xét đoạn AB (0 ≤ z ≤ a): phương trình cân bằng của phần thanh 

được giữ lại: 

Σmz: Mz
1 

- MA
 
 = 0 

→ Mz
1
 = MA = 7M 

               Ta thấy Mz ở đoạn này là hằng số. 

- Xét đoạn BC (a ≤ z ≤ 2a): phương trình cân bằng của phần thanh 

được giữ lại: 

1

A B C D

1

2

2

3

3x

z

M2M
10M

y

1

A

1

A B

2

2

10M

D

3

3

M

MA

Mz
1

z

Mz
2

z

Mz
3

3a-z

a a a

Mz

+

_

M

3M

7M

MA

Hình 1.8

a)

b)

MA
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Σmz: Mz
2 

- MA
 
+ 10M = 0 

→ Mz
2
 = -3M 

Vậy trên đoạn BC mô men xoắn Mz là hằng số. 

- Xét đoạn CD (2a ≤ z ≤ 3a): phương trình cân bằng của phần 

thanh được giữ lại: 

Σmz: Mz
3 

+ M = 0 

→ Mz
3
 = -M 

Ta thấy Mz ở đoạn này là hằng số. 

Biểu đồ mô men xoắn Mz được vẽ như trên hình1.8b. 

Bài 1.3.6:  Sơ đồ chịu lực hình 1.9a  

- Xác định trị số của mô men phân bố m. 

- Vẽ biểu đồ nội lực cho thanh. 

Giải: 

- Trị số của m được xác định từ điều kiện cân bằng về ngoại lực: 

Σmz = 0 → M1 + M2 – m.2a = 0 

→   
     

   
 

         

     
     

  

 
 

- Chọn hệ trục tọa độ như trên hình 1.9a: Gốc O tại A, trục z đi từ 

trái sang phải. 

- Xác định phản lực liên kết: Đối với bài toán này tại các gối đỡ 

trục (ngàm trượt) A và E không phát sinh phản lưc liên kết. 

- Chia thanh thành 4 đoạn AB, BC, CD, DF. 

Căn cứ vào các ngoại lực tác dụng lên thanh nhận thấy trên mặt cắt 

chỉ có một thành phần nội lực là mô men xoắn Mz 
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-  Xét đoạn AB (0 ≤ z ≤ a): Trên đoạn AB mô men xoắn bằng 0. 

- Xét đoạn BC (a ≤ z ≤ 2,5a): phương trình cân bằng của phần 

thanh được giữ lại: 

Σmz: Mz
1  

+ M1 = 0 

→ Mz
1
 = -M1 = -3200Nm 

Vậy trên đoạn BC mô men xoắn Mz là hằng số. 

- Xét đoạn CD (2,5a ≤ z ≤ 4,5a): Phương trình cân bằng của phần 

thanh được giữ lại: 

Σmz: Mz
2
+ M1 – m.(z - 2,5a) = 0 

→ Mz
2
 = -M1 +  m.(z - 2,5a) 

Vậy trên đoạn CD mô men xoắn Mz là hàm bậc nhất. 

- Xét đoạn DF (4,5a ≤ z ≤ 6,5a): phương trình cân bằng của phần 

thanh được giữ lại: 

B

M  = 3200Nm

z

F

M   = 1400Nm21

m

A
C D

a= 0,5m 1,5a 2a a ax

y

E

1

1

2

2

3

3

B

M  = 3200Nm1
1

1

B

M  = 3200Nm1

C

2

2

F

M   = 1400Nm2

E

3

3

z

z

6,5a - z

Mz
3

Mz
1

Mz
2

3200

1400

_

+
Mz

Nm

A

A

Hình 1.9

a)

b)
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Σmz: Mz
3  

- M2 = 0 

→ Mz
3
 = M2 = 1400Nm 

Vậy trên đoạn DF mô men xoắn Mz là hằng số. 

Biểu đồ mô men xoắn Mz được vẽ như trên hình 1.9b. 

Bài 1.3.7: Sơ đồ chịu lực như hình 1.10a 

- Chọn hệ trục tọa độ oxyz như hình vẽ có gốc o trùng với A. 

- Xác định phản lực liên kết. 

Tại gối cố định A tồn tại phản lực liên kết ZA, YA. 

Tại gối di động D tồn tại phản lực liên kết YD. 

Sử dụng hệ phương trình cân bằng tĩnh học: 

{
 

 
        

                

           
  

 
    

 

 
  

 

Giải hệ phương trình tìm được: 

ZA = 0, YA = 4P/3, YD = 5P/3 (Chiều giả định là đúng). 

- Chia thanh thành 3 đoạn AB, BC, CD 

- Xét đoạn AB: Dùng mặt cắt 1-1 cách O một khoảng z và giữ lại 

phần thanh bên trái (0≤ z ≤ l/3). Trên mặt cắt 1-1 chỉ tồn tại hai thành 

phần nội lực là Qy và Mx. Chiều dương của chúng được biểu diễn như 

trên hình vẽ. Qy và Mx được xác định bằng các phương trình: 
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ΣFy: Qy1 - YA  = 0 → Qy1 =YA =  4P/3. Vậy Qy là hằng số trên đoạn 

AB. 

                

          
  

 
   

Vậy Mx là hàm bậc nhất trên đoạn AB 

- Xét đoạn BC: Dùng mặt cắt 2-2 cách O một khoảng z và giữ lại 

phần thanh bên trái (l/3 ≤ z ≤ 2 l/3). Trên mặt cắt 2-2 chỉ tồn tại hai 

thành phần nội lực là Qy và Mx. Chiều dương của chúng được biểu diễn 

như trên hình vẽ. Qy và Mx được xác định bằng các phương trình: 

P 2P

B C

D

l/3 l/3 l/3
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P
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+
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ΣFy: Qy2 - YA + P = 0 → Qy2 = P/3. Vậy Qy là hằng số trên đoạn 

BC 

                   
 

 
    

             (  
 

 
)  

  

 
     (  

 

 
) 

Vậy Mx là hàm bậc nhất trên đoạn BC 

- Xét đoạn CD: Dùng mặt cắt 3-3 cách O một khoảng z và giữ lại 

phần thanh bên phải (2l/3 ≤ z ≤ l). Trên mặt cắt 3-3 chỉ tồn tại hai thành 

phần nội lực là Qy và Mx. Chiều dương của chúng được biểu diễn như 

trên hình vẽ. Qy và Mx được xác định bằng các phương trình: 

ΣFy: Qy3 + YD  = 0 → Qy3 = -YD = -5P/3. Vậy Qy là hằng số trên đoạn 

CD. 

                    

               
  

 
       

Vậy Mx là hàm bậc nhất trên đoạn CD 

Biểu đồ Qy và Mx với quy ước và cách vẽ được biểu diễn như trên 

hình 1.10 b, c 

Bài 1.3.8:  Sơ đồ chịu lực như hình 1.11a 

- Chọn hệ trục tọa độ oxyz như hình vẽ có gốc o trùng với A. 

- Xác định phản lực liên kết. 

Tại gối di động B tồn tại phản lực liên kết YB. 

Tại gối cố định D tồn tại phản lực liên kết ZD, YD. 

Sử dụng hệ phương trình cân bằng tĩnh học: 

{

        
                  

                          
 

Giải hệ phương trình tìm được: ZD = 0; YB = 4qa, YD = qa (Chiều 

giả định là đúng). 
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- Chia thanh thành 3 đoạn AB, BC, CD 

- Xét đoạn AB: Dùng mặt cắt 1-1 cách O một khoảng z và giữ lại 

phần thanh bên trái (0≤ z ≤ a). Trên mặt cắt 1-1 chỉ tồn tại hai thành 

phần nội lực là Qy và Mx. Chiều dương của chúng được biểu diễn như 

trên hình vẽ. Qy và Mx được xác định bằng các phương trình: 

ΣFy: Qy1 + P + qz  = 0 → Qy1 = -P – qz = -qa - qz. Vậy Qy là hàm 

bậc nhất trên đoạn AB 

a

YB

YD

D

P = qa

z

y

x

A B

q M = qa

C

2

1

1

2

2

3

3

P = qa

A

1

P = qa

A B

2

D

q

q

1
o1

Q

M

y

x

1

1

2

o

Qy2

Mx2

3

3
3o

Qy3

Mx3

z

z

5a-z

Q y

Mx

YB YD

ZD

qa 2qa

2qa

qa

1,5qa2

0,5qa2

qa2

+

+

_
_

_

Hình 1.11

a)

b)

c)

a 3a
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Vậy Mx là hàm bậc hai trên đoạn AB có cực trị tại z = 0 

- Xét đoạn BC: Dùng mặt cắt 2-2 cách O một khoảng z và giữ lại 

phần thanh bên trái  

(a ≤ z ≤ 4a). Trên mặt cắt 2-2 chỉ tồn tại hai thành phần nội lực là 

Qy và Mx. Chiều dương của chúng được biểu diễn như trên hình vẽ. Qy 

và Mx được xác định bằng các phương trình: 

ΣFy: Qy2 – YB +P +qz = 0 → Qy2 = 3qa - qz. Vậy Qy là hàm bậc 

nhất trên đoạn BC 

                     
   

 
   

                   
   

 
 

Vậy Mx là hàm bậc hai trên đoạn BC có cực trị tại mặt cắt có tọa 

độ z = 3a 

- Xét đoạn CD: Dùng mặt cắt 3-3 cách O một khoảng z và giữ lại 

phần thanh bên phải (4a ≤ z ≤ 5a). Trên mặt cắt 3-3 chỉ tồn tại hai thành 

phần nội lực là Qy và Mx. Chiều dương của chúng được biểu diễn như 

trên hình vẽ. Qy và Mx được xác định bằng các phương trình: 

ΣFy: Qy3 + YD  = 0 → Qy3 = -YD = -qa. Vậy Qy là hằng số trên đoạn 

CD 

                     

                         

Vậy Mx là hàm bậc nhất trên đoạn CD 

Biểu đồ Qy và Mx được vẽ như trên hình 1.11 b, c 

Bài 1.3.9:  Sơ đồ chịu lực như hình 1.12 

- Chọn hệ trục tọa độ oxyz như hình vẽ có gốc o trùng với A 

- Xác định phản lực liên kết 

Tại ngàm A tồn tại phản lực liên kết YA, ZA, MA 

Sử dụng hệ phương trình cân bằng tĩnh học 
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{

        
                  

                            
 

Giải hệ phương trình tìm được: ZA = 0; YA = qa, MA = qa
2
 

(Chiều giả định là đúng) 

- Xét đoạn AB: (0≤ z ≤ a) 

ΣFy: Qy1 –YA + qz  = 0 → Qy1  = qa - qz. Vậy Qy là hàm bậc nhất 

trên đoạn AB 

            
   

 
      

          
   

 
    . 

Vậy Mx  là hàm bậc hai trên AB có cực trị tại z = a 
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- Xét đoạn BC: (a ≤ z ≤ 2a).  

ΣFy: Qy2 +P2 - q(2a-z) = 0 → Qy2 = -2qa + q(2a-z). Vậy Qy là hàm 

bậc nhất trên đoạn BC 

                           
      

 
   

           +          
       

 
 

A

P = 2qa

P = qa1

2

M = 4qa2
q

z
ZA

YA
MA

y
x

B C

D
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2
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D
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3

a a a

z
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o1

Q

M

y

x

1

1

2o
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3o

Qy3

Mx3

Q y

Mx
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qa
2qa

0,5qa2

qa2
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+

+

_
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Hình 1.12
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c)
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Vậy Mx là hàm bậc hai trên đoạn BC 

- Xét đoạn CD: (a ≤ z ≤ 3a).  

ΣFy: Qy3 + P2  = 0 → Qy3 = -P2 = -2qa.  

Vậy Qy là hằng số trên đoạn CD. 

                     

                          

Vậy Mx là hàm bậc nhất trên đoạn CD. 

Biểu đồ Qy và Mx được vẽ như trên hình 1.12 b, c. 

 

III. BÀI TẬP TỰ GIẢI 

Bài 1.4.1:  Vẽ biểu đồ nội lực cho thanh như hình 1.13a 

 

Bài 1.4.2:  Vẽ biểu đồ nội lực cho thanh như hình 1.14a khi kể đến trọng 

lượng thanh. 

Biết P = γFl 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 1.13a

P = qa q

A B C

a 2a

Hình 1.14a

3P

P

A

2F

F

l
l

B

C
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Bài 1.4.3: Vẽ biểu đồ nội lực cho thanh như hình 1.15a  

 

Bài 1.4.4:  

Vẽ biểu đồ nội lực cho thanh như hình 1.16a. 

 

Bài 1.4.5.  Vẽ biểu đồ nội lực cho thanh như hình 1.17a 

 

Hình 1.15a

A

2
m

2
m

2
m

B

D

C

60KN

40KN

60KN

q = 15 KN/m

Hình 1.16a
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M M
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m
1 2

a a a

Hình 1.17a

A
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E
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C

8000Nm

80cm 60cm 40cm 40cm 40cm

m
B

D F
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Bài 1.4.6. Vẽ biểu đồ nội lưc cho thanh như hình 1.18a, 1.19a, 1.20a, 

1.21a 

 

 

 

 

 

a 2a
P = 3qa

q

A B

Hình 1.18a

2P P

A D

aaa

CB

Hình 1.19a

a a a

P = qa

A B C D

q

Hình 1.21a

q

P=2qa

M=qa2

q

A
B C

D

a a a

Hình 1.20a
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IV. ĐÁP SỐ 

 

Bài 1.4.4: Hình 1.13b 

 

 

Bài 1.4.2: Hình 1.14b 

Bài 1.4.3: Hình 1.15b 

Bài 1.4.4: Hình 1.16b 

Bài 1.4.5: Hình 1.17b 

 

 

 

Hình 1.13b

+

_

Nz

qa

qa

Nz

+

_

Fl

Fl

Fl2

Fl3

Hình 1.14b
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140
200

260

Nz KN

_

Hình 1.15b
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Bài 1.4.6:  Hình 1.18b, 1.19b, 1.20b, 1.21b 

 

 

 

Hình 1.16b
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Hình 1.19b

+ +

_

+

_
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P
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2qa
qa

7qa /22 3qa /22

qa /2
2

_

+

Q y

Mx

Hình 1.21b
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CHƯƠNG 2: KÉO NÉN ĐÚNG TÂM THANH THẲNG 

 

I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

1. Định nghĩa, lực dọc, ứng suất, biến dạng 

Một thanh được gọi là chịu kéo hoặc nén đúng tâm nếu dưới tác 

dụng của ngoại lực, trên mặt cắt ngang của thanh chỉ có một thành phần 

nội lực là lực dọc Nz khác không. 

Lực dọc Nz được xem là dương khi gây kéo và được xem là âm khi 

gây nén với phần được xét. 

Ứng suất pháp z phân bố đều trên mặt cắt ngang và được tính 

theo công thức: 

Z

Z

N

F
   

Trong đó:   Nz – Lực dọc trên mặt cắt ngang 

        F – Diện tích mặt cắt ngang 

Trên mặt cắt nghiêng có pháp tuyến n tạo một góc  với phương 

trục của thanh có thành phần ứng suất pháp là  và ứng suất tiếp  ta 

được xác định qua công thức: 


   

1
(1 cos2 )

2
Z

   

  

1
sin2

2
Z

 

Biến dạng dọc z (Biến dạng dài tỷ đối theo phương dọc trục) 

Định luật Húc (Hooke) 


  z z

Z

N

E EF
 

Trong đó:   E – Mô đun đàn hồi về kéo nén của vật liệu. 

   EF – Độ cứng chống kéo nén 

Biến dạng dài tuyệt đối giữa 2 mặt cắt cách nhau 1 đoạn l: 

  
0

l

z
N

l dz
EF

 

Nếu z
N

const
EF

 trên toàn bộ chiều dài thanh thì biểu thức tính l 

có dạng: 
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  z
N l

l
EF

 

Nếu thanh gồm có n đoạn có chiều dài li (i = 1, 2, 3…n), trên mỗi 

đoạn li có z
N

const
EF

thì biểu thức tính l sẽ là: 



 
   

 


1

n
z

i
i

N l
l

EF
 

2. Tính toán điều kiện bền 

Đối với thanh làm bằng vật liệu dẻo, ta có điều kiện bền: 

   max max Z

Z

N

F
 

Trong đó:   [] – Ứng suất cho phép của vật liệu 

    


  ch

n
 

   ch – Giới hạn chảy 

   n – Hệ số an toàn 

Đối với thanh làm bằng vật liệu giòn, ta có điều kiện bền: 

 

 


 


 


 


  


max

max

k

k b

z k

n

n b

z n

n

n

 

Trong đó:   []k, []n – Ứng suất cho phép về kéo và ứng suất 

cho phép về nén của vật liệu thanh 

    ,k n

b b
- Giới hạn bền kéo và giới hạn bền nén của 

vật liệu thanh 

   n – Hệ số an toàn 

3. Tính toán điều kiện cứng 

Để 1 thanh chịu kéo nén đúng tâm được làm việc an toàn ngoài 

thỏa mãn điều kiện về bền, thanh còn phải thỏa mãn cả điều kiện về 

cứng. 

Theo biến dạng tỷ đối: 
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   
max

max

z

Z

N

EF
    

Theo độ co dãn giữa 2 đầu của thanh: 


AB
l  ≤ [l] 

Theo chuyển vị mặt cắt ngang: 

K

z  ≤  [] 

Trong đó: [] – Biến dạng cho phép 

   [l] – Độ co giãn cho phép 

   [] – Chuyển vị cho phép 

4. Ba bài toán cơ bản 

Từ điều kiện bền và điều kiện cứng ta có ba dạng bài toán cơ bản: 

-  Bài toán kiếm tra 

-  Bài toán xác định tải trọng cho phép 

-  Bài toán xác định kích thước mặt cắt 

5. Bài toán siêu tĩnh 

Bài toán siêu tĩnh trong thanh chịu kéo nén đúng tâm là những bài 

toán mà chỉ với các phương trình cân bằng tĩnh học ta chưa thể xác định 

được nội lực và ứng suất trong thanh hoặc hệ thanh. Để giải quyết bài 

toán siêu tĩnh ta phải viết thêm các phương trình nêu lên các điều kiện về 

biến dạng của thanh hoặc hệ thanh. 

Số bậc siêu tĩnh của bài toán siêu tĩnh được tính bằng số phản lực 

liên kết trừ đi số phương trình cân bằng tĩnh học có thể thiết lập được. 

 

II. CÁC BÀI TẬP GIẢI MẪU 

Bài 2.1.  Cho thanh tròn chịu lực như hình vẽ Hình 2.1: Biết D = 2d 

Vẽ biểu đồ lực dọc Nz, ứng suất z 

Tìm 
maxz

, 
maxz

 

Tính độ co giãn giữa 2 đầu thanh lAB. 



40 

 

Hình 2.1 

Chọn hệ trục Oxyz như hình vẽ. 

Xác định phản lực liên kết tại A: ZA  

Fz :  ZA – 7P + 2P = 0 

   ZA = 5P 

Chia thanh làm 2 đoạn AC và CB 

Xét trên đoạn thanh AC  (0 2 )z a . Dùng mặt cắt (1-1) cắt đoạn 

AC, xét cân bằng phần bên trái: 

Fz :      1 1
0 5

Z A Z A
N Z N Z P  

Xét trên đoạn thanh CB  (2 6 )a z a . Dùng mặt cắt (2-2) cắt đoạn 

CB, xét cân bằng phần bên phải: 

Fz :      2 2
2 0 2

Z Z
N P N P  

Vẽ biểu đồ lực dọc Nz. 

Tính ứng suất pháp z cho từng đoạn thanh:    Z

Z

N

F

 

A

C
B

D

7P 2P

x
y

zZA

2PZA Nz
1

Nz
2

5P

2P

5P
d2

2P
d2

8P
d2

Nz

z

O
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
 

  
2 2

5 5

4

AC

Z

P P

D d

         


 

 
 

2 2

2 2

4

CD

Z

P P

D d

       


 

 
 

2 2

2 8

4

DB

Z

P P

d d

 

Vẽ biểu đồ ứng suất z: 

Từ biểu đồ z 


 
2max

8
z

P

d

 

Tính biến dạng dọc cho từng đoạn thanh:  
  Z

Z
E

 




 
2

5AC

Z

P

E d

         





2

2CD

Z

P

E d

         





2

8DB

Z

P

E d

 

Biến dạng dọc lớn nhất trên thanh. 




 
2max

8
z

P

E d

 

Tính độ co giãn giữa 2 đầu thanh 

lAB = lAC + lCD + lDB 

     
        

     

Z Z Z

AB

AC CD DB

N l N l N l
l

EF EF EF

 

 



   


 

22 2

2

5 .2 2 . 2 .3

4

16

AB

AB

P a P a P a
l

dE d E d
E

Pa
l

E d

 

Bài 2.2.  Cho thanh chịu lực như Hình 2.2: 

Biết:  P = qa, q = 10 KN/m, b = 5 cm, a = 1 m, [] = 160 MN/m
2
, 

[] = 2.10
-4

, E = 2.10
11

 N/m
2
. 

Vẽ biểu đồ lực dọc Nz, ứng suất pháp z. 

Hãy kiểm tra bền và cứng cho thanh. 
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Hình 2.2 

Chọn hệ trục Oxyz như hình vẽ. 

Xác định phản lực liên kết tại D: ZD  

Fz :  ZD – 6P + 3qa – P = 0 

   ZD = 4qa 

Chia thanh làm 3 đoạn AB, BC và CD 

Xét trên đoạn thanh DC  (0 )z a . Dùng mặt cắt (1-1) cắt trên 

đoạn CD , xét cân bằng phần phía dưới thanh: 

Fz :      1 1
0 4

Z D Z D
N Z N Z qa  

Xét trên đoạn thanh CB  ( 2 )a z a . Dùng mặt cắt (2-2) cắt đoạn 

CB, xét cân bằng phần dưới: 

Fz :       2 2
6 0 2

Z D Z
N P Z N qa  

Xét trên đoạn thanh BA  (2 5 )a z a . Dùng mặt cắt (3-3) cắt đoạn 

BA, xét cân bằng phần trên: 

Fz :         3 3
(5 ) 0 (5 )

Z Z
N P q a z N qa q a z  

Tại:  z = 2a    3
2

Z
N qa  

Tại:  z = 5a   3

Z
N qa  

Vẽ biểu đồ lực dọc Nz. 

P

6P

q

ZD
x

y

z

ZD

Nz
1

6P

ZD

Nz
2

P

q

Nz
3

qa

2qa

2qa

4qa

Nz

4qa

3b2

2qa

3b2

2qa

b2

qa

b2

z

A

D

B

C

O
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Tính ứng suất pháp z trên từng đoạn:    Z

Z

N

F

 

 
2

4

3

DC

Z

qa

b

        



2

2

3

CB

Z

qa

b

        
 


2

(5 )BA

Z

qa q a z

b

 

Tại:  z = 2a   



2

2B

Z

qa

b

 

Tại:  z = 5a    
2

A

Z

qa

b

 

Vẽ biểu đồ ứng suất z: 

-  Kiểm tra bền cho thanh: 

Từ biểu đồ z   Ứng suất pháp lớn nhất trên thanh 

  
2max

2B

z z

qa

b

   Mặt cắt nguy hiểm của thanh là tại B 

Thay số:    
2max

2.0,1.100
0,8

5
z

 KN/cm
2
 < [] = 16 KN/cm

2
 

Vậy thanh đủ bền 

-  Kiểm tra điều kiện cứng: 

Tính biến dạng dọc trên thanh: 

            
  Z

Z
E

 

 
2

4

3

DC

Z

qa

Eb

        



2

2

3

CB

Z

qa

Eb

        
 


2

(5 )BA

Z

qa q a z

Eb

       

Tại:  z = 2a   



2

2B

Z

qa

Eb

 

Tại:  z = 5a    
2

A

Z

qa

Eb

 

Biến dạng dọc lớn nhất trên thanh. 

 
2max

2
z

qa

Eb

 

Thay số và so sánh:    5

4 2max

2.0,1.100
4.10

2.10 .5
z

< [] = 2.10
-4

 

Vậy thanh đủ cứng. 
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Bài 2.3. Cho thanh chịu kéo nén đúng tâm (Hình 2.3): 

Biết:  P = 5 KN, a = 0,6 m, [] = 10 MN/m
2
, [l] = 0,4 cm , E = 

10
6
 N/cm

2
. 

Vẽ biểu đồ lực dọc Nz, ứng suất pháp z theo P, F, a 

Hãy xác định diện tích F. 

 

Hình 2.3 

Chọn hệ trục Oxyz như hình vẽ. 

Phản lực liên kết tại A: ZD  

Fz :  ZD – 2P + 5P – P = 0 

   ZD = -2P 

Chia thanh: 3 đoạn AC, CD và DB 

Xét đoạn thanh AC  (0 3 )z a .   

B

2P

x
y

ZAOP 5P

AC
D

E

z

ZANz
1

2P ZANz
2

P Nz
3

EF EF
3EF

2P

F4P

3F

P

3FP

F

2P
4P

P

Nz

z
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Fz :       1 1
0 2

Z A Z A
N Z N Z P  

Xét đoạn thanh CD  (3 4 )a z a .   

Fz :      2 2
2 0 4

Z A Z
N P Z N P  

Xét đoạn thanh DB  (2 5 )a z a .   

Fz :      3 3
0

Z Z
N P N P  

Vẽ biểu đồ lực dọc Nz. 

Tính ứng suất pháp z: 

             Z

Z

N

F

 

 
2AC

Z

P

F

          
4

3

CD

Z

P

F

         



3

DE

Z

P

F

         


EB

Z

P

F

 

Vẽ biểu đồ ứng suất z: 

Từ biểu đồ z   Ứng suất pháp lớn nhất trên thanh 

  
max

2AC

z z

P

F

  

  Mặt cắt nguy hiểm của thanh thuộc đoạn AC 

Theo điều kiện bền:     
max

2
z

P

F

 

 
    22 2.5

10
1,0

P
F cm  

Độ co giãn giữa 2 đầu của thanh: 

lAB = lAC + lCD + lDE + lEB 

       
           

       

Z Z Z Z

AB

AC CD DE EB

N l N l N l N l
l

EF EF EF EF

 

    

 

2 .3 4 . . .2

3 3

5

AB

AB

P a P a P a P a
l

EF EF EF EF

Pa
l

EF

 

Theo điều kiện cứng:      
5

AB

Pa
l l

EF

 

 
   



2

3

5 5.5.60
3,75( )

10 .0,4

Pa
F cm

E l
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Vậy diện tích F = 10 cm
2
. 

Bài 2.4. Cho kết cấu chịu lực như  Hình 2.4: 

Biết:  P = 120 KN, l = 4 m, [] = 160 MN/m
2
 , E = 2.10

4
 KN/cm

2
. 

Hãy tìm số hiệu mặt cắt ngang cho thanh DC. 

Với số hiệu tìm được, tính chuyển vị thẳng đứng tại điểm B. 

 

Hình 2.4a 

Thanh AB xem như tuyệt đối cứng. 

Dùng mặt cắt (1-1) cắt thanh treo DC   trên mặt cắt (1-1) xuất 

hiện lực dọc . 

Xét sự cân bằng của thanh AB 

Phương trình cân bằng :      .5 .2 0
DC

A Z
M P a N a  

  
5

0
2

DC

Z
N P  (Thanh DC 

chịu kéo) 

Ứng suất pháp trên thanh 

DC. 

  
5

2

DC

DC Z

Z

N P

F F

 

                                         Hình 2.4b 

Theo điều kiện bền ta có:    
 

 


   
5 5

2 2

DC

Z

P P
F

F

 

Thay số:    25.120
18,75( )

2.16
F cm  

Tra bảng số hiệu thép chữ I, chọn thép có số hiệu IN
o
14 có F = 

18,9 cm
2
. 

P

A B

C

D

P

A B

C

Nz
DC
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-  Tính chuyển vị thẳng đứng tại điểm B. 

Khi hệ chịu lực và biến dạng. Ta thấy các điểm trên hệ dịch 

chuyển C   C’ và B   B’ 

Từ hình vẽ có:   

 
' 2

' 5

CC AC a

BB AB a

 

 
5

' '
2

BB CC  

   
5

'
2

Z

DC

N l Pl
CC l

EF EF

 

  
5 5 25

' .
2 2 4

Pl Pl
BB

EF EF

 

Thay số ta được:   
4

25.120.400
' 0,793( )

4.2.10 .18,9
BB cm  

Bài 2.5. Cho kết cấu chịu lực (Hình 2.5), Xác định số hiệu mặt cắt ngang 

cho các thanh. 

Biết:  q = 800 KN/m, l = 4 m,  = 30
o
, [] = 16 KN/cm

2
. 

 

Hình 2.5a 

Chọn hệ trục tọa độ phẳng Oxy. 

Dùng các mặt cắt (1-1), (2-2) và (3-3) cắt các thanh (1), (2) và (3) 

  Trên mặt cắt xuất hiện các lực dọc: 1

Z
N  , 2

Z
N  , 3

Z
N  

Xét sự cân bằng của thanh AB: 

A B

q  

P

A
B

C

D

B'C'
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Hình 2.5b 

Phương trình cân bằng:   

  
3 2

: sin sin 0
X Z Z
F N N    3 2

Z Z
N N  

    
1 3 2

: cos cos 3 0
Y Z Z Z
F N N N q a  

 
1 5

: .5 3 . 0
2

B Z
M N a q a a   1 3

2
Z

N qa  

Thay vào phương trình thứ 2:     1 2 23 3
3 0

2 2
Z Z Z

N N N q a  

  23 3
2 3 0

2 2
Z

qa N q a     2 3 3

2
Z Z

N N qa  

Ứng suất pháp trên các thanh: 

  
1

1

1 1

3

2

Z

Z

N qa

F F

  ;    
2

2

2 2

3

2

Z

Z

N qa

F F

  ;    
3

3

3 3

3

2

Z

Z

N qa

F F

 

Theo điều kiện bền ta có: 

Thanh số 1: 

   1

1

3

2
Z

qa

F

   

 


1

3

2

qa
F  

Thay số ta được:    2

1

3.8.40
30( )

2.16
F cm  

Như vậy tra bảng thép góc với 
1

30F cm
2
, nên ta chọn mặt cắt là 2 

thép có số hiệu L90x90x9 

Thanh số 2: 

   2

2

3

2
Z

qa

F

   

 


2

3

2

qa
F

 

A B

q  

Nz
1 Nz Nz

2 3
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Thay số ta được:    2

2

3.8.40
17,32( )

2.16
F cm  

Tương tự:  

 
  2

3

3
17,32( )

2.

qa
F cm

 

Vậy tra bảng ta được thanh thép số 2 và 3 cùng là thép chữ IN
o
14 

có F = 18,9 cm
2
. 

Bài 2.6. Cho hệ thống thanh chịu lực (Hình 2.6). Xác định tải trọng cho 

phép [q]  

Biết:  P = qa, a = 1,5 m, d = 10 cm, [] = 16000 N/cm
2
. 

 

Hình 2.6a 

Sử dụng 2 mặt cắt (1-1) và (2-2) để 

cắt các thanh treo AB và CD 

Nội lực trong thanh treo AB là lực 

dọc AB

Z
N  

Nội lực trong thanh treo CD là lực 

dọc CD

Z
N  

Trước tiên ta xét sự cân bằng của thanh AE            Hình 2.6b 

Phương trình:    
3

.3 . .3 0
2

AB

E Z
M q a a N a  

  
3

0
2

AB

Z
N qa  ( Thanh AB chịu kéo) 

Xét sự cân bằng của thanh BF 

P = qa

E

B C

D



q

A

100x100x10

F

E

q

A

Nz
AB
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Phương trình cân bằng: 

    .3 . .2 .sin 0
AB CD

F Z Z
M N a P a N a

  

   
3

.3 . .2 .sin 0
2

CD

Z
qa a qa a N a

 

  211
. .2 .sin 0

2

CD

Z
qa N a                                    Hình 2.6c 


 

11

4.sin

CD

Z

qa
N  Với  

  
2 2

1
sin

5(2 )

a

a a

 

 
11 5

0
4

CD

Z

qa
N  

Ứng suất pháp trên các thanh AB và CD: 


 

  
2 2

3 6

2.
4

AB

AB Z

Z

AB

N qa qa

dF d

  

  
11 5.

4

CD

CD Z

Z

CD CD

N qa

F F
   

Theo điều kiện bền ta có: 

Thanh AB:   

 
  

 


   

2

2

.6

6

AB

Z

dqa
q

d a
 

Thay số ta được:  
 

2
.5 .16

1,395
6.150

q  KN/cm 

Thanh CD:  FCD = 19,2.2 = 38,4 cm
2
 

 
 

    
4. .11 5.

4. 11 5.

CDCD

Z

CD

Fqa
q

F a

 

Thay số ta được:   
4.19,2.2.16

0,666
11 5.150

q  KN/cm 

Vậy tải trọng cho phép là: [q] = 0,666 KN/cm 

P = qa

B C



F

Nz
AB

Nz
CD
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Bài 2.7. Vẽ biểu đồ lực dọc, ứng suất và chuyển vị của thanh chịu lực 

như trên Hình 2.7a. 

 

Ta thấy tại 2 đầu A và B của thanh điều bị 

ngàm chặt. 

Theo lý thuyết tại A và B đều xuất hiện 2 

thành phần phản lực dọc trục. ZA, ZB 

Xét cân bằng cho thanh AB:   

Phương trình:       0
Z A B
F Z P P Z  

Ta thấy trong phương trình trên có tới 2 ẩn 

số, như vậy bài toán này là bài toán siêu tĩnh bậc 

1.                          Hình 2.7a 

Để giải quyết bài toán này ta cần lập thêm 1 phương trình biến 

dạng bổ xung cho thanh. 

Phá bỏ ngàm tại đầu B và thay vào đó 1 thành phần phản lực là ZB. 

 

Hình 2.7b 

Sử dụng phương pháp mặt cắt ta tìm được lực dọc trên các đoạn 

lần lượt là. 

 DB

Z B
N Z   ;   CD

Z B
N P Z   ;   2

AC

Z B
N P Z  

P
2EF

EF

A

ZB

P

ZA

C

D

B

14
9

P

5
9

P

4
9

P

7P
9F

5P

18F

4P
9F

7Pa

9EF

12Pa

9EF

Nz z z

P

2EF

EF

A

B
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Để thanh AB sau khi loại bỏ đầu ngàm B tương đương về biến 

dạng như thanh lúc ban đầu thì   0
AB
l  

Độ co giãn giữa 2 đầu AB của thanh: 

      
AB AC CD DB
l l l l  

     
        

     

Z Z Z

AB

AC CD DB

N l N l N l
l

EF EF EF

 

    
   

2 2 3

2 2

B B B

AB

P Z a P Z a Z a
l

EF EF EF

 

    
   

2 2 3
0

2 2

B B B
P Z a P Z a Z a

EF EF EF
 

Giải PT trên ta tìm được:  
4

9
B
Z P . 

  
4

9

DB

Z
N P   ;  

5

9

CD

Z
N P   ;  

14

9

AC

Z
N P  

  Vẽ được biểu đồ lực dọc Nz 

Ứng suất pháp trên các đoạn AC, CD, DB 

  
4

9

DB

Z

P

F

  ;   
5

18

CD

Z

P

F

  ;    
14 7

18 9

AC

Z

P P

F F

 

  Vẽ biểu đồ ứng suất pháp z 

Chọn A làm gốc 

Do thanh không tồn tại lực phân bố nên biểu đồ chuyển vị là các 

đường thẳng bậc nhất. 

 
      

 

14 7

9.2 9

C Z

Z AC

AC

N l Pa Pa
l

EF EF EF

 

         
7 5 2 12

9 92 9

D

Z AD AC CD

Pa P a Pa
l l l

EF EF EF
 

  0
B

Z
 

  Ta vẽ được biểu đồ chuyển vị Z 
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Bài 2.8.   

Tính ứng suất pháp trên mặt cắt 

xiên (1-1) đi qua điểm A và ứng suất 

tiếp trên mặt cắt xiên (2-2) đi qua 

điểm B như (Hình 2.8) 

Sử dụng phương pháp mặt cắt 

ta tính được lực doc cho 2 đoạn: 

   1

1
40

Z
N P  KN  

        

    2

2 1
70 40 30

Z
N P P  KN 

Ứng suất pháp: 

     
1

1 40
5

4.2

Z

Z

N

F

 KN/cm
2
 

                                 Hình 2.8 

   
2

2 30
3,75

4.2

Z

Z

N

F

 KN/cm
2
 

Tại điểm A thuộc đoạn số 1, ứng suất pháp trên mặt cắt xiên được 

tính theo công thức: 

   
      11 1

1 cos2 .5 1 cos120
2 2

A

Z

 

Với  = 60
o
 


  3,75

A  KN/cm
2 

Ứng suất tiếp tại điểm B trên mặt cắt xiên được xác định theo công 

thức. 


   21 1

sin2 .3,75sin60
2 2

B

Z

 

Với  = 30
o
 


 1,623
B  KN/cm

2
 

Bài 2.9.  

Cho kết cấu chịu kéo nén đúng tâm như hình vẽ (Hình 2.8). 

Thanh AB tuyệt đối cứng được giữ bởi các thanh treo bằng thép. 

A

B

P =40KN

o

60
o

2

1

P = 70 KN

30

1

1

2

2
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Xác định trị số cho phép của tải trọng M biết [] = 150 MN/m
2
, E = 

2.10
4
 KN/cm

2
.        

 

Hình 2.9a 

Ta dùng 2 mặt cắt (1-1) và (2-2) để cắt đồng thời 2 thanh 1 và 2. 

Đi xét cân bằng cho thanh AB. 

Phương trình :     
1 2
. .3 0

A Z Z
M N a M N a  

Trong phương trình trên có 2 ẩn số, đây là bài toán siêu tĩnh bậc 1. 

Dựa vào sự biến dạng của hệ khi chịu lực ta có được mối liên hệ: 

Phương trình biến dạng:   
'

' 3

CC AC a

BB AB a

 

Với  
1

'CC l  ;   
2

'BB l  

Do 1 trong 2 thanh 1 và 2 có 1 thanh chịu kéo và 1 thanh chịu nén. 


 



1

2

1

3

l

l

      
2 1

3l l  

Ta suy ra:  
2 1
2

3Z Z
N l N l

EF EF

  

  2 1
2 3

Z Z
N N  

Hệ phương trình:  

 


  

2 1

1 2

2 3

. .3 0

Z Z

Z Z

N N

N a M N a

 

Kết quả:  
1 2

11
Z

M
N

a

  ;  2 3

11
Z

M
N

a                              Hình 2.9b

 

C

1

A

B

F = 5 cm2

F

M

A

B

M

C

Nz
2

Nz
1

l2
l1 C'

B'
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Ứng suất pháp trên các thanh:  


1 2

11
Z

M

aF

  ;    2 3

11
Z

M

aF

 

Theo điều kiện bền ta có: 

 

 

 

 


 


  


1

2

2

11

3

11

Z

Z

M

aF

M

aF

    
 

 









 

 


.11

2

.11

3

aF
M

aF
M

 

 
   

.11 15.11.100.5
27500

3 3

aF
M  KN.cm 

Vậy tải trọng cho phép [M] = 27500 KN.cm 

Bài 2.10.  

Cho một hệ gồm 3 thanh thép cùng loại có mặt cắt ngang như hình 

(Hình 2.10a). Biết  F = 4 cm
2
, vật liệu có [] = 150 MN/m

2
,  = 30

o
, l = 

2 m.  

Xác định tải trọng cho phép [P] để thanh thỏa mãn điều kiện bền. 

Với tải trọng tìm được tính chuyển vị thẳng đứng tại điểm A. 

 

                             Hình 2.10a 

Chọn hệ trục tọa độ phẳng Oxy. 

Dùng 3 mặt cắt (1-1), (2-2) và (3-3) đồng 

thời cắt các thanh AB, AC và AD. 

Trên mặt cắt xuất hiện các thành phần lực 

dọc NAB, NAC, NAD. 

Xét cân bằng tại điểm nút A.  

Phương trình:  

    .sin .sin 0
X AB AD
F N N  

D

EF EF

 

P

EF

A

CB

P

A

 

NAC

NADNAB

x

y
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 
AB AD

N N  

      .cos .cos 0
Y AB AD AC
F N N N P  

    
3 3

0
2 2

AB AD AC
N N N P  

Ta thấy đây là 1 hệ gồm có 2 PT nhưng có 3 ẩn số   Đây là bài 

toán siêu tĩnh bậc 1 

Cần lập thêm 1 phương trình bổ xung.  

Khi chịu lực   Điểm A dịch chuyển tới A’  

Kẻ AK vuông góc với A’D 

Dựa vào sự biến dạng của hệ ta tìm được mối quan hệ. 

 




 


'
cos

'

AD

AC

lA K

A A l

      cos
AD AC
l l  

Hay:   cosAC ACAD AD
N lN l

EF EF

 

Với 
AC
l l  ;  


 

2

cos 3
AD

lll   
3

2
AD AC

N N  

Ta có hệ PT:  







   





3 3
0

2 2

3

2

AB AD

AB AD AC

AD AC

N N

N N N P

N N


  

 
 
 

3

3 3 2

2

3 3 2

AB AD

AC

P
N N

P
N

 

A

CB D

 

A'

K

lAD

lAC
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Ứng suất pháp trên 3 thanh:    


3

(3 3 2).

AD AD

Z Z

P

F

;  

 


2

(3 3 2).

AC

Z

P

F

 

Ứng suất pháp lớn nhất:      


max

3

(3 3 2).

AD AD

Z Z Z

P

F

 

Dựa vào điều kiện bền:     


max

3

(3 3 2).
Z

P

F

  

  
 

.(3 3 2).

3

F
P  

Thay số:  
 

15.(3 3 2).4
143,923

3
P  KN 

Vậy tải trọng cho phép [P] = 143,923 KN 

Với tải trọng [P] tìm được tính chuyển vị thẳng đứng tại A 

Chuyển vị thẳng đứng tại A:   
    

 
' AC

AC

AC

N l
AA l

EF

 

Thay vào ta có:    
 4

1 2 2.143,923.200
' . 0,0999

3 3 2 2.10 .4.(3 3 2)

Pl
AA

EF

 cm. 

Vậy chuyển vị thẳng đứng tại A: AA’ = 0,0999 cm. 

 

 

Bài 2.11.  

Cho một hệ như hình 

(Hình 2.11). Thanh AC tuyệt 

đối cứng, chiều dài thanh 1 

và 3 bằng l, thanh 2 bằng 2l. 

Tất cả các thanh đều làm từ 

cùng loại vật liệu. 

1)  Tính tải trọng cho 

phép [P] theo điều kiện bền 

khi đặt P tại D cách A một 

khoảng bằng a. Biết  F = 6     Hình 2.11 

D C

P
F

F

2F

A

B
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cm
2
, [] = 160 MN/m

2
 

2)  Xác định vị trí điểm đặt lực P ( a = ?) để thanh AC chỉ có dịch 

chuyển tịnh tiến và xác định nội lực của các thanh treo trong trường hợp 

này.                                                                    

1)  Xác định tải trọng cho phép [P] 

Sử dụng đồng thời 3 mặt cắt (1-

1), (2-2) và (3-3) cắt các thanh 1, 2 và 3 

Xét cân bằng phần bên dưới của 

hệ. 

Trên mặt cắt ngang xuất hiện các 

thành phần lực dọc là N1, N2, N3 

Ta có hệ lực cân bằng ( N1, N2, 

N3, P) = 0 

Hệ PT cân bằng: 

     1 2 3
0

Y
F N N N P  

    2 3
.2 . 3 0

A
M N a P a N a  

Như vậy số phương trình lập được ở hệ lực trên là 2, mà số ẩn cần 

tìm là 3  Đây là bài toán siêu tĩnh bậc 1. 

Từ biến dạng của hệ ta có mối quan hệ như sau: 

 

 

 
 

 

2 3

1 3

1

3

l l CB

l l AC

 

      
2 3 1 3

3 l l l l  

     
1 2 3

3 2 0l l l  

Áp dụng công thức tính độ co giãn của thanh chịu kéo nén đúng 

tâm ta được: 

A

B C

P

l3l2
l1

A

B

C

P

D

N1 N2
N3
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  1 2 3
. .2 .

3 2 0
2

N l N l N l

EF EF EF
   

1 2 3
6 0N N N  

Giải hệ 3 phương trình trên ta tìm được: 

   
1 2 3

13 1 5
; ;

21 7 21
N P N P N P  

Ứng suất pháp trong các thanh 1, 2 và 3 lần lượt là: 

    1 2 313 5
; ;

21 7 21
z z z

P P P

F F F
 

Ứng suất pháp lớn nhất trong thanh: 

  1

max

13

21
z z

P

F
 

Theo điều kiện bền ta có: 

 
 

    
max

21 .13

21 13
z

FP
P

F
 

Thay số ta tìm được:  
21.6.16

155,076
13

P  KN 

2)  Xác định vị trí của điểm đặt lực P sao cho thanh AC chỉ có dịch 

chuyển tịnh tiến. 

Để thanh AC chỉ có dịch chuyển tịnh tiến thì: 

    
1 3 3
l l l  

  1 2 3
. .2 .

2

N l N l N l

EF EF EF
 


1 2

2N N  ;   3

2
2

2

N
N  

Mặt khác ta luôn có mối quan hệ cân bằng: 

     1 2 3
0

Y
F N N N P  

Thế vào PT trên ta được:    
2 2 2

2 4 0N N N P  

   
2 1 3

1 2 4
; ;

7 7 7
N P N P N P  

Sử dụng điều kiện cân bằng cho thanh AC:  

    2 3
.2 . 3 0

A
M N a P x N a  
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  
1 4

.2 . .3 0
7 7
P a P x P a  

  2x a  

Vậy ta cần đặt lực P cách A một khoảng x = 2a ( Tại điểm B) 

 

III. BÀI TẬP TỰ GIẢI 

Bài 2.1.  

Cho thanh chịu lực như hình vẽ:  

Biết: P = 110 KN, D = 2d = 10 cm, a = 1 m, E = 2.10
5
 MN/m

2
, [] 

= 15 KN/cm
2
, [] = 2.10

-3
. 

Hãy kiểm tra bền và cứng cho thanh. 

Tính độ co giãn giữa 2 đầu thanh lAB. 

 

Hình 2.12 

Hướng dẫn:   

Chia thanh làm 3 đoạn: AC, CD, DB 

Lực dọc:     1 2 3
4 ; 3 ;

z z z
N P N P N P  

Ứng suất pháp:   
  

    
2 2 2

4 3 4
; ;

AC CD DB

z z z

P P P

d d d
 

Ứng suất pháp lớn nhất trên thanh: 

  
 

   
2 2max

4 4.110
5,605

.5
z

P

d
 

Biến dạng dọc lớn nhất: 

  
 

   4

2 4 2max

4 4.110
2,802.10

2.10 .5
z

P

E d
 

Độ co giãn giữa 2 đầu AB: 


    
2

8
0,056

AB

Pa
l

E d
 cm 

A
B

C D

2P P7P
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Bài 2.2. 

Cho thanh chịu lực như hình vẽ:  

Cho biết: F = 10 cm
2
, a = 1 m, E = 2.10

7
 

N/cm
2
, [] = 140 MN/m

2
, [l] = 0,3 cm.  

Hãy tính tải trọng cho phép [P]. 

Hướng dẫn:   

Chia thanh làm 3 đoạn: AC, CD, DB 

Lực dọc:     1 2 3
5 ; 3 ;

z z z
N P N P N P  

Ứng suất pháp: 

      
5 3

; ;
3

AC CD DB

z z z

P P P

F F F
 

Theo điều kiện bền:                                                  Hình 2.13 

 

 
 

      
max

3 10.14
46,666

3 3
z

FP
P

F
 KN 

Theo điều kiện cứng:      
4

AB

Pa
l l

EF

 
  

.
150

4

l EF
P

a
 

KN 

Vậy tải trọng cho phép [P] = 46,666 KN 

 

Bài 2.3. 

Cho thanh chịu lực như hình vẽ:  

Cho biết: P1 = 20 KN, P2 = 70 KN, P3 = 30 KN, q = 20 KN/m, a = 

1 m, E = 2.10
5
 MN/m

2
, [] = 10 KN/cm

2
, [] = 2.10

-4
.  

Hãy tìm kích thước b của mặt cắt ngang. 

A

B

D

C

3EF

EF
4P

P

8P
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Hình 2.14 

Hướng dẫn:  

Chia thanh làm 3 đoạn: AC, CD, DB 

Lực dọc:  

   1

1
20

z
N P  

       2

2 1
3 50 0,2( 3 )

z
N P P q z a z a  

     3

1 2 3
40

z
N P P qa P  

Ứng suất pháp:   
2

20AC

z
b

 ;  


 


2

50 0,2 3

2

CD

z

z a

b
 ;  

2

40

2

DB

z
b

 

Từ điều kiện bền:  
 

 


    
2max

70 70
1,87

2 2.
z

b
b

 cm 

Biến dạng dọc:   
2

20AC

z
Eb

 ;  


 


2

50 0,2 3

2

CD

z

z a

Eb
 ; 

 
2

40

2

DB

z
Eb

 

Từ điều kiện cứng:  
 

 


    
max 2

70 70
2,96

2 2
b

Eb E
 cm 

Vậy kích thước của mặt cắt b = 2,96 cm. 

  

A C
D B

q
P P

P

1 2

3
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Bài 2.4. 

Cho thanh chịu lực như hình vẽ: 

Hãy vẽ biểu đồ nội lực, ứng suất, chuyển vị. 

 

 

Hình 2.15a 

 

 

Hình 2.15b 

a) Tháo bỏ ngàm tại B, thay thế bằng phản lực YB 

Lực dọc:     1 2 3
; 3 ; 2

z B z B z B
N Y N Y P N Y P  

PT biến dạng:   0
AB
l  

 
11

5
B
Y P  

Kết quả lực dọc:     1 2 311 4
; ;

5 5 5
z z z

P P P
N N N  

Kết quả ứng suất:       1 2 311 4
; ;

5 5 5
z z z

P P P

F F F
 

Biểu đồ chuyển vị: Chọn điểm A làm gốc vì   0A
z  

b) Tháo bỏ ngàm tại B, thay thế bằng phản lực YB 

Lực dọc:      1 2 3
; ; 3

z B z B z B
N Y N Y N P Y  

PT biến dạng:   0
AB
l  

P = 40 KN

3P

F = 5 cm2

A

B

3P
2EF

EF

A

B
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  
   

3 ..2 .
0

3 3

BB B
P Y aY a Y a

EF EF EF
 

Giải PT trên ta được: 
3

8
B
Y P  

Kết quả lực dọc:      1 2 33 21
; ;

8 8 8
z z z

P P P
N N N  

Kết quả ứng suất:        1 2 33 7
; ;

8 8 8
z z z

P P P

F F F
 

Biểu đồ chuyển vị: Chọn điểm A làm gốc vì   0A
z , Tính chuyển 

vị tại lần lượt các điểm theo công thức độ co giãn l. 

Bài 2.5.  Cho kết cấu gồm có thanh AB tuyệt đối cứng chịu liên kết khớp 

tại B và giằng bởi thanh CD như hình. Thanh giằng CD làm bằng thép 

chữ I có mô đun đàn hồi E. 

Biết: P = 150 KN, [] = 15 KN/cm
2
, E = 2.10

11
 N/m

2
, a = 1 m. 

Hãy xác định số hiệu của thanh giằng CD. Với số hiệu tìm được, 

tính chuyển vị thẳng đứng tại điểm A. 

 

Hình 2.16 

Hướng dẫn:   

Dùng mặt cắt (1-1) để cắt thanh CD, trên thanh CD  

Xét cân bằng thanh AB: 

    
10

.5 3 sin30 0
3

B CD CD
M P a N a N P  

Ứng suất pháp:  
10

3

BD

z

P

F
 

P

D

A
C

B
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Theo điều kiện bền: 

 
 

 


     
10 10 10.150

33,333
3 3 3.15

CD

z

P P
F

F
 cm

2
 

Tra bảng thép hình chữ I ta chọn được: IN
o
24 có F = 34,8 cm

2
 

Gọi C’ và A’ là các điểm dịch chuyển của C và A sau khi biến 

dạng 

  
' 3 5

' '
' 5 3

CC a
AA CC

AA a
 

  
   

 

. 40
' 2

sin30 3

CD CD
l N l Pa

CC
EF EF

 

  
4

5.40 5.40.150.100
' 0,829

3 3 3 3.2.10 .34,8

Pa
AA

EF

 cm. 

Bài 2.6.  Cho hệ gồm 2 thanh AB và AC liên kết khớp với nhau tại A 

như hình: 

Cho biết rằng:  [] = 15 KN/cm
2
, E = 2.10

4
 kN/cm

2
. 

Hãy tìm tải trọng cho phép [P]. Với giá trị [P] tìm được, tính 

chuyển vị thẳng đứng tại điểm A. 

 

Hình 2.17 

Hướng dẫn:   

Dùng mặt cắt (1-1) và (2-2) để cắt thanh AB, AC: Lực dọc trên 

mặt cắt ngang NAB, NAC 

Xét cân bằng tại điểm A ta tìm được 

 
3

AB AB

P
N N  

P

A

B C
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Ứng suất pháp:   
3

AB AC

z z

P

F

 

Theo điều kiện bền:          
max

3 122,1
3

z

P
P F

F

 

KN/cm
2
 

Vậy tải trọng cho phép [P] = 122,1 KN 

Gọi A’ là điểm dịch chuyển của A sau khi biến dạng: 

AA’ là chuyển vị ta cần tìm 

  
   

 

2 .800
'

cos30 3 3 3

AC AC
l N l P

AA
EF EF

 

 
4

122,1.800
' 0,2

3 3.2.10 .4,7
AA  cm 

Bài 2.7.  Cho hệ gồm 2 thanh AB, DE là cứng tuyệt đối, các thanh giằng 

BD và DH có cùng diện tích mặt cắt ngang F = 10 cm
2
, ứng suât cho 

phép [] = 140 MN/m
2
.  

Hãy xác định [P] theo điều kiện bền. 

 

Hình 2.18 

Hướng dẫn:   

Dùng đồng thời các mặt cắt để cắt thanh BD và DH. 

Xét cân bằng thanh AB: 

     
3

.3 4 0
4

A BD BD
M P a N a N P  

Xét cân bằng thanh DE: 

A
B

C

D E

H

P
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     
2

3 3 sin60 0
3

E BD DH DH BD
M N a N a N N  


3

2
DH

N P  

Ứng suất pháp:    
3 3

;
4 2

BD DH

z z

P P

F F
 

Theo điều kiện bền: 

 
 

      
max

23 2.25.12
346,41

2 3 3
z

FP
P

F
 KN 

Vậy tải trọng cho phép [P] = 346,41 KN 

Bài 2.8.  Cho kết cấu gồm thanh tuyệt đối cứng AB và các thanh giằng 

AD, HC1 như (Hình 2.19). Các thanh AD và HC1 làm từ cùng vật liệu E 

và có cùng mặt cắt F. Do sai số gia công, khi thực hiện nối C với C1 thì 

trong các thanh giằng phát sinh nội lực. 

Hãy xác định khe hở  để ứng suất trong các thanh giằng không 

vượt qua ứng suất cho phép []. Cho [] = 10 KN/cm
2
, E = 2.10

4
 

KN/cm
2
, F = 20 cm

2
, a = 1,5 m, l = 2 m. 

 

Hình 2.19 

Hướng dẫn:   

Khi nối C và C1, trong thanh CH và AD sẽ xuất hiện các thành 

phần lực dọc NCH, NAD 

A B

C1

C

H

D
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Xét cân bằng thanh AB: 

     2 sin 45 0 2
A CH AD CH AD

M N a N a N N  

Xét quan hệ hình học của biến dạng giữa trạng thái trước và sau 

khi nối điểm C và C1 

CC2 + C2C1 = 

C2: Là điểm dịch chuyển của C khi nối C và C1 

CC2: Là chuyển vị của C trên thanh AB 

C2C1: Độ giãn dài của thanh C1H 

Ta tìm được lực dọc: 






2

2
CH

EF
N

h a

 ; 


2
AD

EF
N

h a

 

Theo điều kiện bền: 

 
  

  


    


max

22
0,1530

2 2
z

h aE

h a E

 cm 

Vậy  = 0,153 cm 

Bài 2.9.  Cho kết cấu gồm có thanh gãy khúc ABCD tuyệt đối cứng 

được đặt trên gối đỡ C và giằng bởi 2 thanh AH và BH như hình H.4. 

Thanh AH có diện tích mặt cắt ngang F1, thanh BH có diện tích mặt cắt 

ngang F2. Các thanh có mô đun đàn hồi E. 

Cho biết: [] = 11 KN/cm
2
, F1 = 20 cm

2
, F2 = 30 cm

2
, a = 1,5 m.  

Hãy xác định tải trọng cho phép [q] theo điều kiện bền. Với tải 

trọng [q] tìm được, tính chuyển vị thẳng đứng tại điểm D. 

 

                                        Hình 2.20 

A
B

C D

P=3qa

H

q
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Hướng dẫn: 

Xét cân bằng cho thanh ABCD 

PTCB: 

     .2 . .2 . 2 0
C AD BH

M Pa q a a N a N a  

Mối quan hệ về biến dạng: 

    
4

. 2
3

AH BH AH BH
l l N N  

Giải ra ta được kết quả: 

 
 

4 3
;

8 3 2 8 3 2
AH BH

qa qa
N N  

Theo điều kiện bền: 

 
   


max

4

20 8 3 2
z

qa  

  
 

20 8 3 2
4,489

4
q

a
 KN/cm 

Tính chuyển vị thẳng đứng tại D 


   

' ' '
'

2 2 2

BH
lDD BB BB

DD
a a

 

 


3 2
' . 0,1237

8 3 2

qa a
DD

EF
 cm. 

Bài 2.10.  Cho hệ thống kết cấu như trên Hình.2.21 

Hãy xác định diện tích mặt cắt ngang cho các thanh treo. Biết rằng 

[] = 16000 N/cm
2
, P = 100 kN, q = 100 kN/m. 
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Hình 2.21 

Hướng dẫn:   

Dùng đồng thời các mặt cắt để cắt thanh 1, 2 và 3, trên mặt cắt 

xuất hiện các thành phần lực dọc N1, N2, N3 

Xét cân bằng thanh AB: 

      1 1

1
.1 2 0 50

2
A

M P N N P  KN 

Từ điều kiện bền cho thanh 1 

 
 

1
3,125

2

P
F  cm

2
 

Xét cân bằng thanh CD: 

     2 3 1
.2 0

Y
F N N q N  

      1 3 3
.2.1 2 .5 0 60

C
M q N N N  KN 


2

190N  KN 

Áp dụng điều kiện bền cho thanh 2 và 3 

 
  2

2

190
11,875

16

N
F  cm

2 

 
  3

3

60
3,75

16

N
F  cm

2
 

Bài 2.11.  Cho thanh tuyệt đối cứng được giữ bởi các thanh treo 1 và 2 

bằng thép như hình vẽ ( Hình 2.22). 

A B

q

C
D

P
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Biết: Diện tích mặt cắt của 2 thanh 1 và 2 đều là F = 6 cm2, thép 

có giới hạn chảy là ch = 25 KN/cm
2
, mô đun đàn hồi E = 2.10

4
 KN/cm

2
, 

hệ số an toàn của kết cấu n = 1,6. 

Hãy xác định giá trị cho phép của tải trọng tác dụng lên thanh 

tuyệt đối cứng. 

 

Hình 2.22 

Hướng dẫn: 

Gọi lực dọc trên 2 thanh 1 và 2 là: 
1

z
N  ; 

2

z
N  

   
1 2
.200 .500 .300.350 0

A z z
M N N q  


   



1

1 2

2

2 2

5 5

l
l l

l

 

Giải hệ PT ra ta được: 1 350.

9
z

q
N  ; 2 1750.

9
z

q
N  

Theo điều kiện bền:   

 
 

     
max

9. .1750.
0,482

9 1750
z

Fq
q

F
 KN/cm 

Vậy tải trọng cho phép: [q] = 0,482 KN/cm 

Bài 2.12.  Cho kết cấu chịu lực như hình vẽ (Hình 2.23): 

Cho biết độ cứng của các thanh là như nhau và bằng EF.  Hãy tính 

nội lực phát sinh ra trong các thanh. 

A B

q

F
F
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Hình 2.23 

Đáp số:  


1 2 1

.
2

z
N P  ; 2 2

.
2

z
N P  ; 

3 2 2
.

2
z

N P  

PP
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CHƯƠNG 3:  TRẠNG THÁI ỨNG SUẤT –  

CÁC LÝ THUYẾT BỀN 

 

I.  TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

1.  Một số khái niệm cơ bản 

-  Trạng thái ứng suất tại một điểm: Tập hợp tất cả các thành 

phần ứng suất trên tất cả các mặt cắt đi qua một điểm gọi là trạng thái 

ứng suất tại điểm đó.  

 

              

 

-  Mặt chính:  Là mặt cắt mà trên đó ứng suất tiếp bằng không 

được gọi là mặt chính, qua một điểm luôn tìm được ba mặt chính vuông 

góc với nhau . 

-  Phương chính: Phương pháp tuyến của các mặt chính gọi là 

phương chính . 

-  Ứng suất chính: Ứng suất pháp trên mặt chính gọi là ứng suất 

chính. Ký hiệu là 1, 2, 3 theo thứ tự 1 > 2 > 3. 
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-  Trạng thái ứng suất khối: Là trạng thái ứng suất tồn tại cả ba 

ứng suất chính khác không. (Hình 3.3a) 

-  Trạng thái ứng suất phẳng: Là trạng thái ứng suất có một ứng 

suất chính bằng không, còn lại hai ứng suất chính khác không. (Hình 

3.3b) 

-  Trạng thái ứng suất đơn: Là trạng thái ứng suất có hai ứng suất 

chính bằng không, còn lại một ứng suất chính khác không. (Hình 3.3c) 

2.  Nghiên cứu trạng thái ứng suất phẳng bằng giải tích 

 

-  Ứng suất trên mặt phẳng cắt nghiêng song song với trục z 
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Hình 3.5 














2cos2sin
2

2sin2cos
22

xy

yx

uv

xy

yxyx

u

  

Tính chất :  constyxvu   

 uvvu    

-  Xác định phương chính, ứng suất chính: 

Công thức xác định phương chính: 
yx

xy

0

2
2tg




   

Công thức này dùng để xác định ứng suất chính:  

  2

xy

2

yx

yx

3;1 4
2

1

2



   

Công thức xác định ứng suất tiếp cực trị :  

  2

xy

2

yx
min
max 4

2

1
   

3.  Nghiên cứu trạng thái ứng suất phẳng bằng vòng tròn Mor 

-  Phương trình vòng tròn Mor 

  22

uv

2

u RC   

Trong đó:                     
2

C
yx 

           

2

xy

2

yx2

2
R 









 
  
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Phương trình trên cho ta một vòng tròn vẽ trên hệ trục toạ độ; 

trục hoành là trục u song song với phương x, trục tung là trục uv song 

song với phương y; có tâm C cách gốc toạ độ một khoảng 

2
OC

yx 
 ; có bán kính   2

xy

2

yx 4
2

1
R   và mỗi điểm 

nằm trên đường tròn sẽ tương 

ứng với một mặt cắt của phân 

tố. Toạ độ của điểm nằm trên 

đường tròn cho ta giá trị ứng 

suất trên mặt cắt tương ứng 

hoành độ là ứng suất pháp, tung 

độ là ứng suất tiếp. Vòng tròn có 

phương trình này gọi là vòng tròn 

Mor. 

                                               Hình 3.6 

4.  Nghiên cứu trạng thái ứng suất khối 

-  Ứng suất tiếp lớn nhất 

2

31

max


  

-  Định luật Húc tổng quát 

              3211
E

1
                                                

 

                                                                  Hình 3.7 

  3122
E

1
   

  2133
E

1
  

Định luật Húc này sẽ đúng cho cả trường hợp một phân tố biểu 

diễn bằng ba mặt có phương x, y, z không phải là mặt chính : 
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  

  

  yxzz

zxyy

zyxx

E

1

E

1

E

1







  

- Biến đổi thể tích tương đối  


V

V
 

Trong đó:    Thay đổi thể tích của phân tố là V  

                      Thể tích ban đầu của phân tố là V  

Người ta đã chứng minh được rằng 321   và 

zyx    

-  Định luật Húc về trượt 

- Biểu thức biến dạng 





E

1
1  (b) 

- Biến dạng trượt, góc trượt: 

 





E

12
 

- môđun đàn hồi về trượt 

 
G

12

E



                                                                Hình 3.8     

-  Định luật Húc về trượt :  
G


  (3-17) 

5.  Các lý thuyết bền 

a) Lý thuyết ứng suất pháp cực đại (hay lý thuyết số 1) 

 
n

ok
k1

k

max1t


   

 
n

on
n3

n

max1t


  
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b) Lý thuyết biến dạng dài tương đối lớn nhất (hay lý thuyết bền 

số 2) 

             k3212t   

 hoặc    n2132t   

c) Lý thuyết ứng suất tiếp lớn nhất (hay lý thuyết bền số 3) 

  313t   

d) Lý thuyết thế năng biến đổi hình dáng (hay lý thuyết số 4) 

  313221

2

3

2

2

2

114   

e) Lý thuyết bền Mor 

 k3

on

ok

1Mo1 



  

II. CÁC BÀI TẬP GIẢI MẪU 

Ví dụ 1: Tìm giá trị ứng suất pháp và ứng suất tiếp trên các mặt 

cắt xiên của phân tố trên hình vẽ. Các ứng suất cho trước tính bằng 

KN/cm
2 

 

Hình 3.9 

Bài giải : 

45o

3

2 4

60o

1

5

a) b)

6

c)

30o
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a)  Với hệ trục Oxy và Ouv như hình 

vẽ ta có: 

 

2

5

3

30

x

y

xy

o









 





  

 

Áp dụng công thức xác định 

ứng  suất trên mặt cắt xiên ta có : 

. os2 .sin 2
2 2

x y x y

u xyc
   

   
 

     

      

2

2 5 2 5
. os2(30 )-3.sin2(-30 )

2 2

1,5 3,5.0,5 3.( 0,87)

5.86( / )

c

KN cm

   
   

   



  

.sin 2 . os2
2

x y

uv xy c
 

   


    

      

2

2 5
.sin 2( 30 ) 3. os2(-30 )

2

=3,5.(-0,87)+3.0,5

=-1,545 (KN/cm )

c
 

    

  

b)  Với hệ trục Oxy và Ouv như hìn vẽ ta 

có:  

4

0

1

45

x

y

xy

o















 

 

Áp dụng công thức xác định ứng 

suất trên mặt cắt nghiêng ta có : 

. os2 .sin 2
2 2

x y x y

u xyc
   

   
 

  

 

6

3

2

5

a)

0

30o

x

y

u

v

45o

1

b)

uy
v
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2

4 4
.cos 2.45 1.sin 2.45

2 2

1( / )KN cm

   



 

.sin 2 . os2
2

x y

uv xy c
 

   


   

       
2

4
.sin 2.45 1.cos 2.45

2

2( / )KN cm

  



 

c)  Với hệ trục Oxy và Ouv như hình vẽ ta có:  

                       

0

0

6

120

x

y

xy

o













 

 

  

Áp dụng công thức xác định ứng suất trên 

mạt cắt nghiêng ta có: 

. os2 .sin 2
2 2

x y x y

u xyc
   

   
 

    

2

6.sin 2.120

5,2( / )KN cm

  

 
 

.sin 2 . os2
2

x y

uv xy c
 

   


   

2

6. os2.120

3( / )

c

KN cm

 

 
 

Ví dụ 2 : Trên các mặt cắt đi qua 1 

điểm của vật thể trạng thái ứng suất phẳng 

chịu tác dụng bởi những ứng suất ghi trên 

hình vẽ. Tính ứng suất chính và phương 

chính tại điểm đó. 
2

1

2

2

2

8 /

4 /

7 /

u

u

y

KN cm

KN cm

KN cm







 



 

 

Bài giải:                    Hình 3.10 

30o

6

c)

u
y

x

v

60o
30o

u2 u1

y
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-  Gắn với hệ trục Oxy như hình vẽ ta 

có: 
1

2

60

150





 

 
  

-  Sử dụng công thức tính ứng suất trên 

mặt cắt nghiêng ta có:  

1 1 1

2 2 2

. os2 .sin 2
2 2

. os2 .sin 2
2 2

x y x y

u xy

x y x y

u xy

c

c

   
   

   
   

 
  


    



 

1

2

7 7
. os2.60 .sin 2.60

2 2

7 7
. os2.120 .sin 2.120

2 2

x x
u xy

x x
u xy

c

c

 
 

 
 

 
   

 
     



 

2

2

0,5. 3,5 0,25 1,75 .0,875 8

0,5. 3,5 0,25 1,75 .0,875 4

0,75. .0,875 4,675

0,25. .0,875 9,25

4,575( / )

9,264( / )

x x xy

x x xy

x xy

x xy

x

xy

KN cm

KN cm

  

  

 

 





     
 

    

  
 

 

 
 



 

Vậy ta có : 

2

2

2

4,575( / )

7( / )

9,264( / )

x

y

xy

KN cm

KN cm

KN cm







 


 




  

-  Xác định phương chính : 

Gọi α0 là góc tạo bởi trục x với 

phương chính như hình vẽ,ta có theo 

công thức xác định phương chính  

u2
u1

2
1

y

O

y

x

xy

yx

y

y

x x x

y

o
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0

0

0

0

0

0

2 2.9, 264
2

4,575 7

2 1,6

2 58 .180 ( )

29 .90

29

61

xy

x y

o o

o

tg

tg

k k

k




 











 
 

 

  

     

   

  
 

 

  

Vậy phương chính là 2 phương tạo với trục x các góc -29
o 
và 61

o 

-  Xác định ứng suất chính : 

Áp dụng công thức tính ứng suất chính 

2 2

max
min

1
( ) 4

2 2 xy

x y

x y

 
   


      

Ta có : 

      

2 2

max
min

max
min

2

max

2

min

4,575 7 1
(4,575 7) 4.9,264

2 2

1,2125 10,9232

9,71( / )

12,14( / )

KN cm

KN cm










   

   

 
 

 

 
 

So sánh với ứng suất chính đã có σz=0 ta kết luận  

                   

2

1

2

2

2

3

9,71( / )

0( / )

12,14( / )

KN cm

KN cm

KN cm







 







  

Ví dụ 3:  Trên 2 mặt tạo với nhau 1 góc bằng 

30
o
 và đi qua 1 điểm ở trạng thái ứng suất phẳng có 

các ứng suất σy=5
2( / )KN cm ;τxy= -7

2( / )KN cm và 

τuv = 9 
2( / )KN cm  

Tính những ứng suất chính tại điểm ấy. 

Bài giải :   Hình 3.11 

Theo quan hệ ứng suất trên 2 mặt cắt vuông góc ta có : 

30o
uv

y

xy



83 

                  
27( / )xy yx KN cm      

Áp dụng công thức tính ứng suất trên mặt cắt nghiêng 

      .sin 2 . os2
2

yx

uv xy c
 

   


    

 

0 05
.sin 2.60 7. os2.60 6

2

x c
 

    

     5 .0,433 3,5 6x      

    226,94( / )x KN cm    

  Như vậy ta có:

2

2

2

26,94( / )

5( / )

7( / )

x

y

xy

KN cm

KN cm

KN cm







 







  

Gọi góc α0 là góc hợp bởi phương chính với trục x 

Theo công thức để xác định phươn chính ta có: 

0

0

0

0

0

2 2.7
2 0,64

26,94 5

2 32,6 .180

16,3 .90

73,7 .180

163,7 .180

xy

x y

tg

k

k

k

k




 









 
   

 

    

    

  
 

  

  

Như vậy có 2 phương chính ứng với các góc α0 là 73,7
0
 và 163,7

0 

-  Xác định ứng suất chính 

Ta có : 

2 2

ax
min

1
( ) 4

2 2

x y

um x y xy

 
   


      

         
 

2 226,94 5 1
26,94 5 4.7

2 2

15,97 13


   

 

  

2

max

2

min

28,97( / )

2,97( / )

u

u

KN cm

KN cm





 
 



  

Kết hợp với 1 ứng suất chính đã có là σz=0 

o
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Ta có 

2

1

2

2

2

3

28,97( / )

2,97( / )

0( / )

KN cm

KN cm

KN cm







 







  

Ví dụ 4:  Nhờ dụng cụ đo biến dạng (tenxomet)người ta đo được 

độ giãn dài tỷ đối tại điểm A của dầm dọc theo cầu khi có tải trọng. Độ 

giãn dài theo phương x-x (song song với trục dầm) là εx=0,0004, theo 

phương vuông góc với trục dầm εy=0,00012. Xác định ứng suất pháp 

theo phương x và y cho biết: E=2.10
4
(KN/cm

2
), μ=0,3 

 
                                   Hình 3.12 

 

Bài giải : 

Khi dầm có tải, theo hình vẽ ta có 0z    

Sử dụng định luật Húc ta có: 

 

4

4

2

2

1
( ( ))

1
( ( ))

1
0,0004 ( 0,3 )

2.10

1
0,00012 ( 0,3 )

2.10

0,3 8

0,3 2,4

8( / )

0( / )

x x y z

y y x z

x y

y x

x y

y x

x

y

E

E

KN cm

KN cm

    

    

 

 

 

 






  


   



 

 
  


 
 

  

 
 



  

Ví dụ 5:  Tìm ứng suất chính và phương chính của phân tố ở trong 

trạng thái ứng suất phẳng vẽ trên hình 3-3 bằng phương pháp giải tích và 

phương pháp đồ thị 

xx
y

yA
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Bài giải : 

 

Phương pháp giải tích 

Ta có : 
2 2 23 / , 5 / , 2 /x y xykN cm kN cm kN cm    

  

Những ứng suất chính bằng : 

                      Hình 3-13a 

 
2

2

max,min

1
. 4

2 2

x y

x y xy

 
   


     

 
2 2

max,min

3 5 1
. 3 5 4.2

2 2



     

Hay  

2

max 1

2

min 1

6,24 /

1,76 /

kN cm

kN cm

 

 

 

 
                                                                    

Phương trình tính theo công thức                                                         

       
2 2.( 2)

2 2
3 5

xy

x y

tg



 

  
   

 
 

Hay                          2 63 30'o    

Ta được                    
2 31 45'o    

                                    1 58 15'o    

Phương pháp đồ thị : ( Xem ở Hình 3-13a)  

5 kN/cm2

3 kN/cm2

2 kN/cm2
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Hình 3-13b 

Ví dụ 6: Tại một điểm trên một mặt của một vật thể chịu lực người 

ta đo được biến dạng tỉ đối theo các phương om, on, ou như sau: 

4 4 42,81.10 ; 2,81.10 ; 1,625.10m n u       

 

Xác định phương chính và ứng suất 

chính tại điểm ấy. Cho:                                                  
4 20,3; 2.10 /E kN cm    ( hình 3-4 ) 

Bài giải 

Từ định luật Húc ta rút ra được các ứng 

suất pháp theo phương m và n :  

    4

4

1 1
0,3 2,81.10

2.10
m m n m n

E
           

    4

4

1 1
0,3 2,81.10

2.10
n n m n m

E
             

                                                           Hình 3-14 

Vậy :  

24,32 /m kN cm   

24,32 /n kN cm   

Viết biến dạng theo phương u, ta có: 

1

2

max = 1 = 6,24 kN/cm2

min = 2 = 1,76 kN/cm2

1  = 58o15' , 2 = -31o45'

5 kN/cm2

3 kN/cm2

2 kN/cm2



0

1

2

1 32

4 5

C

A
6

1

1 
2

P

1 = 6,24

2 =1,76

0

u

mn
45o

45o
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    4

4

1 1
0,3 4,32 4,32 1,625.10

2.10
u u n n u u u

E
                      

 

Từ đó suy ra : 

22,5 /u kN cm   

Ứng suất tiếp lớn mn  tính được từ công thức: 

cos2 sin 2
2 2

m n m n
u mn

   
   

 
    

Hay             

4,32 4,32 4,32 4,32
2,5 cos2.45 sin 2.45

2 2

o o

mn
 

    

Hay             22,5 /mn kN cm   

Giá trị ứng suất chính tại điểm cho trước :  

 

 

2 2

max,min

2 2

2

max

2

min

1
4

2 2

4,32 4,32 1
4,32 4,32 4.2,5

2 2

5 /

5 /

m n
m n mn

kN cm

kN cm

 
   






   


   



 

 

Phương chính  

1

1

2 2.2,5
2 0,5787

4,32 4,32

15

105

mn

m n

o

o

tg



 






  

 





 

 

Ví dụ 7:  Tại điểm A trên mặt một vật thể, người ta đo được các 

biến dạng tỉ đối theo ba phương xếp theo hình sao góc 60° (H.3-15), εx, 

εm, εn. Lập công thức tính những ứng suất chính và phương chính tại 

điểm ấy. 

Bài giải: 



88 

Từ công thức của định luật Húc ở trạng 

thái ứng suất phẳng,ta rút ra: 

1
( )

1
m mE I  


 


 

Trong đó:    

90m m x yI                                                          

 

                                     Hình 3-15 

Áp dụng công thức : 

cos 2 sin 2
2 2

x y x y

u xy

   
   

 
    

                                                                                                                 

Và đặt: 

K=
'x y   

Ta có ứng với 3 phương trình x ,m ,n: 

1
( ) cos2.0- sin 2.0

1 2 2

1
( ) cos2.60 - sin 2.60

1 2 2

1
( ) cos2.120 - sin 2.120

1 2 2

x xy

m xy

n xy

I K
E I

I K
E I

I K
E I

  


  


  


  


    


    


 

Giải hệ này ta rút ra : 

2
(2 )

3(1 )

2
( )

3(1 )

( )
3(1 )

x m n

x m n

xy n m

E
K

E
I

E

  


  


  


  


  


 


 

Từ đó ta tính được ứng suất chính và phương chính: 

2 2

max
min

21
4 ; 2

2 2

xy

xy

I
K tg

K


  


     

mn

y

x

60o

60o
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Hay thay I ,K ,
xy  bằng giá trị của chúng,ta được: 

2 2 2

max
min

3
( ) ( ) ( ) ( )

3(1 ) 3(1 )
x x x x m m n n x

E E
         

 
        

 

3( )
2

2

n m

x m n

tg
 


  




 
  

Ví dụ 8: Một hình trụ tròn đặc bằng thép có 

đường kinh  D=50mm đặt vừa khít vào một ống 

đồng có bề dày δ = 1mm. Hình trụ thép bị nén với 

lực P=150kN (H.3-6). Xác định phương chính  và 

ứng suất chính tại điểm ấy. Cho: μ=0,3 ;E=2.10
4
 

kN/cm
2
 

          Bài giải : 

Tách từ hình trụ thép một phân tố hình lập 

phương có một cạnh song song với phương của lực P 

(phương z), hai phương còn lại (x và y) chọn bất 

kì,ta có ứng suất của phân tố: 

                                                                         Hình 3-16 

                  
2

2

150
7,6 /

5
3,14.

4

z

P
kN cm

F



      

Ứng suất ở hai phương còn lại bằng nhau và bằng ứng suất ở các 

mặt song song với phương z: 

x y q     

Ứng suất này bằng áp suất trong làm căng ống đồng. Đặt ứng suất 

căng ống đồng (theo phương của chu tuyến ống ) là σ,ta có: 

2

2

qD

q
D










 

Độ dãn tương đối của trụ thép theo phương vuông góc với lực P 

(độ dãn theo đường kính). 

P

D 
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 
1

( )t t z

t

q q
E

        

Độ dãn tương đối của ống đồng theo phương chu tuyến (chu vi 

đường tròn): 

d

dE


   

Vì hai độ dãn tương đối này bằng nhau, tức là : 

1 'd   

Hay 

 
1

( )t z

t d

q q
E E


       

Hay  

1 2 2
( )t z

t dE D D E

  
 

 
     
 

 

Hay  

 

2

2 (1 )

0,3.7,6
1,12 /

0,1
2. 1 0,3 2

5

t z

t
t

d

E

D E

kN cm

 










 

 

 
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Ví dụ 9: 

Một tấm thép kích thước a×b×c đặt giữa 2 tấm tuyệt đối cứng, 2 tấm 

này được liên kết với nhau bằng 4 thanh 

(xem Hình 3-17). Khi tấm thép chịu áp 

lực P phân bố đều trên 2 mặt bên thì ứng 

suất kéo của thanh là bao nhiêu? Tính 

ứng suất chính trong tấm thép. Cho 

Etấm=Ethanh 

Bài giải:  

Đặt N là lực căng ở mỗi thanh giằng 

,ta có giá trị các ứng suất của tấm thép: 

                 

4
; ; 0x y z

N
p

ab
  


                                                                              Hình 3-17 

So sánh biên dạng của tấm và thanh giằng , ta có: 

x  tấm =   thanh 

Hay 

1 4
( )

t th th

N N
p

E ab E F



   

Từ đó rút ra:                                                                                                              

1 4

th
th

t

th th

t

E
p F

E
N

E F

E ab







 

Vì th

t

E

E
=1   nên  N=

1 4

th

th

pF

F

ab





 

Ứng suất σx trong tấm thép : 

4
4

1 4

th

x
th

F
p

N ab
Fab

ab





 



 

P

x

y

a

P

x

z

b

c
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Ví dụ 10: 

Một trụ tròn bằng thép (μ=0,3) đặt 

khít giữa hai tường cứng như trên hình vẽ. 

Phần giữa trụ chịu lực p phân bố đều. 

Tính ứng suất tính theo lý thuyết thế năng 

biến đổi hình dạng ở phần giữa và phần 

đầu của hình trụ. 

Bài giải 

Ứng suất theo phương y và z ở 

đoạn 1 và đoạn 2:  

Đoạn 1:
1 1

0y z       

Đoạn 2:
2 2y z p      

Ứng suất x ở 2 đoạn tính dựa vào 

định luật Húc và sự so sánh biến dạng của 

2 đoạn:  

Ở đoạn 1 :     Hình 3-18 

  1

1 1 1 1

1 x

x x y z
E E


        

 
 

Ở đoạn 2 : 

 
2 2 2 2 2

1 1
( 2 )x x y z x p

E E
           

 
 

Tổng biến dạng theo trục x của cả 3 đoạn bằng không, tức là: 

2∆l1+    ∆l2=0 

Hay         
1 2

2 0x xa a     

Hay         
1 2

2 0x x                   

Thay giá trị ở (a) và (b) ,được :                                                                        

 

1

2

2 1
( 2 ) 0

x

x p
E E


      

Vì 
1x =

2x nên 
1 2

2

3
x x p  


                                                                               

P

z

y

1

2

1

a
a

a

P

11

x

1 - 1
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Như vậy ở đoạn 1 :
1 1

1

1 2

3

0

2
0,2

3

y z

x p p

   

  

   


   

  

Ở đoạn 2 :       

   

                         
2 2

1

2 3

1

2
0,2

3

y z

x

p

p p

   

  

    


   

  

Ứng suất tính theo lý thuyết bền thế năng biến dạng : 

Đoạn 1 : 0,2td p    

Đoạn 2 :
2 2 2

1 2 3 1 2 2 3 3 1td                 

                    
0,04 1 1 0,2 1 0,2

0,8

p

p

     


 

 

III.  BÀI TẬP TỰ GIẢI 

 

3.1.  Một thanh thẳng chịu kéo đúng tâm bởi lực P = 40kN. Diện 

tích mặt cắt ngang thanh F= 5cm
2
. Tìm mặt xiên góc α với mặt cắt 

ngang để cho trên mặt ấy giá trị ứng suất pháp bằng bốn lần giá trị ứng 

suất tiếp. 

Tìm ứng suất pháp và ứng suất tiếp trên mặt xiên góc 30° với mặt 

cắt ngang. 

Đáp án: α =14
o
;  σ30

o
=6 KN/cm

2
; τ30

o
= 3,46 KN/cm

2
;      

   

  

3.2.  Ứng suất toàn phần trên mặt cắt m-n đi 

qua một điểm của một vật thể trong trạng thái ứng 

suất phẳng P=3000 N/cm
2
 có                    

phương tạo thành một góc 60° với mặt cắt.Trên 

mặt vuông góc với mặt cắt này chỉ có ứng suất 

tiếp.(H.3-19)           Hình 3-19 

P

n

45o

60o

 m
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        Tính ứng suất pháp và ứng suất tiếp trên mặt tạo thành góc 

45° mặt cắt m-n                                                                                          

        Tính ứng suất pháp lớn nhất tại điểm.   

   

Đáp án:  σ45
o
=2798 N/cm

2
; τ45

o
= 1298 N/cm

2
; σmax

 
=3278  N/cm

2
 

3.3. Một lăng trụ hình tam giác 

gắn vào một vật thể khác ở mặt AB như 

trên hình 3-9.  

Lăng trụ chịu các lực tiếp xúc phân bố 

đều ở mặt bên p =1kN/cm
2
.    

Tính áp lực và lực tiếp xúc trên 

mặt AB.Bề dầy của lăng trụ ấy lấy bằng 

đơn vị.       Hình 3-20 

         

Đáp án :  NAB = -4,8 KN ,  HAB = -1,4 KN .                                                                                                           

3.4.  Trên các mặt cắt đi qua một điểm của một vật thể trong trạng 

thái ứng suất phẳng có tác dụng những ứng suất ghi trên hình (3-21);(3-

22);(3-23).Tính những ứng suất chính và phương chính tại điểm đó. 

 

    Hình 3-21                    Hình 3-22                      Hình 3-23             

 

Đáp án 3.4:  σmax
 
=6,2 K N/cm

2
; α1 =75

o
54’; σmin

 
= 1,6 K N/cm

2
;  

α2 =166
o
54’ 

Đáp án 3.5:  σmax
 
=22,24 K N/cm

2
; α1 =30

o
; σmin

 
= 6 K N/cm

2
;  α2 

=120
o
 

u1 = 5 kN/cm2

u2 = 2 kN/cm2

y = 6 kN/cm2

1= 45o

2= 150o

u = 6 kN/cm2

x = 10 kN/cm2

xy = 7 kN/cm2

y = 18 kN/cm2

yx = 20 kN/cm2

u1= -30 kN/cm2

u1= 15 kN/cm2

 bát k?

u2
2

u1

y

1
x

u

yx

 u2 yx

y

u1



4 cm

3 
cm

A B

P'P
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Đáp án 3.6:  σmax
 
=24,9 K N/cm

2
; α1 =-19

o
30’; σmin

 
= -39,9 K 

N/cm
2
;  α2 =70

o
30’ 

                                                                                     

3.7-3.17. Tìm giá trị ứng suất pháp và ứng suất tiếp trên các mặt 

cắt xiên của phân tố vẽ trên hình (3-24)÷(3-34).Các ứng suất cho trước 

tính bằng kN/cm
2
. 

 

Hình 3-24 3-34 

Đáp án : 

 α σu ( K N/cm 
2
) τuv ( KN/cm)

2
 

3.7 

3.8 

3.9 

3.10 

3.11 

3.12 

3.13 

3.14 

30
o
 

30
o
 

150
o
 

30
o
 

135
o
 

30
o
 

Bất kì 

Bất kì 

-0,24 

2,54 

-4,03 

4,33 

6 

-6.25 

-7 

8 

5,32 

5,46 

6,33 

-2,5 

-2 

-6,5 

0 

0 

60o

60o

5

60o

6

2

4

4

8

60o

4

10

45o

4

8 10

5

60o 

7

7



8

8

45o

22

45o

4

60o

4

4
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3.15 

3.16 

3.17 

150
o
 

135
o
 

150
o
 

1 

2 

-2 

-1 

2 

3,46 

                                           

3.18-3.26.Tìm ứng suất chính và phương chính của các phân tố 

chịu lực trên hình vẽ bằng phương pháp đồ thị (H.3-35÷3-43).Vẽ ra các 

mặt chính ở mỗi phân tố (đơn vị cho là kN/cm
2
. 

 

Hình 3-35 3-43 

Đáp án : 

 σ1 ( K N/cm 
2
) 

σ2 hoặc σ3 

 (K N/cm 
2
) 

α 1 α 2 

3.18 4.4 1,6 -25
 o
 65

 o
 

2

1

4

3

2
3

2

2

2

2

1,41

1

2

5

6

3

4

2
2

2

4

4
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3.19 

3.20 

3.21 

3.22 

3.23 

3.24 

3.25 

3.26 

5 

2,82 

0 

1,12 

5,7 

7,23 

0,82 

2 

1 

-2,82 

-3 

-7,12 

0,7 

-1,23 

-4,82 

-2 

45
 o
 

-65
 o
 

-35o45’ 

52
 o
 

--19
 o

 30’ 

-65
 o
 

-65
 o
 

45
 o
 

-45
 o
 

25
 o
 

54
 o

 45’ 

-38
 o
 

70
 o

 30’ 

25
 o
 

25
 o
 

-45
 o
 

3.27. Cho một phân tố ở trạng thái ứng suất phẳng có ứng suất tác 

dụng như tren hình vẽ (3-44).Tính x  
y u  (phương u tạo với trục thẳng 

đứng 1 góc 30°). 

Cho E=10
4 

kN/cm
2
   ;μ=0,34 

 

Hình 3-44 

Đáp án:     εx
 
=3,82.10

-4
;  εy

 
=5,96.10

-4
;  εz

 
=7,61.10

-4 
; 

3.28. Nhờ dụng cụ đo biến dạng (tenxomet) người ta đo được độ 

dãn dài tỷ đối taik điểm A của dầm dọc theo cầu khi có tải trọng (3-

45).Độ dãn dài theo phương x-x (song song với trục dầm) là εx=0,0004 

,theo phương vuông góc với trục dầm εy=-0,00012. 

Xác định ứng suất pháp theo phương x và y. Cho biết: 

E=2.10
4
kN/cm

2
,μ=0,3 

8 kN/cm2

30o

6 kN/cm2

2 kN/cm2

u
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Hình 3-45 

 

Đáp án:  σx  = 8 KN/cm
2
; σy 

 
=0 . 

 

3.29. Trên một phân tố lấy từ vật thể chịu lực có tác dụng ứng suất 

σ 30 kN/cm
2 

và τ=15 kN/cm
2
.Xác định biến dạng dài tuyệt đối của 

đường chéo mn.Cho E=2.10
4
kN/cm

2
, G=8.10

3
kN/cm

2
,μ=0,28 (H3-46)  

 

                    Hình 3-46                                             Hình 3-47 

Đáp án:    Δmn
 
=0,093 mm 

 

3.30. Khối lập phương ABCD được nén đều ở bốn mặt bên nhờ 

một cơ cấu như trên hình (3-47) 

Tính dộ biến dạng thể tích ∆V , biết kích thước 7×7×7 cm và 

E=4.10
3
kN/cm

2
, μ=0,3 ,P=50kN 

Đáp án:   ΔV
 
=99 mm

3
      

 

3.31. Xác định biến dạng dài ∆a, ∆b, ∆c, của các cạnh a ,b,c và 

biến dạng thể tích của một phân tố hình hộp chịu lực nén P2,P3 như trên 

hình (3-37).Cho P2=60kN, P3=120kN, a=c=2cm, b=4cm,   

E=2.10
4
kN/cm

2
,μ=0,3 

Xác định giá trị lực P1 cần thiết đặt vào hai mặt còn lại của phân 

tố để biến dạng thẻ tích ∆V=0.Xác định τmax trong trường hợp này. 

xx

y

yA

2
5

 m
m

m


n

 

30o

B

C

D

A

P

P
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Đáp án:  Δa
 
= 1,5.10

-4 
cm; Δb

 
= -55,4.10

-4 
cm; Δc

 
= 1,12.10

-4 
cm;  

                              P1 = 300 KN; τmax = 33,75 KN/cm
2
 

 

3.32. Một khối hình trụ tròn A bằng đồng được nhét khít vào một 

lỗ khoét của một vật cứng tuyệt đối B và chịu nén P=50kN. Xác định áp 

lực nén vào vách lỗ khoét. Xác định biến dạng ∆h và ∆V của khối 

đồng.Cho đường kính của khối d=4cm ,chiều cao h=10cm ,μ=0,31 

,E=1,1.10
4
kN/cm

2
.(H3-38) 

Đáp án: p
 
=-1,8 KN/cm

2 
; Δh = -0,026 mm  ΔV

 
=-3,33 mm

3
      

 

             Hình 3-39                     Hình 3-38                        Hình 3-37                                                                         

 

3.33. Xác định giá trị các ứng suất trên mặt bên của phân tố hình 

lập phương có cạnh a=5cm.Cho biết biến dạng dài tuyệt đối ∆x =5.10
-

2
mm , ∆y =1.10

-2
mm , ∆z =7,5.10

-2
mm ,và biến dạng góc γxy =2.10

-2 , γyz 

  γzx =0, E=2.10
4
kN/cm

2
, G=8.10

3
kN/cm

2
,μ=0,3 (H3-39) 

Tình giá trị các ứng suất chính của phân tố. 

Đáp án :   σx  = 46,5 KN/cm
2
; σy 

 
= 34,2 KN/cm

2
 ; τxy 

 
= 160  KN/cm

2
 ; τxz 

 

= τyz = 0; σ1  = 200,5 KN/cm
2
; σ2 

 
= 54,2 KN/cm

2
 ; σ3 

 
= -119,8 KN/cm

2
. 

 

3.34. Một khối lập phương bằng bê tông đặt vào vừa khít rãnh của 

vật thể A chịu áp suất phân bố đều ở mặt trên p=1 kN/cm
2.

Xác định áp 

lực nén vào vách rãnh và độ biến dạng thể tích tuyệt đối.Cho cạnh 

a=5cm, G=8.10
2
kN/cm

2
,μ=0,36 .Vật thể A coi như tuyệt đối cứng (H3-

40)  

a

a

a

y

x

z

d

hA
B

P

b

a
c

P3

P2

P3

P2
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Hình 3-40 

Đáp án:    px
 
=0,036  K N/cm 

2
 ;  ΔV

 
= -60 mm

3
                     

3.35. Một khối thép hình lập phương được đặt khít vào 1 lỗ khoét 

trong một vật thể coi như tuyệt đối cứng.Hình lập phương bị nén bởi lực 

P (H3-41) 

Bỏ qua lực ma sát giữa thành của 2 vật thể, tính biến dạng dài 

theo phương lực P và biến dạng thể tích tỷ đối của khối lập phương. Cho  

E=2.10
3
kN/cm

2
, μ=0,3 

Xét trường hợp theo phương x có khe hở δ giữa khối lập phương 

và thành bên của vật cứng (hình b) và trường hợp theo phương z có thêm 

khe hở bằng 3δ(hình c).Cho δ=0,01mm.    

a)  

                                                                              Hình 3-41 

Đáp án :                a)  εx
 
= -4,64.10

-3 
; θ = -4,64.10

-3       
 

                              b)  εx
 
= -5,12.10

-3 
; θ = -4,12.10

-3       
 

                              c)  εx
 
= -5,89.10

-3 
; θ = -3,74.10

-3       
 

 

a)

b)

c)

P

x

z

A

a

 

x

z

0

x

z

0

 

3


3


P = 50 kN

y

x

z

a=20 mm

a)

b)

c)

P

x

z

A

a

 

x

z

0

x

z

0

 

3


3

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3.36. Một phân tố không bị biến đổi thể tích, có hai ứng suất 

chính: σ1=100kN/cm
2
, σ2=60kN/cm

2.
Hỏi ứng suất chính thứ 3 phải bằng 

bao nhiêu? 

Đáp án: σ3  = -160  KN/cm
2
 

3.37. Một tấm mỏng hình chữ nhật có bè dày δ đặt giữa vách cứng 

song song.Tấm chịu lực kéo P và lực nén Q như trên hình (3-42) 

Tính áp lực nén của tấm vào vách và đọ biến đổi thể tích của tấm. 

Bỏ qua lực ma sát giữa vách và tấm. 

  

Hình 3-42                      

Đáp án:   N = σz.a.b = 
 

 
          Với điều kiện N ≤ 0 . 

   
    μ     μ 

  
(
 

 
 

 

 
) 

3.38. Tính ứng suất tính toán (tương đương) của các phân tố có 

ứng suất chính ghi ở bảng dưới đây theo các lý thuyết bền,thứ 3,thứ 4 và 

lý thuyết bền Mo (Đơn vị MN/m
2
) .  μ=0,3 ; m= 1,4ok

on




   

 
1  2  3  

a 

b 

c 

d 

đ 

160 

40 

55 

-10 

40 

60 

30 

-60 

-70 

0 

20 

-50 

-90 

-80 

-150 

a

b

x

P
P

P
P

Q Q

z
z

y
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e 160 0 -70 

 

Đáp án:      

Trường hợp Theo lý thuyết bền 

3 4 Mor 

a 

b 

c 

d 

đ 

e 

140 

90 

145 

70 

190 

230 

125 

85,5 

132,3 

67,6 

173,4 

204 

132 

110 

181 

102 

250 

258 

(đơn vị chung: MN/m
2
) 

3.39. Tìm ứng suất tính toán theo thuyết bền thứ 3 và thứ 4 đối với 

các phân tố trong trạng thái ứng suất phẳng có ứng suất như sau (Đơn vị 

MN/m
2
). 

 
x  y  

xy  

a 

b 

c 

d 

đ 

140 

120 

-200 

0 

80 

100 

0 

-400 

0 

20 

45 

-30 

-90 

120 

40 

 

Đáp án:      

Trường hợp Theo lý thuyết bền  

3 4 

a 

b 

c 

169 

134 

434,5 

147 

131 

379 
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d 

đ 

240 

100 

208 

100 

        
(đơn vị chung: MN/m

2
) 

3.40. Một ống mỏng hình trụ tròn có đường kính trung bình 

d=100mm dầy δ=5mm 

Bị kéo dọc trục bởi 1 lực phân bố đều q =40 N/m m
2  

và chịu áp lực p ở 

phía trong.Tính áp lực p cho phép theo lý thuyết thế năng biến đổi hình 

dạng cực đại,biết rằng ứng suất cho phép [σ]=100 MN/m
2 

. 

Đáp án: p 
 
= 10,5 N/mm

2
 
        

 

3.41. Một khối thép hình lập phương đặt vừa khít trong rãnh của 

một khối thép lớn (coi như tuyệt đối cứng ).Khối thép chịu áp lực p=120 

MN/m
2 

như ở hình vẽ (H4-2).Kiểm tra độ bền của khối thép theo lý 

thuyết ứng suất tiếp cực đại,và lý thuyết thế năng biến đổi hình dạng cực 

đại,biết rằng [σ]=140 MN/m
2 

.Bỏ qua lực ma sát giữa những mặt tiếp 

xúc của 2 khối. 

 

Hình 4-2 

Đáp án:     σt3  = 120 MN/m
2
; σt4 

 
= 113 MN/m

2
 

P

y

x

z
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CHƯƠNG 4: ĐẶC TRƯNG HÌNH HỌC CỦA MẶT CẮT 

 

I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

1. Các định nghĩa 

Giả sử trong mặt phẳng tọa độ Oxy 

có mặt cắt ngang với diện tích F, A (x,y) 

là một điểm bất kỳ trên mặt cắt F, xung 

quanh A ta lấy 1 phân tố diện tích là dF 

(Hình 4.1) 

 

1.1 Mô men tĩnh của mặt cắt đối với 

một trục 

                                                      Hình 4.1 

Mômen tĩnh của diện tích F đối với trục x hay đối với trục y là các 

biểu thức tích phân sau đây: 

 x

F

S ydF     y

F

S xdF  

Nếu mô men tĩnh của mặt cắt F đối với 1 trục nào đó bằng không 

thì trục đó gọi là trục trung tâm của mặt cắt. 

Giao điểm của 2 trục trung tâm gọi là trọng tâm của mặt cắt C(xC, 

yC) 

Tọa độ trọng tâm: 

 x

C

S
y

F
    

y

C

S
x

F
 

Nếu diện tích F bao gồm tổng đại số của nhiều diện tích đơn giản 

F = Fi thì tọa độ trọng tâm của nó được xác định theo công thức. 




1

n

i i
i

C

Fx
y

F
   


1

n

i i
i

C

Fy
x

F
 

1.2 Mô men quán tính của mặt cắt ngang 

Ta gọi mômen quán tính của diện tích F đối với trục x hay y là các 

biểu thức tích phân sau đây: 

O
F

y

x

x

y A

dF


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 
2

x

F

J y dF     
2

y

F

J x dF  

Mô men quán tính độc cực của diện tích F đối với gốc tọa độ O 

được xác định bởi tích phân sau đây: 

  
2

p x y

F

J dF J J  

Ở đây:  - Là khoảng cách từ gốc O tới điểm A(x,y). 

Mô men quán tính ly tâm của diện tích F đối với hệ trục tọa độ 

vuông góc Oxy là biểu thức tích phân:  

 xy

F

J xydF  

Một hệ trục có Jxy = 0 thì được gọi là hệ trục quán tính chính. Như 

vậy khi đó Jx và Jy gọi là mô men quán tính chính 

Hệ trục quán tính chính Oxy có gốc tọa độ O trùng với trọng tâm 

của mặt cắt (Jxy = 0, Sx = Sy = 0) thì được gọi là hệ trục quán tính chính 

trung tâm. Tương ứng ta có mô men quán tính chính trung tâm. 

Nếu mặt cắt mà có 1 trục là trục đối xứng thì trục đối xứng là 1 

trục của hệ trục quán tính chính trung tâm. Trục quán tính chính trung 

tâm còn lại sẽ vuông góc với trục đối xứng và đi qua trọng tâm C của 

mặt cắt. 

2. Công thức tính mô men quán tính của một số mặt cắt ngang 

 

a) Hình chữ nhật 

 


3

12
x

bh
J  ;    

3

12
y

hb
J  

b) Hình bình hành 

 

 


3

3
x

bh
J  

y

xO

x
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c) Hình tam giác 

 


3

12
x

bh
J  ;    

3

36
xC

bh
J  

d) Hình tròn 

 


 

4

64
x y

D
J J  ;    




4

32
p

D
J  

 

e) Hình tròn rỗng 

 

 


  
4

4
1

64
x y

D
J J  ;    

 


 
4

4
1

32
p

D
J  

f) Hình bán nguyệt 

 





 
  

 

4
64

1
128 9

xC

D
J  ;    


 

4

128
x y

D
J J  

 

3. Công thức chuyển trục song song của mô men quán tính 

A(x,y) trong hệ trục Oxy. A(X,Y), O(a,b) trong hệ trục O1XY song 

song với hệ trục Oxy (Hình 4.2) khi đó ta có: 

 

y

xO

xCC

y

xO

y

xO

y

x
O

xCC
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   2
2

X x x
J J bS b F  

   2
2

Y y y
J J aS a F  

   
XY xy x y
J J aS bS abF  

Nếu Oxy là hệ trục quán tính 

trung tâm (Sx = Sy = 0) 

  2

X x
J J b F  

  2

Y y
J J a F  

 
XY xy
J J abF   

Nếu Oxy là hệ trục quán tính 

chính trung tâm (Jxy = 0, Sx = Sy = 0)   Hình 4.2 

  2

X x
J J b F     2

Y y
J J a F  


XY
J abF  

4. Công thức xoay trục của mô men 

quán tính 

Ouv là vị trí sau khi hệ trục Oxy 

đã xoay đi 1 góc  (Hình 4.3) 

 
 

  cos2 sin2
2 2

x y x y

u xy

J J J J
J J

 

                                                            Hình 4.3 

 
 

  cos2 sin2
2 2

x y x y

u xy

J J J J
J J  

 


 sin2 cos2
2

x y

uv xy

J J
J J  

Giá trị của các mô men quán tính chính và phương của các trục 

chính:                                                 

 


   
2

2

max

1
4

2 2

x y

x y xy

J J
J J J J  

O F

y

x

x

y A

dF

X

Y

X

Y

O1

a

b

O

F

y

x
x

y A

dF

u

v


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 


   
2

2

min

1
4

2 2

x y

x y xy

J J
J J J J  

 


1/2

max
min

t
xy

x

J
g

J J

 

II. CÁC BÀI TẬP GIẢI MẪU 

Bài 4.1. Tìm tọa độ trọng tâm của mặt cắt 

như hình vẽ: 

Chọn hệ trục tọa độ gốc ban đầu Oxy. 

Chia mặt cắt hình thang làm 2 hình là 

hình I (Hình chữ nhật) và II (Hình tam 

giác). 

Gọi tọa độ trọng tâm của mặt cắt là 

C(xC, yC)  

                                                                      Hình 4.1 

Tọa độ trọng tâm C của hình được tính theo công thức sau: 

 
  

 

I II I I II II

y y y C C

C I II I II

S S S F x F x
x

F F F F F
 

 
  

   



1 4
4 .6 .2 4 .6 . 4

282 3
3,111

1 9
4 .6 4 .6

2

C

a
a a a a a a

x a a

a a a a

 


  

 

I I II III II

C Cx x x

C I II I II

F y F yS S S
y

F F F F F
 



  



1
4 .6 .3 4 .6 .2

82 2,666
1 3

4 .6 4 .6
2

C

a a a a a a

y a a

a a a a

 

Vậy tọa độ trọng tâm C(3,111a, 2,666a) 

y

O

I II

z
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Bài 4.2. Tìm tọa độ trọng tâm của mặt cắt 

như hình vẽ: 

Chọn hệ trục tọa độ gốc Oxy. 

Chia mặt cắt làm 2 hình là hình I 

(Hình chữ nhật to) và II (Hình chữ nhật bị 

khoét). 

Gọi tọa độ trong tâm của mặt cắt là 

C(xC, yC).   

Tọa độ trọng tâm C của hình được tính 

theo công thức sau:                            Hình 4.2 

 
  

 

I II I I II II

y y y C C

C I II I II

S S S F x F x
x

F F F F F
 

 
  

  


3
4 .6 .2 3 .4 .

2
1,5

4 .6 3 .4
C

a
a a a a a a

x a
a a a a

 


  

 

I I II III II

C Cx x x

C I II I II

F y F yS S S
y

F F F F F
  


 



4 .6 .3 3 .4 .2
4

4 .6 3 .4
C

a a a a a a
y a

a a a a
 

Vậy tọa độ trọng tâm C(1,5a, 4a) 

 

 

Bài 4.3. Xác định vị trí trọng tâm 

và tính mô men quán tính đối với 

trục trung tâm song song với cạnh 

đáy của hình thang cân trên Hình 

4.3a 

 

                                                          Hình 4.3 

Chọn hệ trục tọa độ gốc Oxy như hình vẽ   

   

x

y

O

II

I

x

X
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Chia mặt cắt làm 3 hình là hình I (Hình chữ nhật giữa), II (Hình 

tam giác bên trái) và III (Hình tam giác bên phải). 

Gọi tọa độ trong tâm của mặt cắt là C(xC, yC) 

Do Oy là trục đối xứng nên 

  xC = 0    

Tung độ trọng tâm C của 

hình được tính theo công thức 

sau: 

 
 

 

I II III

x x x x

C I II III

S S S S
y

F F F F
 


 

I I II II III III

C C C

C I II III

F y F y F y
y

F F F

 

 

 

1 1 1
. . . . . .

42 2 2 3 2 2 3
1 1 9

. . .
2 2 2 2

C

b b b b
b b b b b

y b
b b

b b b b

Vậy tọa độ trọng tâm C(0, 
4

9
b  ) 

Tính mô men quán tính chính trung tâm JX: 

     2
I II III I II

X X X X X X
J J J J J J  

Sử dụng công thức chuyển trục song song để tính các mô men 

quán tính I

X
J  và II

X
J  

 
      

 

23

2 4

1 1

. 4 7
.

12 2 9 81

I I I

X x

b b b b
J J b F b b b  

 
      

 

3
2

2 4

2 2

.
4 1 112 .

36 9 3 2 2 648

II II II

X x

b
b

b b b
J J b F b b  

    4 4 47 11 13
2 2.

81 648 108

I II

X X X
J J J b b b  

 

 

Bài 4.4. Xác định hệ trục quán tính chính trung tâm và tính mô men 

quán tính chính trung tâm của mặt cắt. 

 

x

X

y

C

O

I

II
III

C1

C2
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Chọn hệ trục tọa độ gốc Oxy như 

hình vẽ.    

        

     

      

Chia mặt cắt làm 2 hình là hình I 

(Hình chữ nhật dưới), II (Hình chữ nhật 

trên). 

Gọi tọa độ trong tâm của mặt cắt là 

C(xC, yC) 

Do Oy là trục đối xứng nên   xC = 0     

                                                        Hình 4.4 

Oy là 1 trục quán tính chính trung tâm.  

Tung độ trọng tâm C của hình được tính theo công thức sau: 


  

 

. .
I I II III II

C Cx x x

C I II I II

F y F yS S S
y

F F F F F
 

 
 



0 .8 .( 4 )
2

6 .2 .8
C

b b b b
y b

b b b b
 

Như vậy ta tìm được tọa độ trọng tâm của mặt cắt C(0,2b). 

  Từ đó xác định được hệ trục quán tính chính trung tâm XCY. 

Tính mô men quán tính chính trung tâm: JX, JY 

    
3 3

42 .(6 ) 8 . 110

12 12 3

I II

Y Y Y

b b b b
J J J b  

 I II

X X X
J J J  

Áp dụng công thức chuyển trục song song: 

    
3

2 2 4

1 1

6 .(2 )
(2 ) .6 .2 52

12

I I I

X x

b b
J J b F b b b b  
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    
3

2 2 4

2 2

.(8 ) 344
(3 ) . .8

12 3

II II II

X x

b b
J J b F b b b b  

    4 4 4344 500
52

3 3

I II

X X X
J J J b b b  

Bài 4.5. Tìm hệ trục quán tính chính trung tâm và tính mô men quán tính 

chính trung tâm của mặt cắt. 

 

Chọn hệ trục tọa độ gốc Oxy như 

hình vẽ   

Chia mặt cắt làm 3 hình là hình I 

(Hình chữ nhật trên), II (Hình chữ nhật 

dưới bên trái) và III (Hình chữ nhật dưới 

bên phải) 

Gọi tọa độ trong tâm của mặt cắt là 

C(xC, yC) 

Do Oy là trục đối xứng nên   xC 

= 0      

  

Oy là 1 trục quán tính chính trung 

tâm                     Hình 4.5 

Tung độ trọng tâm C của hình được tính theo công thức sau: 

 x

C

S
y

F
 

Mô men tĩnh của mặt cắt đối với 

trục x. 

     I II III I I II II III III

x x x x C C C
S S S S F y F y F y

 

       3
0 .10 .( 6 ) .10 .( 6 ) 120

x
S a a a a a a a

 

Diện tích của mặt cắt ngang: 

     6 .2 .10 .10I II III
F F F F a a a a a a

 

y=Y

I

II
III

x

O

X
C

y
2

x2

C2
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 232F a  


 

3

2

120
3,75

32
C

a
y a

a
 

Ta tìm được tọa độ trọng tâm của mặt cắt C(0,-3,75a) 

  Xác định được hệ trục quán tính chính trung tâm là  XCY 

Tính mô men quán tính chính trung tâm JX, JY 

     2
I II III I II

Y Y Y Y Y Y
J J J J J J  

 
3

42 .(6 )
36

12

I

Y

a a
J a  

 
     

 

23

2 4

2 2

10 . 3 70
. .10

12 2 3

II II II

Y y

a a
J J a F a a a a  

    4 4 470 248
2 36 2.

3 3

I II

Y Y Y
J J J a a a  

     2
I II III I II

X X X X X X
J J J J J J  

Áp dụng công thức chuyển trục song song để tính I

X
J  và II

X
J  

     
3

22 4

1 1

6 .(2 )
3,75 6 .2 172,75

12

I I I

X x

a a
J J b F a a a a  

    
3

2 2 4

2 2

.(10 ) 3215
(2,25 ) . .10

12 24

II II II

X x

a b
J J b F a a a a  

   

 

4 4

4 4

3215
2 172,75 2.

24

1322
440,666

3

I II

X X X

X

J J J a a

J a a

 

Bài 4.6. Cho mặt cắt gồm 2 thép chữ I 

N
o
24, hãy xác đinh khoảng cách c giữa 2 

mặt cắt để có Jx = Jy (Mặt cắt hợp lý).  

 

Do mặt cắt có 2 trục Ox và Oy đều 

là các trục đối xứng của mặt cắt.               Hình 4.6 

  Hệ trục Oxy là hệ trục quán tính chính trung tâm của  mặt cắt.                                    

yy
o

O

x

I II
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Ta chia mặt cắt làm 2 phần là I và II. 

Mô men quán tính chính trung tâm Jx và Jy: 

   2
I II I

x x x x
J J J J  

 2.3460 6920
x
J   cm

4
 

   2
I II I

y y y y
J J J J  (Do 2 phần đối xứng nhau qua trục y) 

Sử dụng công thức chuyển trục song song ta có 

 
     

 

2

2

0
198 .34,8

2

I I I

y y

c
J J a F  

  
   

  

2

2. 198 .34,8
2

y

c
J   cm

4
 

Do mặt cắp hợp lý ta có Jx = Jy 

  
   
  

2

2. 198 .34,8 6920
2

c  

Giải phương trình ta tìm được c = 19,36 cm. 

Bài 4.7. Xác định hệ trục quán tính chính trung 

tâm và tính các mô men quán tính chính trung tâm 

của mặt cắt như hình. 

 

Chọn hệ trục tọa độ ban đầu Oxy  

Chia mặt cắt làm 2 hình là hình I (Hình chữ 

nhật dưới) và II ( Nửa hình tròn phía trên)  

Gọi tọa độ trong tâm của mặt cắt là C(xC, yC) 

Do Oy là trục đối xứng nên   xC = 0  

                                          Hình 4.7 

Oy là 1 trục quán tính chính trung tâm  

Tung độ trọng tâm C của hình được tính theo công thức sau: 

 x

C

S
y

F
 

Mô men tĩnh của mặt cắt đối với trục x. 
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   I II I I II II

x x x C C
S S S F y F y  




 
    

 

21 4
0 . 20 9315

2 3
x

r
S r  cm 

Diện tích của mặt cắt ngang:  

      2 21 1
12.40 . 12.40 .15

2 2

I II
F F F r   

 833,25F  cm
2
 

  
9315

11,179
833,25

x

C

S
y

F
 cm 

Ta tìm được tọa độ trọng tâm của mặt cắt C(0;11,179) 

  Xác định được hệ trục quán tính 

chính trung tâm là  XCY 

Tính mô men quán tính chính trung 

tâm JX, JY 


   

3 4
40.12 1

12 2 64

I II

Y Y Y

d
J J J  


 

3 4
40.12 1 (2.15)

.
12 2 64

Y
J   

 25630,3125
Y
J  cm

4
 

 I II

X X X
J J J  

Áp dụng công thức chuyển trục song song để tính I

X
J  và II

X
J  

    
3

22

1 1

12.(40)
11,179 .12.40

12

I I I

X x
J J b F  

123985,62
I

X
J  cm

4
 

  2

2 2

II II II

X x
J J b F  

   

 

   
      

   

2 24 2 4 2

2

1 4 1 (2 ) 4

2 64 3 2 2 64 3 2

II

x

d r r r r r
J  

  

 

   
       

   

2 24 2 2
1 (2 ) 4 4

20 11,179
2 64 3 2 3 2

II

x

r r r r r
J  

y

x

O I

II

C
X
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  

 

   
       

   

2 24 2 2
1 (2.15) 4.15 15 4.15 .15

20 11,179
2 64 3 2 3 2

II

x
J  

 87051,21
II

x
J  cm

4
 

    123985,62 87051,21 211036,83
I II

X X X
J J J  cm

4
 

 

Bài 4.8. Xác định hệ trục quán tính chính trung tâm và tính mômen quán 

tính chính trung tâm của mặt cắt ghép sau đây 

 

Tra bảng thép hình ta được: 

Đối với mặt cắt [N
o
22a  

 28,6
I
F  cm

2
,  

1
2,47

O
x  

cm 


1

2320
I

x
J  cm

4
, 

1
186

I

y
J  

cm
4
 

Đối với mặt cắt 100x100x10 

19,2
II
F  cm

2
,  

2
2,83

O
y  

cm 

 
ax 0

284
II II

m x
J J  cm

4
  

 
min 0

74,1
II II

y
J J  cm

4
 

 
2 2

179
II II

x y
J J  cm

4
       Hình 4.8 

Tìm tọa độ trọng tâm của mặt cắt 

Chia mặt cắt làm 2 phần là I (Thép chữ [N
o
22a) và II (Thép góc 

đều 100x100x10) 

Chọn hệ trục x1O1y1 làm gốc ban đầu, đối với hệ trục này 

 
1 1

0
I I

x y
S S  

    
1

. 19,2. 11 2,83 157
II II II

x C
S F y cm

3
 

    
1

. 19,2. 2,46 2,83 102
II II II

y C
S F x  cm

3
 

Vậy trong hệ trục tọa độ gốc ban đầu tọa độ trọng tâm C 

No24a

y=y

O=O

y

O
x

I

II

x=x

100x100x10

1

1

1

2

2

2
Y

C
X
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 
   



1 1 1 0 157
3,28

28,6 19,2

I II

x x x
C I II

S S S
y

F F F
 cm 

 
   



1 1 1 0 102
2,13

28,6 19,2

I II

y y y

C I II

S S S
x

F F F
 cm 

Tọa độ trọng tâm C(2,13;3,28) 

Từ đó ta xác định được hệ trục trung tâm XCY của mặt cắt như 

trên hình vẽ.  

Trong hệ trục tọa độ này trọng tâm O1 của hình I là: 

a1 = XO1 = -2,13 cm 

b1 = YO1 = -3,28 cm 

Trọng tâm O2 của hình II là: 

a2 = XO2 = 3,17 cm 

b2 = YO2 = 4,89 cm 

Xác định mô men quán tính JX, JY của mặt cắt đối với hệ trục trung 

tâm. 

 I II

X X X
J J J  

    2 2

1 1
2320 3,28 .28,6 2627,69

I I I

X x
J J b F  cm

4
 

    2 2

2 2
179 4,89 .19,2 638,11

II II II

X x
J J b F  cm

4
 

     2627,69 638,11 3265,8
I II

X X X
J J J  cm

4
 

 I II

Y Y Y
J J J  

    2 2

1 1
186 2,13 .28,6 315,75

I I I

Y y
J J a F  cm

4
 

    2 2

2 2
179 3,17 .19,2 317,93

II II II

Y y
J J a F  cm

4
 

    315,75 317,93 633,68
I II

Y Y Y
J J J  cm

4
 

     
1 1 21 1 2 2 2

I II I I II II

XY XY XY x y x y
J J J J a b F J a b F  

    
21 1 2 2 2

0 602,5
I II II

XY x y
J a b F J a b F  cm

4
 

Xác định hệ trục quán tính chính trung tâm 

Hệ trục quán tính chính trung tâm là hệ trục nhận được khi quay hệ 

trục trung tâm đi một góc o: 
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    
 

0

2 2.602,5
2 0,4578

633,68 3265,8

XY

Y X

J
tg

J J

  

o1 = -12
0
30'; o2 = -102

0
30' 

Xác định mô men quán tính chính trung tâm: 

 


   
2 2

1,2

1
4

2 2

X Y
X Y XY

J J
J J J J  

 


     
2 2

1 max

1
4 3407

2 2

X Y
X Y XY

J J
J J J J J  cm

4
 

 


     
2 2

2 min

1
4 547,5

2 2

X Y
X Y XY

J J
J J J J J  cm

4
 

 

 

III. BÀI TẬP TỰ GIẢI 

Bài 4.1. Tìm tọa độ trọng tâm của mặt cắt như trên hình vẽ: 

 

 

(a) 

 

 

(b) 

Hướng dẫn: 

a)  Chia mặt cắt làm 3 hình I, II và III 

Sử dụng công thức tính tọa độ trong tâm: 

      
1 1

6.3 6.6 6.9 72
2 2

I II III
F F F F  cm

2
 

     I II III I I II II III III

x x x x C C C
S S S S F y F y F y  
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   
1 1

6.3.7 6.6.3 6.9.6 333
2 2

x
S  cm

3
 

   
333

4,625
72

x

C

S
y

F
 cm 

   
1 1

6.3.4 6.6.3 6.9.8 360
2 2

y
S  cm

3
 

   
360

5
72

y

C

S
x

F
 cm 

b)  Chia mặt cắt làm 2 hình I (Hình vuông) và II (1/4 hình tròn) 

Do mặt cắt đối xứng: 

  x

C C

S
y x

F
 

 
   

2

6
6 .6

4

I II
a

F F F a a  

 
 

    

3

2 3
6

6 3 36
3

I II

x x x

a
S S S a a a  

 


  



3

2

36
4,651

6
6 .6

4

C C

a
y x a

a
a a

 

Bài 4.2. Xác định vị trí trọng tâm của các mặt cắt cho trên hình vẽ: 
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(a)  

(b) 

Hướng dẫn: 

a)  Chia mặt cắt làm 2 hình I (Hình chữ nhật) và II (Hình tam giác) 

Do mặt cắt đối xứng:   0
C
x  

     21
4 .8 2 .3 29

2

I II
F F F a a a a a  

     31
4 .8 .4 2 .3 .5 113

2

I II

x x x
S S S a a a a a a a  

  
3

2

113
3,896

29

x

C

S a
y a

F a
 

b)  Chia mặt cắt làm 3 hình I (Hình chữ nhật), II (Hình tam giác) 

và III (Nửa hình tròn) 

Do mặt cắt đối xứng:   0
C
x  




 
        

 

2 21 1
4 .8 2 .4 28

2 2 2

I II III
F F F F a a a a a a  




 
       

 

2 31 2 1 4
4 .8 .4 2 .4 . 6 .2 . 98

2 3 2 3

I II

x x x

a
S S S a a a a a a a a a
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
  

 
 

 

3

2

98
3,708

28
2

x

C

S a
y a

F
a

 

Bài 4.3. Xác định mô men quán tính chính trung tâm của các hình dưới 

đây: 

 

 

(a) 

 

 

(b) 

Hướng dẫn:  

a)  Mặt cắt có 2 trục đối xứng là Ox và Oy 

Hệ trục Oxy là hệ trục quán tính chính trung tâm. 

 
     

3
3

4
2 . 3 2 . 13

526,5
12 12 2

I II

x x x

a a a a
J J J a  cm

4
 

   
     

3 3

4
3 . 2 . 2 4

108
12 12 3

I II

y y y

a a a a
J J J a  cm

4
 

a)  Mặt cắt có 2 trục đối xứng là Ox và Oy 

Hệ trục Oxy là hệ trục quán tính chính trung tâm. 

 
     

4
3

4
4 2 .

12,226 990,36
64 12

I II

x x x

a a a
J J J a  cm

4
 

   
     

4 3

4
4 . 2

11,893 963,36
64 12

I II

y y y

a a a
J J J a  cm

4
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Bài 4.4. Xác định hệ trục quán tính chính trung tâm và tính mô men 

quán tính chính trung tâm của mặt cắt như trên hình. 

 

 

(a) 

 

 

(b) 

Hướng dẫn: 

a)  Tung độ trọng tâm C của hình được tính theo công thức sau: 


 



I II

x x x

C I II

S S S
y

F F F
 


  



0 6.14.2
1,272

12.18 6.14
C
y  cm 

Trọng tâm C(0,-1,272) 

  Từ đó xác định được hệ trục quán tính chính trung tâm XCY 

    
3 3

18.12 14.6
2340

12 12

I II

Y Y Y
J J J  cm

4
 

 I II

X X X
J J J  

    
3

2 2

1 1

12.18
1,272 .12.18 6181,484

12

I I I

X x
J J b F  

    
3

2 2

2 2

6.14
3,272 .6.14 2271,302

12

II II II

X x
J J b F  

   3910,182
I II

X X X
J J J  cm

4 
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b)  Tung độ trọng tâm C của hình được tính theo công thức sau: 


 



I II

x x x

C I II

S S S
y

F F F
 


 



0 10.30.25
9,615

12.40 10.30
C
y  cm 

Trọng tâm mặt cắt C(0,9,615) 

Hệ trục quán tính chính trung tâm XCY 

    
3 3

40.12 10.30
28260

12 12

I II

Y Y Y
J J J  cm

4
 

 I II

X X X
J J J  

    
3

2 2

1 1

12.40
9,615 .12.40 108375,148

12

I I I

X x
J J b F  

    
3

2 2

2 2

30.10
15,385 .30.10 73509,467

12

II II II

X x
J J b F  

    108375,148 73509,467 181884,615
I II

X X X
J J J  cm

4
 

Bài 4.5. Tính trọng tâm và tính mô men quán tính chính trung tâm của 

mặt cắt như trên hình. 

 

Hướng dẫn: 

Trọng tâm C của mặt cắt: 

 0
C
x  


 



I II

x x x

C I II

S S S
y

F F F
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  

 

 
  



2

2 2

0 5 . 1570,8
1,67

942,5
C

r
y

R r
 cm 

Trọng tâm C(0,1,67) 

Xác định được hệ trục quán tính chính trung tâm XCY 

 
    

4 4
. .

117810
4 4

I II

Y Y Y

R r
J J J  cm

4
 

 I II

X X X
J J J  


   

4

2 2 2

1 1

.
1,67 . .

4

I I I

X x

R
J J b F R  

 


    
4

22 2

2 2
1,67 5 .

4

II II II

X x

r
J J b F r  

  107400
I II

X X X
J J J  cm

4 

Bài 4.6.  Xác định hệ trục quán tính chính trung tâm và tính mô men 

quán tính chính trung tâm của mặt cắt như trên hình. 

 

 

(a) 
 

(b) 

Hướng dẫn: 

Tọa độ trọng tâm C của mặt cắt: 

 0
C
y  


 



I II

y y y

C I II

S S S
x

F F F
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
  



0 6.10.6
0,967

18.24 6.10
C
y  cm 

Trọng tâm C(-0,967;0) 

Xác định được hệ trục quán tính chính trung tâm XCY 

    
4 4

24.18 6.10
204952

12 12

I II

X X X
J J J  cm

4
 

 I II

Y Y Y
J J J  

     
4

22

1 1

18.24
0,967 .18.24 498067,96

12

I I I

Y y
J J a F  

      
4

22

2 2

10.6
0,967 6 .10.6 3992,34

12

II II II

Y y
J J a F  

   494075,62
I II

Y Y Y
J J J  cm

4 

b)  Trọng tâm của mặt cắt 

 0
C
x  

 x

C

S
y

F
 

      6.1 0,6.6 1.3 12,6
I II III

F F F F  cm
2
 

      6.1. 3,5 0 3.1.3,5 10,5
x
S  


   

10,5 5

12,6 6

x

C

S
y

F
cm 

Trọng tâm mặt cắt C(0; 
5

6
) 

Hệ trục quán tính chính trung tâm XCY 

      
3 3 3

1.6 6.0,6 1.3
20,358

12 12 12

I II III

Y Y Y Y
J J J J  cm

4
 

  I II III

X X X X
J J J J  

 
    

 

23
6.1 5 259

3,5 .6.1
12 6 6

I

X
J  
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 
   

 

23
0,6.6 5

.0,6.6 13,3
12 6

II

X
J  

 
    

 

23
3.1 5 679

3,5 .3.1
12 6 12

III

X
J  

   113,05
I II III

X X X X
J J J J  cm

4
 

Bài 4.7. Tính khoảng cách c của 2 mặt cắt gồm 2 thép chữ [số hiệu 30 

được bố trí như ở hình vẽ để có Jx = Jy. 

 

 

(a) 

 

 

(b) 

Hướng dẫn: 

a)  Oxy là hệ trục quán tính chính trung tâm 

 2. 2.5810
I

x x
J J  cm

4
 

 
  

       
  

2

2

1 1
2. 2 2 327 2,52 40,5

2

I I I

y y y

c
J J J a F  


x y
J J  18,23c  cm 

b)  Ox và Oy là hai trục đối xứng   Oxy là hệ trục quán tính 

chính trung tâm 

 2. 2.5810
I

x x
J J  cm

4
 

 
  

       
  

2

2

1 1
2. 2 2 327 2,52 40,5

2

I I I

y y y

c
J J J a F  
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
x y
J J   28,31c  cm 

Bài 4.8.  Xác định hệ trục quán tính chính trung tâm và tính mô men 

quán tính chính trung tâm của mặt cắt ghép bởi 2 thép chữ I N
o
24 bố trí 

như hình vẽ. 

 

H.1 

 

H.2 

Hướng dẫn: 

a)  Oxy là hệ trục quán tính chính trung tâm 

  2. 2.3460 6920
I

x x
J J  cm

4
 

       2 2

1 1
2. 2 2 198 12 .34,8

I I I

y y y
J J J a F  

10418,4
y
J  cm

4
 

b)  Ox và Oy là hai trục đối xứng   Oxy là hệ trục quán tính 

chính trung tâm của mặt cắt 

  2 2.198 396
I

y y
J J  cm

4
 

 
  

       
  

2

2

1 1 1
2. 2 2

2 2

I I I I I

x x x x

h c
J J J a F J F  
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 22580
x
J  cm

4
 

Bài 4.9.  Xác định hệ trục quán tính chính trung tâm và tính mô men 

quán tính chính trung tâm của mặt cắt ghép như hình vẽ. 

a) :  Thép I số hiệu 24 

b) :  Thép [ số hiệu 24 

 

(a) 
 

(b) 

Hướng dẫn: 

a)  Tọa độ trọng tâm của mặt cắt: 

 0
C
x  

     34,8.2 5.23 184,6
I II III

F F F F  cm
2
 

 
        

 

24
2.0 5.23. 2,5 1667,5

2

I II III

x x x x
S S S S  cm

3
 


   

1667,5
9,033

184,6

x

C

S
y

F
 cm 

Trọng tâm C(0;-9,033) 

Xác định được hệ trục quán tính chính trung tâm XCY 

   
      

  

32

1

5. 2
2. 2 .

2 12

I III I I

Y Y Y y

bb
J J J J F  

 7766,73
Y
J  cm

4
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 
 

        
 

23

2

1 1

2 .5 24
2 2 . 2,5 9,033 .2 .5

12 2

I III I I

X X X x

b
J J J J b F b

 

16275,73
X
J  cm

4
 

b)  Tọa độ trọng tâm của mặt cắt: 

 0
C
x  

     30,6.2 5.25 186,2
I II III

F F F F  cm
2
 

 
        

 

24
2.0 5.25. 2,5 1812,5

2

I II III

x x x x
S S S S  cm

3
 


   

1812,5
9,734

186,2

x

C

S
y

F
 cm 

Trọng tâm C(0;-9,734) 

Xác định được hệ trục quán tính chính trung tâm XCY 

  
       

  

2 3

1 0

25 5.25
2. 2 .

2 12

I III I I

Y Y Y y
J J J J z F  

13144,728
Y
J  cm

4
 

      
3

2 2

1 1 2

25.5
2 2 . .5.25

12

I III I I

X X X x
J J J J b F b  

14698,5
X
J  cm

4
 

Bài 4.10. Xác định hệ trục quán tính chính trung tâm và tính mô men 

quán tính chính trung tâm của mặt cắt ghép bởi 2 thép chữ [ số hiệu 20 

như hình vẽ. 
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Hướng dẫn: 

a)  Ox và Oy là hai trục đối xứng   Oxy là hệ trục quán tính 

chính trung tâm của mặt cắt 

     
3

2

1 1

5.20
2 2 2 2

12

I II I I

y y y y
J J J J a F   

  
      

  

2 3
20 5.20

2 113 2,07 .23,4 2 9835,68
2 12

y
J  

  9835,68
y
J  cm

4
 

 
 

      
 

3
220.5

2 2 2.1520 2 10 2,5 .20.5
12

I II

x x x
J J J  

 34706,66
x
J  cm

4
 

Bài 4.11. Xác định các mô men quán tính chính trung tâm và phương 

của hệ trục quán tính chính trung tâm của mặt cắt như trên hình. Biết a = 

10 cm 
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Đáp số:   

 4

max
38,64.10J  cm

4
 ;  4

min
10,4.10J  cm4 ; 1 = -29º ; 2 = 61º 

Bài 4.12. Xác định hệ trục quán tính chính trung tâm và tính mô men 

quán tính chính trung tâm của mặt cắt cho như hình vẽ. 

 

Hướng dẫn: 

Mô men quán tính trung tâm: Jx, Jy, Jxy 

    214,5
I II III

x x x x
J J J J  cm

4
 

    62,34
I II III

y y y y
J J J J  cm

4
 

    90,1
I II III

xy xy xy xy
J J J J  cm

4
 

Phương của hệ trục quán tính chính trung tâm: 

   


2
2 1,189

xy

x y

J
tg

J J
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







1

2

24 55'

114 55'

o

o

 

Mô men quán tính chính trung tâm 

 


    
2

2

max

1
4 252

2 2

x y

x y xy

J J
J J J J  cm

4
 

 


    
2

2

min

1
4 25

2 2

x y

x y xy

J J
J J J J  cm

4
 

Bài 4.13. Một thanh ghép gồm 2 thanh định hình như trên hình. Xác 

định mô men quán tính chính và phương của hệ trục quán tính chính 

trung tâm. 

 

(a) 

 

 

(b) 

Đáp số:  

a) 
max

1679J  cm
4
 ; 

min
257J  cm

4
 ; 1 = 8º57’ ; 2 = 98º57’ 

b) 
max

7698J  cm
4
 ; 

min
3098J  cm

4
 ; 1 = -33º38’ ; 2 = 56º52’ 

Bài 4.14. Một thanh ghép gồm 2 thanh định hình có mặt cắt ngang như 

trên hình..  

Xác định mô men quán tính chính và phương của hệ trục quán tính 

chính trung tâm. 
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Hướng dẫn: 

Xác định trọng tâm mặt cắt 

  2,15x

C

S
y

F
 cm ;   0

y

C

S
x

F
 cm 

Mô men quán tính đối với hệ trục trung tâm 

 3055
x
J  cm

4
 

 670
y
J  cm

4
 

 566
xy
J  cm

4
 

Phương của hệ trục quán tính chính  

   


2
2 0,475

xy

x y

J
tg

J J
 

  
1 2

12 42'; 102 42'
o o  

Mô men quán tính chính trung tâm 

 


    
2

2

max

1
4 3183

2 2

x y

x y xy

J J
J J J J  cm

4
 

 


    
2

2

min

1
4 543

2 2

x y

x y xy

J J
J J J J  cm

4
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CHƯƠNG 5: THANH TRÒN CHỊU XOẮN THUẦN TUÝ 

 

I.  TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

1. Một số khái niệm cơ bản 

a- Khái niệm thanh chịu xoắn thuần tuý: là thanh mà trên mọi mặt cắt 

ngang của nó chỉ có một thành phần nội lực là mômen xoắn Mz. 

 

b- Ứng suất tại một điểm bất kỳ trên mặt cắt ngang:   

z

p

M

J


                        

Trong đó: 

:
P
J Mômen quán tính độc cực của mặt cắt ngang. 

 : Khoảng cách từ điểm cần tính ứng suất đến trọng tâm mặt cắt. 

c- Biểu đồ ứng suất tiếp trên mặt cắt ngang 

Căn cứ vào biểu thức tính ứng suất trên ta biểu diễn quy luật phân 

bố của ứng suất tiếp trên 1 mặt cắt ngang bằng biểu đồ gọi là biểu đồ 

phân bố ứng suất tiếp trên mặt 

cắt như hình vẽ. 

 

 

 

 

 

 

 

 




Mz

O

max
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d- Ứng suất tiếp lớn nhất trên một mặt cắt ngang:  

max max

z z

p p

M M

J W

                                                     

ở đây  P

p

J
W

R
 được gọi là mômen chống xoắn của mặt cắt ngang 

- Với mặt cắt tròn đặc đường kính D thì: 

3

/ 2 16

p

p

J D
W

D


                                                         

- Với mặt cắt tròn rỗng đường kính ngoài D và hệ số rỗng  thì:                           

 
3

41
16

p

D
W


     

e- Biến dạng xoắn  : 

pGJ

Mz
  

Trong đó:  

- Tích số GJp được gọi là độ cứng chống xoắn 

- Với mặt cắt tròn đặc đường kính là D : 
4

32
P

D
J


   

- Với mặt cắt hình vành khăn (tròn rỗng) đường kính ngoài là D, 

đường kính trong là d thì: 

44 4 4

1
32 32 32

P

D d D d
J

D

     
     

   

 

Tỉ số 
d

D
 gọi là hệ số rỗng của mặt cắt ta được:  

 


 
4

4
1

32
P

D
J  

và            


  
4

4
1

64
x y

D
J J                                                                  

f- Góc xoắn tương đối giữa hai đầu thanh  

Thanh có n đoạn, trên mỗi đoạn Mz, GJp biến thiên liên tục  
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1
1

i

i

ln
z

i pl i

M
dz

GJ





 
  

 
 

   

* Trường hợp riêng: Thanh có nhiều đoạn, trên mỗi đoạn Mz, GJp là 

hằng số 

i

n

i p

z

GJ

lM
)

.
(

1




  

h. Tính toán lò xo xoắn ốc hình trụ bước ngắn 

* Các thông số của một lò xo 

Trên hình vẽ là một lò xo xoắn ốc hình trụ. Lò xo này có các đặc 

trưng sau: 

- D là đường kính trung bình của lò xo 

- d là đường kính của dây lò xo 

- h là bước của lò xo 

- n là số vòng dây làm việc của lò xo 

Ở đây ta chỉ xem xét một lò xo bước ngắn, tức là h < 2d 

 

* Ứng suất lớn nhất trên mặt cắt ngang dây lò xo 
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3max
d

PD8


   

Công thức trên đã bỏ qua độ cong của dây lò xo. Với cách tính 

chính xác hơn, có tính đến độ cong và nghiêng vòng của dây lò xo, thì 

công thức max sẽ là: 

3max
d

PD8
k


  (4-23) 

Trong đó k là hệ số điều chỉnh tính theo công thức: 

0,25

1

D

dk
D

d







  

- Độ co dãn ( độ lún ) của lò xo : 

    
3

4

8PD n

Gd
    

Ta gọi trị số của lực tác dụnglàm lò xo co hay dãn 

ra một đơn vị là độ cứng của lò xo và ký hiệu là C 

thì: 

    
4

3
8

P Gd
C

D n
   (4-26) 

 

i ) Điều kiện bền :  

  max

max

max
Wp

Mz
                                          

Trong đó :  

                         maxmax   Ứng suất tiếp lớn nhất trong thanh 

                         [] Ứng suất tiếp cho phép có hai cách xác định: 

* Bằng thực nghiệm 

 
n

0     o là ứng suất tiếp nguy hiểm xác định từ thí nghiệm  

P
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* Xác định dựa vào các lý thuyết bền: ta tách ra khỏi trục một phân tố 

nguy hiểm, có 
max  phân tố này thuộc trạng thái trượt thuần tuý. 

Phân tố này có: 

1 = 
max  

2 = 0 

3 = -
max  

Theo thuyết bền số (3):  
 
2

3


 t  

Theo thuyết bền số (4):  
 

3
4


 t   

Theo thuyết bền Mo:  

 
 
1

k

tMO








 

trong đó 
 
 

k

n





  (c) 

j- Điều kiện cứng 

Theo từng điều kiện cụ thể mà điều kiện cứng có thể là một trong các 

điều kiện sau :  

 

 

max

max

1 0

z

p

lin
z

AB AB

i p i

M

GJ

M
dz

GJ

 

 


 
   
 

 
   

 


  

 
k

z
  < []  

Trong đó 
k

(z)  là chuyển vị của mặt cắt K nào đó  
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II. CÁC BÀI TẬP GIẢI MẪU:   

Ví dụ 1:  Một trục tròn chịu xoắn như hình vẽ. 

 

Yêu cầu: a) Vẽ biểu đồ nội lực cho trục. 

   b) Xác định ứng suất tiếp lớn nhất trên trục. 

   c) Xác định gó xoắn tại đầu tự do biết G = 8.10
3
 (KN/cm

2
). 

   d) Vẽ biểu đồ ứng suất tiếp trên mặt cắt ngang tại đầu tự do. 

Bài giải 

a) Vẽ biểu đồ nội lực. 

- Chọn hệ trục oxyz như hình vẽ. 

- Sử dụng phương pháp mặt cắt ta có: 

OA ( O ≤ z  ≤   7m   

1 1 2

1 2 1

2 2

2 2

. 0

. 200 300 100.1,5 250 .

(0,7 2,2 )

.( ) 0

.( ) 100.(2,2 ) 200

z z

z

z z

z

M M M m AB M

M M M m AB N m

AB m z m

M M m OB z M

M M m OB z z

    

        

 

    

       





  

d = 10 (cm)
0,7 m 1,5 m

(1)

(1)

(2)

(2)

(1)

(1)

(2)

(2)
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2 100 20zM z     bậc nhất  

- Tại 20,7 50 .zz m M N m     

- Tại 22,2 200 .zz m M N m    

b) Xác định ứng suất tiếp lớn nhất trên trục 

- Vì thanh có tiết diện không thay đổi nên mặt cắt có ứng suất lớn 

nhất sẽ là mặt cắt có trị số tuyệt đối momen xoắn lớn nhất. 

- Từ biểu đồ momen xoắn Mz ta thấy mặt cắt có momen xoắn là 

mặt cắt có Mz maxlà các mặt cắt thuộc đoạn OA, có Mz max = -250 

N.m= -25 KN.cm 

- Vậy ta có ứng suất lớn nhất: 

ax ax ax

max 3 3 33

16 16.25
0,13

W . .10.

16

z m z m z m

P

M M M KN

d cmd


 

 
      

   
 
 

  

c) Xác định góc xoắn tại đầu tự do (điểm B) 

- Theo hình vẽ ta có: 

2,2

0,7

2,2

1 2

0,7

4 4
4

4

3

2,2

2 4

3

0,7

. .

. .

.10
981,3( )

32 32

25.70
2,23.10 ( )

8.10 .981,3

(100 20). 1 1875
(50 20 ) 2,39.10 ( )

. . 8.10 .981,3

z z
B OB OA AB

OA

AB

M OA M dz

G J G J

d
J cm

rad

z dz
z z rad

G J G J

 



 

   

 









    

  


  


    





 

- Vậy 4 4 42,23.10 2,39.10 0,16.10 ( )B rad         

d) Vẽ biểu đồ phân bố ứng suất tiếp trên mặt cắt ngang tại đầu tự do 

(tại B). 

- Tại B ta có : Mz=200N.m dương nên   theo chiều kim đồng hồ 

- Giá trị ứng suất lớn nhất trên mặt cắt tại B là: 

( )
( )

ax 3 2

20.16
0,102

W .10

B
B z
m

M KN

cm







 
    

 
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=>  Ta có biểu đồ phân bố ứng suất nhự hình vẽ: 

 
 

Ví dụ 2:   Cho trục chịu xoắn như hình vẽ 

a) Kiểm tra điều kiện bền và điều kiên cứng cho trục biết 

M=1,5KN.m; D=10cm; d=6cm; [τ]=80 MN/m
2
; [θ]=1,2 

(
o
/m); G=8.10

4
 MN/m

2
 

b) Xác định tải trọng cho phép cho trục 

 

max=0,102 (kN/cm2)

3a

Dd

3a 2a

z

M 4M 5M

x

d

OABC

(1)

(1)

(2)

(2)
(3)

(3)

M 4M 5M

M 4M

M

MZ1

(1)

(1)

MZ2

MZ1

(2)

(2)

(3)

(3)

M

3M

2M

MZ

y
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a) Kiểm tra điều kiện bền và điều kiện cứng cho trục 

* Vẽ biểu đồ nội lực Mz 

- Chọn hệ trục Oxyz như hình vẽ 

- Sử dụng phương pháp mặt cắt: 

1 1

2 2

3 3

(0 2 ) : 5 4 0 2

(2 5 ) : 4 0 3

(8 8 ) : 0

z z z

z z z

z z z

OA z a m M M M M M M

AB a z a m M M M M M

BC a z a m M M M M

        

        

      







 

=> Ta vẽ được biểu đồ Mz 

∗Xác định mặt cắt ngang nguy hiểm  ( Mặt cắt có axm  ) 

- Vì tiết diện và nội lực trong mỗi đoạn thanh không thay đổi nên 

ta có: 

1(1)

max 3 3 33
1

2(2)

max 3 3 33
2

3(3)

max 3 3 33
3

2 32 32.150
: 7,1

W . .6.

16

3 48 48.150
: 2,3

W . .10.

16

16 16.150
: 3,54

W . .6.

16

z

z

z

M M M KN
OA

d cmd

M M M KN
AB

D cmD

M M M KN
BC

d cmd














 


 


 

 
      

   
 
 

    
       

   
 
 

    
 
 
 

 
 
 

 

- So sánh ta có :  (1)

ax ax 2 2
7,1 8m m

KN KN

cm cm
   

   
      

   
  

- Nhự vậy mặt cắt nguy hiểm là mặt cắt ngang thuộc đoạn OA và 

thanh đảm bảo điều kiện bền 

∗Xác định biến dạng xoắn lớn nhất. 

- Xét trong từng đoạn tương ứng ta có: 
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1(1) 4

max 4 3 44
1

2(2) 4

max 4 3 44
2

3(3)

max 4
3

2 64 64.150
: 2,95.10

. . 8.10 . .6.

32

3 96 96.150
: 0,57.10

. . 8.10 . .10.

32

:
.

32

z

z

z

M M M rad
OA

GJ G d cmd
G

M M M rad
AB

GJ G D cmD
G

M M
BC

GJ d
G














 


 








 
      

   
 
 

    
      

   
 
 

 




4

4 3 3

32 32.150
1,47.10

. . 8.10 . .6

M rad

G d cm 

  
    

  
 



 

- So sánh ta có: 
4

ax 1 2,95.10 ( / )z m rad cm      

- Trong khi đó:  

  41,2 1,2. 2,1.10
18000

o rad rad

m cm cm


      

       
     

 

- Vậy  axz m   => Thanh không đảm bảo điều kiện cứng 

b) Xác định tải trọng cho phép cho trục 

- Theo tính toán ở trên, ta đã có τρ max và θz max , để thanh đảm bảo 

điều kiện bền và điều kiện cứng: 

 

 

 

 

 

 

 

max 3

max 4

3 3

4 3 4 4

32

64

.6 .8
169,6 .

32 32

8.10 . .6 .2,1.10
106,8 .

6464

106,8 .

z

M

d

M

G d

d
M M KN cm

G d
M KN cmM

M KN cm

 


 


  

   


 


  


 
    

  
   
 

 

  

Vậy tải trọng cho phép của trục là    106,8 .M KN cm   

Ví dụ 3:  Trục truyền động có bánh A là bánh chủ động,công suất các 

bánh răng là N1=15 KW; N2=8KW ; N3=7KW ;NA=30KW 
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Trục quay với n =250(v/p) 

 

 

   

2

4

2

6

0,4 /

0,6( )

8.10

KN

cm

m

a m

MN
G

m





 
  

 

 



 
  

 

 

Sử dụng công thức : 

(W)
( . )

( / )

N
M N m

rad s
  

Yêu cầu : 

a) Xác định đường kính trục. 

b) Xác định góc xoắn giữa 2 đầu trục. 

Giải: 

a 2a 2a 2a a

N1 N2

A

N3

z

x

M2
MAM1 M3

EDCBAO

(1)

(1)

(2)

(2)

(3)

(3)

M1 M3

M2M1

MZ1 MZ3

MZ2

57,33

87,9

26,75

MZ  (kN.cm)

y
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a) Xác định đường kính trục. 

Sử dụng công thức 
N

M


  ta có: 

1
1

1

15000
573,25( . ) 57,33( . )

.250

30

N
M N m KN cm


   

 
 
 

 

Tương tự ta có M2=30,57(KM.cm) 

                         M3=26,75(KM.cm) 

                         MA=114,65(KM.cm) 

-Sử dụng sơ đồ hóa sơ đồ liên kết và chịu lực như hình vẽ  

-Sử dụng phương pháp mặt cắt ta có : 

1 1 1 1

2 1 2 2 1 2

2

3 3 3 3

: 0 57,33( . )

: 0 ( )

(75,33 30,75) 87,9( . )

: 0 26,75( . )

z z z

z z z

z

z z z

AB m M M M M KN cm

BC m M M M M M M

M KN cm

CD m M M M M KN cm

        

        

    

      







  

 Ta có bểu đồ momen xoắn như hình vẽ . 

∗Xác định mặt cắt ngang nguy hiểm 

Vì tiết diện thanh không đổi nên mặt cắt nguy hiểm là mặt cắt có 

Mzmax,từ biểu đồ cho thấy mặt cắt nguy hiểm là các mặt cắt thuộc đoạn 

BC vì có Mzmax=87,9 KN.cm 

Ta có : 

max max
max 3

max max
max 4

16

W

32

z z

P

z z

M M

d

M M

GJ G d














 



  


 

Theo điề kiện bền và điều kiện cứng: 

 

 

 

 

max 33

max

max max
44

3 5

16 16.87,9
4,2( )

.6

32 32.87,9
6,3( )

8.10 .6,98.10

z

z

M
d cm

M
d cm

G





   

 

   


  

  
 

    


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Trong đó : 

    50,4 / 0,4. ( / ) 6,98.10 ( / )
18000

m rad cm rad cm


      

So sánh chọn đường kính thanh d =6,3 (cm) 

b) Xác định góc xoắn giữa 2 đầu trục 

Vì tiết diện trục không đổi và nội lực Mz không đổi trong mỗi đoạn 

thanh nên ta có : 

31 2
1 2 3 1 2 34

3 4

2 64
.2 .2 .2 .( ) .( )

64.60
.( 57,33 87,9 26,75) 0,012( )

8.10 6,3

OE AB BC CD

zz z
z z z z z z

MM M a a
a a a M M M M M M

GJ GJ GJ GJ G d

rad

   

    





   

        

     

  

Ví dụ 4:  Xác định m để trục cân bằng ,vẽ biểu đồ momen xoắn và tính 

góc xoắn giữa 2 đầu trục.Cho  G =8.10
6
N/cm

2
, D=8(cm) ,

d

D
   =0,8 

 

∗ Xác định m để trục cân bằng. 

d

x

O A B C

8000 Nm 4000 Nm

400 kNcm

MZ1

B C

800 kNcm 400 kNcmMZ2

z

(1)

(1)

(2)

(2)

(3)

(3)

MZ3

y

1200 (kNcm)

400 (kNcm)

MZ

80(cm) 60(cm) 80(cm)

z
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- Chọn hệ trục Oxyz như hình vẽ. 

- Để trục cân bằng:  

 

1200 .
.8 800 400 0 15

80
z

KN cm
m m m

cm

 
        

 


  

Vẽ biểu đồ momen xoắn. 

-Sử dụng phương pháp mặt cắt ta có:                         

1 1: . 0 . 15.z z zOA m M m z M m z z       
 

         Tại z =0 => Mz1=0 

         Tại z=80 cm  => Mz1=1200 KN.cm 

 

  
2 2

3 3

: 800 400 0 1200 .

: 400 0 400 .

z z z

z z z

AB m M M KN cm

BC m M M KN cm

     

    




 

∗ Tính góc xoắn giữa 2 đầu của thanh: 

 

80

31 2

0

80
80 2

0 0

15 1200 400 15 104000
.60 .80

2

zz z
MM M

dz AB BC
GJ GJ GJ

z z
dz

GJ GJ GJ GJ GJ

  

    

   

    





  

Với  

4 4
4 3 4 2.8

. (1 ) 8.10 . (1 0,8 ) 1898348,6 .
32 32

D
GJ G KN cm

 
      

 

Ta có φ =0,08 (rad) 

Ví dụ 5:
   

Xác định tải trọng cho phép cho thanh tròn sau. Biết:  

   2 6 24( / ); 0,3( / ); 8.10 ( / ); 6( )KN cm m G N cm d cm        
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Giải: 

- Chọn hệ trục như hình vẽ. 

- Biểu diễn phản lực liên kiết tại B là MB. 

- Sử dụng phương pháp mặt cắt ta có: 

1 1

2 2

: 0

: 0

z z B z B

z z B z B

OA m M M M M M M

AB m M M M M

       

    




 

Sử dụng công thức tính góc xoắn ta có: 

1 2

4 4 4

( ).2 . 4
. . (9 )

(2 )
.

32 32

z z B B
B

M M M M a M a a
OA AB M M

d dGJ GJ G d
G G 


  


       

Thanh bị ngàm chặt 2 đầu nen góc xoắn tương đối giữa 2 đầu 

thanh φ=0 

Vậy ta có: 0 9 0
9

B B

M
M M M         

2a a

M MB

z

(1)

(1)

O A B

d

(2)

(2)

M MB

d

(2)

(2)

MB

MZ1

MZ2
2
d

d

(2)

(2)
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Thay vào Mz1,Mz2 ta có :
1

2

8

9

9

z

z

M M

M
M





 


  

∗Tính ứng suất lớn nhất τρmax 

     

1
max1 3 3

1

2
max 2 3 3

2

8
( )

169:
(2 ) 9

( )
16

( )
169:
9

( )
16

z

z

M
M M

OA
d d

M

M M
AB

d d










 


 



   

     

Vậy τρmax= 3

16

9

M

d
  

Theo điều kiện bền 

    
 3 3

max

9 9 6 .4
1526( . )

16 16

d
M M KN cm

  
           (1) 

∗ Tính biến dạng xoắn lớn nhất maxz   

1
1 4 4

1

2
1 4 4

2

8
( )

169:
(2 ) 9

32

( )
329:

9

32

z
z

z
z

M
M M

OA
G dGJ G d

M

M M
AB

G dGJ G d






 


 



   

  

  

Vậy maxz =
4

32M

G d
  

    50,3 / 0,3. ( / ) 5,23.10 ( / )
18000

m rad cm rad cm


      
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 
 4 3 4 5

max

8.10 6 .5,23
53,2( . )

32 32
z

G d
M M KN cm

  
 



       (2) 

Kết hợp (1) và (2) => Tải trọng cho phép [M]=53,2(KN.cm) 

Ví dụ 6:  Kiểm tra điều kiện bền cho lò xo và xác định chuyển vị thẳng 

đứng của điểm đặt lực, biết: 

P=0,5KN ; D=8 cm; d=1,5cm ; n=10 vòng ;G=8.10
3
KN/cm

2
 ; [τ]=40 

KN/cm
2 

(Bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt và độ cong của vòng lặp) 

 

Giải: 

∗ Kiểm tra điều kiện bền cho lò xo: 

- Tách nút liên kết tại A ta có 

 

3
.3 .2 0

2
o

P
m P a N a N      

Ứng suất lớn nhất phát sinh ra trong lò xo: 

2a a

O
A B

P

O
A B

P

N

N



151 

max 3 3 3

3
8. .

8 122

P
D

ND PD

d d d


  

 
 
      

        
3 2

12.0,5.8
4,5

.1,5

KN

cm

 
   

 
  

Mà   24( / )KN cm    

Vậy  max    Lò xo không đảm bảo điều kiện bền 

∗Xác định chuyển vị thẳng đứng tại điểm đặt lực 

Giả thiết khi biết dạng hệ thanh như hình vẽ: 

-Ta có 
3 3

4 4

8 12.
AA '

ND n PD n

Gd Gd
     

 

Ta có: 

3 3

4 3 4

' 2 2

' 3 3

2 18 18.0,5.8 .10
' ' 1,1( )

3 8.10 .1,5

AA OA a

BB OB a

PD n
BB AA cm

Gd

  

    

  

Vậy chuyển vị thẳng đứng của điểm đặt lực là 1,1 (cm) 

 

Ví dụ 7:  Cho một trục chịu xoắn như hình vẽ 4.6a. Mặt cắt ngang của trục 

rỗng với hệ số rỗng là  = 0,6. Biết M1 = 4,2kNm, M2 = 1,2kNm, [] = 

4kN/cm
2
; [] = 0,25

0
/m. Vật liệu có G = 8.10

3
kN/cm

2
 

O
A B

A'

B'
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 Hình 4.5 

Giải: Biểu đồ mômen xoắn được biểu diễn như hình 4.5                   

Từ biểu đồ ta thấy mặt cắt nguy hiểm thuộc đoạn AC, với 

Mzmax = 3,0 kNm = 300 kNcm 

Từ điều kiện bền ta xác định được đường kính ngoài của thanh là: 

 
cm55,7

6,01.4.2,0

300
D 3

4



  

Từ điều kiện cứng với: 

  cm/rad10.25,0.
180

m/rad25,0.
180

m/25,0 20 



  

ta xác định đường kính ngoài của thanh là: 

 
cm14

6,0110.8.10.25,0.
180

.1,0

300
D

4 432









 

Vậy ta chọn đường kính ngoài của trục là D = 14cm và đường kính 

trong là d = 0,6D = 0,6.14 = 8,4cm 

Ví dụ 8:  Một thanh tròn AB chị xoắn bởi momen 0M , có kích thước và 

liên kết như trên hình 2. Trên mặt ngoài của các đoạn AC và CB theo 

phương 
045 so với trục thanh ta đo được biến dạng dài tỉ đối trên AC là 

1 0  ; trên CB là 
2 0   . Biết rằng các hằng số vật liệu là E,G và 

hệ số Poisson  . 

A B

z

x

y

M1 M2

Ca b

3,0 KN

1,2 KN

Mz



153 

1) Vẽ biểu đồ nội lực trong thanh AB và xác định giá trị  0M  

2) Xác định trị số 1 2/a a để thỏa mãn các điều kiện trên. 

 
   Hình 2 

Bài giải 

1) Trạng thái ứng suất tại một điểm trong thanh tròn chịu xoắn 

thuần thúy là trạng thái trượt thuần túy và phương chính nghiêng với 

trục thanh một góc 
045 .Nên  

 

1 3 max

0

1 1 3 max max 0 max

1 1

1

E

E E

  


      



 

        


      (1) 

Ta có: 
max

W

x

p

M
   

Tại đoạn 1, đoạn có đường kính (1)

1 (1) max2 ; Wz pd d M    

Thay max  từ (1) 

ta được: 

 
3

0

(1)

1,6

1
z

Ed
M








 (2) 

Tương tự xác 

định được momen 

xoắn nội lực trong 

đoạn thứ 2:                                                   
3

0

(1)

0,2

1
z

Ed
M








(3) 

Biểu đồ nội lực có dạng như trên hình 2. 

a1

M0

A B2
d

d
a2

450
450

C

M
z(2) M

z(1)

Mz

a1

M0

A B

2
d

d

a2

450
450

C
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Momen ngoại lực 0M  bằng bước nhảy trên biểu đồ nội lực Mz 

3

0

0 (1) (2)

1,8

1
z z

Ed
M M M




  


 

2) Để thanh làm việc thỏa mãn các điều kiện trên , góc xoay của 

mặt cắt tiếp giáp hai đoạn phải thỏa mãn điều kiện liên tục: CA CB    

(1) 1 (2) 1

(1) (2)

z z

p p

M a M a

GJ GJ
  suy ra: 1

2 2

a

a 
  

Ví dụ 9: Một trục tròn ngàm hai đầu chịu lực như trên hình 5-11. Biết 

l=40cm, d=20cm, modun đàn hồi khi trượt của vật liệu là 
6 28.10 /G N cm , góc xoay tương đối giữa hai mặt cắt A và B là 

0.01AB rad  . 

1) Xác định ứng suất tiếp lớn nhất phát sinh trong trục 

2) Vẽ biểu đồ biểu thị góc xoay của các mặt cắt 

 

 

Hình 5-11 

Bài giải : 

1) Xác định momon phản lực (hình 11) 

65
0

C D

D
D

P P P

M M

M lMl Ml

GJ GJ GJ




   
  

Suy ra: 

2

3

2

3

D

C

M M

M M




 

l 4l l

C Dd

A B

d
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Hình 5-12 

 Tính giá trị momen M      

 
2

1
.4

3.10.43 0,01 ;
3 3 4

P
AB

P P

M l
GJM l

rad M
GJ GJ l




      

 Tính ứng suất tiếp lớn nhất 

 

2

2 4 2

102 1

3 2

. 1
10 10 /

W 2 4

MAX P
Z

MAX MAX

Z Z
MAX

P P

GJ
M M

l

M D M GD
N cm

J L






 

   

  

2) Góc xoay : 
2

3
A A

P

Ml

GJ
     

Thay M từ (1) ta nhận được: 

0,005A B rad    biểu đồ như hình 12 

Ví dụ 10 :  Một trục tròn gồm hai đoạn thằng đường kính khác nhau, 

cùng một vật liệu, ngàm hai đầu, chịu xoắn bởi momen M như trên hình 

5-13.  

Cho D =7cm,d=5cm,a=1,5cm;  4 26.10 /kN m  . 

1) Xác định khoảng cách x (khoảng cách từ điểm đặt 

momen M đến ngàm trái) để độ bền của hai đoạn trục như nhau. 

2) Xác định giá trị momen M bảo đảm điều kiện bền, 

l 4l l

2M
3

M
3

2M
3

Mz

0,005ad

0,005ad



C D

M M

d
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Hình 5-13 

Giải : 

1) Xác định khoảng cách x hình 13 

kí hiệu : đoạn có đường kinh D là đoạn I,d là đoạn II 

phương trình cân bằng : I IIM M M   (1) 

Điều kiện đồng bền: (2)
W W

I II

I II

P P

M M
   

Trong đó: 
3 3

W ;W
16 16

I II

P P

D d 
   (3) 

Thay (3) vào (2) ta nhận được: 2,74I IIM M  (4) 

Giải hệ phương trình (1) và (4) 

 
2 0,733

2,74 0,267

I I

I II II

M M M M M

M M M M

   
 

  
 (5) 

Điều kiện tương thích biến dạng: 0B    

 
(150 ) .100

0J II II

I I II

P P P

M x M x M

GJ GJ GJ


     

Trong đó: 
4 4

;
32 32

I II

P P

D d
J J

 
    

Thay (5) (8) vào (7) ta được x=1,43m 

2) Xác định giá trị momen M 

Điều kiện bền: 

x
a

l

M

A B

D
d
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max 1

4

3 6

; 0,733
W

0,733 .16
6.10 5,5

7 10

I

I

P

M
M M

M
M kNm

 

 

  

  

  

Ví dụ 11: Công xôn AB được gắn cứng với thanh tuyệt đối cứng CD tại 

đầu A. Các kích thước cho trên hình 5-14. Xác định khe hở   và khoảng 

cách a để khi nối thanh 1 và 2 vào đầu C và D thì các thanh đó và trục 

AB thỏa mãn điều kiện đồng bền. Cho biết modun đàn hồi E, modun đàn 

hồi trượt 0,5G E , ứng suất cho phép    và    

 

 

 

Hình 5-14 

Giải : 

Điều kiện đồng bền: 
   (1) (2)

max; AB         

 Thanh 1 và 2 chịu kéo bởi lực N khi nối thanh với CD, thanh AB 

chịu xoắn bởi momen xoắn 

2ZM Na
 

max

2

W

AB

P

Na
    

8d
l=2a

a a

d

d

A
C

D

B

1

2

a


a

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 Xác định   từ điều kiện: 

 

 

1 2

/

4

2

A A

Z
A

P p

tg l a

Na Na
l

EF E d

M Nal
l

GJ GJ

 





   

    

 

  

Suy ra: 
2

2 2

4
1

64

Na a

E d d

 
   

 
  

Với   
2

4

d
N


   dẫn đến 

  2

2
1

64

a a

E d

  
   

 
  (1) 

 Tính a từ điều kiện   
2

WP

Na
   

suy ra:
   

 
 
 

3

2

W 32 3 64

2 2

P d d
a

N d

   

  
      (2) 

thế 2 vào 1 ta được: 

 
 

 

 

2

2

64 64
1

d 

 

 
   
 
 

  

Ví dụ 12: Một trục ngàm hai đầu chịu xoắn bởi momen M đặt tại mặt 

cắt giữa trục như hình 31. Một nửa trục có mặt cắt ngang hình tròn đặc 

đường kính D, một nửa có mặt cát ngang hình vành khăn, đường kính 

ngoài cùng D(bằng đường kính phần trục tròn đặc), đường kính trong 

d(tỷ số 
d

D
   ) 

1) Không xác định các momen phản lực ở các ngàm, xác định 

quan hệ giữa trị số ứng suất tiếp lớn nhất trên mặt cắt ngang của hai nửa 

trục. 
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2) Xác định ứng suất tiếp lớn nhất trên mặt cắt ngang ở hai nửa 

trục và góc xoay của mặt cắt giữa trục ( mặt cắt đặt momen xoắn ngoại 

lực M). 

3) Ngàm B phải xoay đi một góc bằng bao nhiêu để ứng suất tiếp 

trên mặt cắt ngang ngàm A bằng không? 

 
Giải: 

1) Đặt 1M - Momen xoắn nội lực trong đoạn tròn ( đoạn 1) 

2M - Momen xoắn nội lực trong đoạn vành khăn ( đoạn 2) 

Do góc xoắn của mặt cắt giữa so với hai ngàm là như nhau 

 
1 2    

Ta có: 

 

(1)

1 2 1

(1) (2) (2)

2

P

P P P

M l M l M J

GJ GJ M J
               (1) 

Ứng suất tiếp lớn nhất trên từng đoạn 

 

(2)
(1)1 2 1

(1) (2)(1) (2) (1)

(2) 2

W
;

W W W

P

P P P

M M M

M


 


       (2) 

Thay 1 vào 2 ta có: 

(2) 4 3 4
(1) 1

(1) 4 4 3

(2) 2

(1) (2)

W 0,1 .0,2 (1 )
1

W 0,1 (1 ).0,2

P

P

M D D

M D D

 

 

 


  





 

2) Áp dụng cách tính độ cứng tương đương của hệ mắc song song 

A B

M  2 1

D Dd

l l



160 

 

1 2 1 2

(1) (2) (1) (2)

1 2 1 2

(1)

1
1 (1) (2) 4

40
25,16

2 1,59

12,8
0,8

16

P P P P

P

P P

M M M l M lM Ml

C C C C GJ GJ GJ GJ

M GJ M
M kNm

J J

d

D





    
 

   
 

  

  

(có thể giải bài như bài toán siêu tĩnh thông thường) 

Lập 2 phương trình:1 phương trình cân bằng tĩnh học và một 

phương trình biến dạng bổ sung 

Giá trị ứng suất tiếp lớn nhất trong 2 đoạn trục 

 
2

(1) (2) 3070 /N cm     

Tính góc xoay   của mặt cắt giữa nhịp 

 
01

(1) 3 4

2516.120
0,006 0,34

8.10 .0,1.16P

M l
rad

GJ
    

 

Tưởng tượng bỏ ngàm B lập biểu thưc tính góc xoắn B   

1 1

(1) (2)

( )
B

P P

M l M M l

GJ GJ



   

Để cho ứng suất tiếp trên mặt cắt ngàm A =0 thì momen xoắn nội 

lực trên đoạn (1) 1 0.AM M    

Điều đó tương đương với tạo 1 góc xoắn ở ngàm B 

 
(2) 4 4 3 4 4

0

4000.120

0,1 (1 ) 0,1.10 .16 (1 0,8 )

0,0158 1,15

B

P

B

Ml Ml

GJ GD

rad






  
 

 
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III. BÀI TẬP TỰ GIẢI :   

 

Bài 5.1. Vẽ biểu đồ momen xoắn, tính ứng suất tiếp lớn nhất và góc 

xoắn giữa hai đầu thanh. Cho G = 8.10
6
 N/cm

2
 (H.6 - 15) 

 

 

Đáp án :     τmax = 3,901 KN/cm
2
 ;  φ = 0,0119 rad 

 

Bài 5.2. Vẽ biểu đồ nội lực Mz, tính góc xoắn tương đối giữa hai đầu 

thanh theo M, a, d, G. Biết D = 2d 

a,  

 

 

b,  

 

 

Đáp án :  

60 cm 80 cm 60 cm

d = 7cm

3650 Nm970 Nm 1460 Nm 1220 Nm

970 Nm

2680 Nm 1220 Nm

d

7M

6M

2M

a 2a a

D

d

a a a a

d

D

2M M
5M

d
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φ = -76
  

    
 

 

φ =6,53.
  

     

Bài 5.3. 

a, Kiểm tra bền và cứng cho trục tròn: M = 0,5 KNm; D = 10 cm; d= 6 

cm; [] = 60 MN/m
2
; [z]= 1,5

O
/m ; a = 80 cm ; G = 8.10

4
 MN/m

2
 

       - Xác định tải trọng cho phép 

 

 

 

b, Trục tròn chịu lực như hình vẽ, biết:  = 50 MN/m
2
; [θ] = 0,25 

O
/m;  

G = 5.10
4
 MN/m

2
 

       - Xác định đường kính các đoạn trục 

 

5M

M
2M

a)

4M

M

M

b)

2a a a

d

6M 5M
9M

D D
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Đáp án :  

 

 

τmax  = 2,04  KN/cm
2
 <   [τ ] = 6 KN/cm

2
 thanh đủ bền .  

θmax = 5,1.10
-5

 rad/cm < [θ] = 1,5 
o
/m = 26.10

-5
 rad/cm thanh đủ cứng  

 

db = 5,3 cm ; dc = 9,15 cm → [d] = 9,15 cm 

Db = 9,14 cm ; Dc = 13,7 cm → [D] = 13,7 cm 

 

Bài 5.4. Kiểm tra độ bền và độ cứng của trục tròn biết   = 3000 N/cm
2
, 

  = 0,5
0
/m,  

G = 8.10
6
 N/cm

2
 (H.6 - 17) 

Tính góc xoắn tại B và C. 

9 KN.m 4 KN.m

a 2a a
D

d

1,5 KN.m

M

8M 5M

a)

1,5M

7,5M

3,5M
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Hình 6-17 

Đáp án :    τmax(AB)  = 2000 N/cm
2
 ;  τmax(BC)  = 2930 N/cm

2
 ;  φB = 

4,375.10
-3

 rad    ;  φC = 5,9.10
-3

 rad   

 

Bài 5.5. Xác định tải trọng cho phép biết : D = 10 cm ; 0,8  ;[] = 50 

MN/m
2
; [] = 2,4

O
; 

G = 8.10
6
 MN/cm

2
 ; a = 0,5 m 

- Xác định tải trọng cho phép: 

 

 

Đáp án : 

 
Mb = 96,5 KN.cm ; Mc = 644 KN.cm →  [M] = 96,5 KN.cm   

 

 

Bài 5.6.  Xác định đường kính các đoạn trục sau: [] = 60 MN/m
2
;  G = 

8.10
6 

N/cm
2
, a = 1 m 

DBA

50 cm 50 cm 50 cm 50 cm

8
 c

m

1
0
 c

m

5000 Nm 2000 Nm
1000 Nm

K

a 2a a

D

M
15M

d

8M

d

9M

M

6M
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- Với đường kính vừa xác định, tính góc xoắn tương đối giữa hai đầu 

thanh 

 

 

Đáp án :    

 

[d] = 2,57 cm 

φ = 0,024 rad 

 

5.7. Xác định đường kính trục biết: M1 = 1200 Nm; M2 = 2600 Nm; M3 

= 800 Nm;  

a = 1 m; [] = 8 KN/cm
2
; [φ]= 3 

O
 ; G = 8.10

4
 MN/m

2
 

 

 

 

Đáp án : 

2a a a

d

800 N.m 600 N.m1500 N.m

2
d

1
,5

d

130 KN.cm

20 KN.cm

60 KN.cm

m

2a2a

1M
2 MM3 

d4a2a
EDCBA
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db = 4,47 cm ; dc = 4,81 cm → [d] = 4,81 cm 

 

5.8. Kiểm tra độ bền và độ cứng trục tròn có đường kính d = 6cm,   = 

2000 N/cm
2 

,  

  = 0,4
0
/m, G = 8.10

6
 N/cm

2
 .Bánh A là bánh chủ động (H.5 – 18) 

 

Hình 5-18 

Đáp án :     τmax = 1655 N/cm
2
 ;  θmax = 0,394 

o
/m 

 

5.9. Bộ phận hãm của cần trục có cấu tạo như trên hình (5–19). 

  D = 300 mm, d = 30 mm, l = 400 mm. 

Xác định ứng suất tiếp lớn nhất và góc xoắn của trục khi lực ép lên má 

phanh là 800 N, hệ số ma sát giữa má phanh và bánh hãm là f = 0,4. 

 

Hình 5-19 

 

Đáp án :     τmax = 1775 KN/cm
2
 ;  φ = 0,34 

o
 = 21 ‘ 

140 KN.cm

80 KN.cm
120 KN.cm

4 KW
18 KW

8 KW 3 KW

n = 150

vòng/phút
A

6
 c

m

D

d

l
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5.10. Người ta đặt một tenxômét theo phương xiên góc 45
0
 với đường 

sinh của một trục tròn bị xoắn. Khi momen xoắn tăng ΔM =  9000Nm 

thì độ giãn của tenxõmét tăng thêm 

 Δs = 12mm. Biết hệ số khuếch đại của tenxõmét k = 1000, chuẩn đo s = 

20mm, l = 1m, 

D = 12cm, d = 8cm. Xác định môđuyn đàn hồi trượt G và gia số góc 

xoắn   của trục (H.5-20) 

 

Hình 5-20 

Đáp án :     G  = 2,72.10
6
 N/cm

2
 ;  φ = 6 

o
52‘ 

5.11. Xác định giá trị momen xoắn M tác dụng vào trục, nếu bằng tấm 

điện trở ta đo được biến dạng tương đối theo phương xiên góc 45
0
 đối 

với đường sinh ( H.5-21) 

  A = 30.10
-5 

  B = 34.10
-5

 

Cho : E = 2.10
7
 N/cm

2
;   = 0,3 

 

Hình 5-21 

Đáp án :     a) M = 24900 N.cm      b) M = 616000 N.cm       

5.12.  Hai trục có cùng chiều dài, cùng trọng lượng và cùng vật liệu. 

Trục đặc có đường kính D và trục rỗng có đường kính d, có tỷ số: 

  0,6
d

D
    

45o0

M M

l
d
D

d
 =

 3
0
 m

m 4
5
°

A A

4
5
°

d
1 

=
 8

0

d
2
 =

 1
0
0

a) b)
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 Tìm tỉ số mômen xoắn để ứng suất tiếp lớn nhất trên các mặt cắt 

ngang của chúng bằng nhau. So sánh độ cứng giữa hai trục. 

 Để độ bền của trục rỗng bằng độ bền của trục đặc, có thể giảm trọng 

lượng của nó xuống bao nhiêu? 

Đáp án :     Mz
r
/Mz

đ
 = 1,7   ;    Trục rỗng giảm được 29,6 % . 

5.13.  Một trục đặc và một trục rỗng có trọng lượng bằng nhau và chịu 

cùng một mômen xoắn. Trục rỗng có đường kính trong 75% đường kính 

ngoài. 

 So sánh ứng suất tiếp lớn nhất trên hai trục. 

Đáp án :     τmax
đ
/τmax

r
 = 2,35  

5.14. Để giảm trọng lượng của một trục đặc xuống 25%, người ta đem 

gia công thành rỗng có đường kính ngoài bằng 2 lần đường kính trong. 

Hỏi trục có đủ bền không nếu ứng suất tiếp lớn nhất trên trục đặc bằng 

5600 N/cm
2
 và ứng suất tiếp cho phép   = 600 N/cm

2
. 

Đáp án :    τmax =5970 N/cm
2
  

5.15. Người ta đem một trục đặc đường kính 20cm gia công thành rỗng 

có đường kính trong bằng 0,6 lần đường kính ngoài. 

 Xác định đường kính ngoài của trục rỗng sao cho ứng suất tiếp lớn 

nhất của chúng bằng nhau. 

 So sánh trọng lượng giữa hai trục. 

Đáp án :     D = 21 cm ; d = 12,6 cm   ; Qđ/Qr = 1,42  

 5.16. Một bộ phận tiện trong có cấu tạo như hình (5-22). Tính đường 

kính d của trục lắp sao tiện nếu công suất của động cơ điện bằng 10kW, 

hệ số hiệu suất   = 0,8, n = 60v/ph,  

l = 1600 mm,   = 4000 N/cm
2
. 

 Tính góc xoắn của trục, biết G = 8.10
6
 N/cm

2
. 

 

Hình 5-22 

d

l

P

P
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Đáp án :     d = 5,45   ;    φ= 1
o
39’ 

5.17. Hai đoạn trục đặc và rỗng được nối với nhau bằng khớp li hợp. 

Trục nhận được công suất N = 7,5 kW số vòng quay n = 100vg/ph. Tính 

kích thước mặt cắt ngang của hai trục, biết   = 2000 N/cm
2
. Tỉ số giữa 

đường kính trong và ngoài của trục rỗng bằng 
1

2
 (H.5-23). 

 

Hình 5-23 

Đáp án :     Dđ = 5,7 cm  ;   D = 5,8 cm  ; d = 2,9 cm . 

5.18. Một trục đặc có đường kính bằng 10cm chịu tác dụng mômen xoắn 

M. Xác định kích thước mặt cắt ngang của của một trục rỗng có cùng 

chiều dài, cùng độ bền và độ cứng bằng 1,5 lần độ cứng của trục đặc 

trên. 

 So sánh trọng lượng giữa hai trục. 

Đáp án :     D = 15 cm   ; d = 13,7 cm  ; Qđ/Qr = 2,68 

5.19. Xác định đường kính của hai trục (H.5-24) biết   = 2000 N/cm
2
, 

  = 0,3
0
/m,  

d

d
2d
1
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N = 22 kW, n1 = 1200 vp/ph, D1 = 150 mm, D2 = 290 mm, N1 = 0,6N, 

N2 = 0,4N.
 

                                                                                               

Hình 5-24 

 

Đáp án :     d1 = 4,5 cm ;   d2 = 4,7 cm     

5.20.  Trục AB mang 4 puli. Puli 1 nhận được công suất bằng 118kW và 

truyền cho puli 2, 3, 4 các công suất là N2 = 51,5 kW; N3 = 40,5 kW; N4 

= 26 kW. Xác định đường kính của trục nếu  

n = 720 vg/ph,   = 3000 N/cm
2
 (H.5-25). 

 Nếu sắp xếp các puli một cách hợp lí theo hình b thì đường kính của 

trụ sẽ giảm xuống bao nhiêu lần ?  

 

Hình 5-25 

N. n1

D
2

D1

N1

n2

N2

a)

b)

A

1 2 3 4

n= 720 vong/phút

B

A

12 3 4

B
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Đáp án :   da = 6,4 cm;   db = 5,3 cm;    Đường kính giảm 1,21 

lần .    

5.21. Hai trục đường kính bằng 7,5cm và 10cm được nối với nhau bằng 6 

bu long có đường kính bằng 20mm. Xác định công suất có thể truyền đến 

hệ trục nếu vật liệu làm đinh có  

 
d

 = 2500 N/cm
2
 và trục có  

tr
 = 6000 N/cm

2
. Trục quay 120 vp/ph. 

Tâm đinh nằm trên đường tròn đường kính 25cm (H.5-26). 

Đáp án :   N = 63,5 KW      

5.22. Hai trục đường kính bằng 10cm được nối với nhau bằng mặt bích. 

Các bulông nối có đường kính d = 2cm. Xác định số bulông cần thiết nếu 

chúng được bố trí trên một đường tròn đường kính 20cm. Ứng suất tiếp 

cho phép của bulông bằng N/cm
2
 và trục bằng  6000 N/cm

2
. (H.5-27).

  

 

. 

Hình 5-26                                                                    Hình 5-27 

1. Đáp án :     n = 10 bu lông . 

5.23. Một thanh thép chữ  N = 22a chịu momen xoắn M = 240 Nm.  

Tính ứng suất tiếp lớn nhất trên mặt cắt ngang. 

Đáp án :     τmax =3160 N/cm
2
 

5.24.  Biển chỉ đường gồm có một cột rỗng đương kính trung bình Dtb = 

15cm và một biển kích thước như trên hình (5-28). Áp lực lớn nhất của 

gió thổi vuông góc lên biển, giả thiết phân bố đều bằng 2000 N/m
2
 . 

 Xác định chiều dày t của ống sao cho ứng suất tiếp lớn nhất trên mặt 

cắt ngang không được vượt quá 3000 N/cm
2
. 

 Tính góc xoắn tương đối của cột.
  

2
5
 c

m

7
,5

 c
m

1
0
 c

m


2
0
 c

m


1
0
 c

m

M

M
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                              Hình 5-28 

 

Đáp án :     t = 2,3 mm ;    θ = 0,00453 rad/m 

5.25. Tính đường kính của thanh AB biết   = 4000 N/cm
2
,   = 

0,25
0
/m, G = 8.10

6
 N/cm

2
 (H.5-32). 

 

Hình 5-32 

Đáp án :     d = 6,3 cm 

5.26. Vẽ biểu đồ momen xoắn và tính ứng suất tiếp lớn nhất trên các mặt 

cắt ngang nguy hiểm của trục tròn như hình trên hình (5-33). 

 

Hình 5-33 

Đáp án :     τmax =3460 N/cm
2
 ( Trên đoạn có đường kính lớn .) 

D
tp

0
,8

 m

1 m1 m

t

A A

A

0,5 m 0,5 m 1 m

600 Nm

B

800 Nm

DBA

l l l l

1
0

1
5

M
3M
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5.27. Một trục thép một nửa có mặt cắt ngang hình vuông, nửa còn lại là 

hình tròn. Xác định khoảng cách Zo để momen phản lực tại hai ngàm 

bằng nhau. Nếu M = 600 Nm, d = 4cm,  

  = 4500 N/cm
2
, thì trong trường hợp đó trục có đủ độ bền không ? 

(H.5-34). 

 

Hình 5-34 

1. Đáp án :     Zo = 0,675 l ( Trên đoạn trục mặt cắt vuông ) 

                                τmax  = 6380  N/cm
2  

Trục không đủ bền  

 

5.28. Trục AB, đường kính D, có khoan một lỗ dọc với đường kính d = 

0,5 D từ đầu bên trái. Xác định giá trị của D biết   = 6000 N/cm
2
. Trục 

chịu những ngẫu lực xoắn như trên hình 5-35. 

 

Hình 5-35 

Đáp án :  D = 20 cm .    

2,334M

0,666M

0,334M

l l

a

d

A

A zo

M=50 kNm

B
A

4a 2a a

Dd

3M = 150kNm

D
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5.29. Hai ống đồng và thép được lồng vào nhau và gắn cứng hai đầu. 

Ống chịu tác dụng của momen xoắn M = 3000Nm. Xác định ứng suất 

tiếp lớn nhất trên mặt cắt ngang của mỗi ống (H.5-36). 

  Gth = 2Gđ = 8.10
6
 N/cm

2
. 

 
 

                                 Hình 5-36 

Đáp án :     :     τth = 2600 N/cm
2
:     τđ   =  1180 N/cm

2
 

5.30.  Vẽ biểu đồ mômen xoắn của các thanh chịu lực như hình 5-37. 

 

 

Đáp án :   

    

 

5.31-36. Xác định các đại lượng theo điều kiện ghi trên hình 5-38 ÷ H.5-

43. Cho E = 2.10
7
 N/cm

2
, G = 8.10

6
 N/cm

2
 

1
0
 c

m


M M

 = 0,5 cm

Ðông

Thép

2M M

 M
GIp

a2

GIp
2GIp

2MM

C

B

D

a a a

A

a
a

2M M



2M

C

aa a

A B

M6 cm
5 cm

M = 103 Nm ; a = 0,5 m

 = 1,2 mm ; G = 8.106 N/cm2

a) b)

0,5M

0,5M

1,5M

1189 Nm

1000 Nm

811 Nm

a) b)
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Hình 5-38 

Đáp án :     τmax  = 3060  N/cm
2
;    σII = 2180 N/cm

2
 
  
 

 

 

Hình 5-39 

Đáp án :     τmax  = 7500  N/cm
2
;    σII = 370 N/cm

2
 ; 

  
φAB = 1,14 

o
 

 

 

Hình 5-40 

maxI = ?; G = 0,4E ; II = ?

d
=

1
0
0

B

2m

2m

M=1000Nm

1m 1m

d2=20

d2

I

II

maxI = ?; II = ? AB = ?

d
=

2
0

B A

M=120Nm

2m
2m

0,8m 0,2m

I

II

F=4cm2

II

F

D
=

8
0

maxI = ?; II = ?

d
=

2
c
m

0,8m 0,4m 0,4m

0
,4

m

M=80Nm 2M

F=2cm2 4d

II II
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Đáp án :     τmax  = 10000  N/cm
2
;    σII = 1000 N/cm

2
 
  
 

 

 

Hình 5-41 

Đáp án :     τmax  =0,052.
 

            ;    σI =   3,3 M/πd
3
 
  
;  σII =   

0,45 M/πd
3
; φAB= 0,57

   

     

 

 

Hình 5-42 

Đáp án :     τmax  = 4020  N/cm
2
;    σI = 1340 N/cm

2
 ; 

  
φCD = 

0,213 
o
 

maxI = ?; I,II =  F= 
d

64

2

AB = ?


a

4d

I
F

a

2
a

8d

II

2F

d
2a

M

A B

1 = 125.10-7

t1 = 80oC ; max = ?

1 = ? ; CD = ?o

0
,1

0.4m

0.4m

0
.1

m

a

a=
40

D

C

FI I

F2 = 2cm2

0.2m
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Hình 5-43 

Đáp án :     τmaxI  = 4680  N/cm
2
;    τmaxII  = 7420  N/cm

2
;    τmaxIII  

= 8830  N/cm
2  

;   

5.37. Tính ứng suất trong lo xò 1 và 2 khi nối lò xo với thanh AB. Biết: 

 Δ  = 0,5cm, D1 = 6cm, 

 d1 = 1cm, n1 = 10; D2 = 5cm, 

 d2 = 0,8cm, n2 = 8, 

 G1 = G2 = 8.10
6
 N/cm

2
 (H.5-46). 

 

Hình 5-46 

Đáp án :     τ1  = 1630  N/cm
2
;    τ2  = 5240  N/cm

2
;     

maxI,II,III = ? EF = ? KL = ? 

d
1=

4
0

0,5m

d
=

2
0

0,4m 0,2m

d
3
=

3
0

F E

K L

M=600Nm

l2l

.

B

1

2
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CHƯƠNG 6: UỐN PHẲNG THANH THẲNG 

 

6.1. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

6.1.1. Định nghĩa: 

Một thanh chịu uốn là một thanh có trục bị uốn cong dưới tác 

dụng của ngoại lực. Những thanh chịu uốn được gọi là dầm. 

Dầm là một bộ phận thường gặp trong các công trình hay trong các máy 

móc  

Thí dụ: Dầm chính của một cái cầu và trục của bánh xe hỏa như 

hình 5.1   

 

Hình 6.1 

6.1.2. Thanh chịu uốn thuần túy phẳng 

a. Định nghĩa 

Một thanh chịu uốn thuần túy phẳng là khi trên mặt cắt ngang 

của thanh chỉ có một thành phần mômen uốn Mx (hoặc My) nằm trong 

mặt phẳng quán tính chính trung tâm. 

b. Ứng suất trên mặt cắt ngang 

Tại điểm bất kỳ trên mặt cắt: 

x
z

x

M
y

J
    

Trong đó: 

Mx là mômen uốn trên mặt cắt ngang 

Jx là mômen quán tính của mặt cắt ngang đối với trục trung hoà 

y là tung độ của điểm cần tính ứng suất. ứng suất tính được nếu 

mang dấu dương (+) là ứng suất kéo, nếu mang dấu âm (-) là ứng suất 

nén. 

A A

A A

P P

P P
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Ứng suất lớn nhất trên mặt cắt ngang: 

 

 

Hình 6.2 

- Mặt cắt bất kỳ: 





  

  

max max

max max

k k xx

k

x x

n n xx

n

x x

MM
y

J W

MM
y

J W

 (5-2) 

Trong đó: 

 
max max

;k nx x
x xk n

J J
W W

y y
  

được gọi là mômen chống uốn của mặt cắt. 

- Mặt cắt đối xứng:  

Với mặt cắt đối xứng như hình tròn, hình chữ nhật, chữ I … 

z

y
k
m

a
x

n
m

a
x

z max
nén

z max
kéo

O

y

x

Mx

y
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Hình 6.3 

 max max
2

k n h
y y  

Trong đó h là chiều cao mặt cắt.  

  
/ 2

k n x
x x x

J
W W W

h
 

  max max
W

k n x

x

M
 

Mômen chống uốn của một số mặt cắt thường gặp. 

*) Mặt cắt ngang là hình chữ nhật 

                      

                     Hình 6.4 

z max
k

z

z max
n

y

xO

h

b

y

xO

b

h
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       
2

6

k n

x x

bh
W W  (5-3) 

*) Mặt cắt ngang là hình tròn 

Đối với mặt cắt là hình tròn với đường kính là D (hình 6.8) thì: 

                       

                                 Hình 6.5 

4

max max

64

2

x

k n

D
J

D
y y




  

 

     


 
3

32

k n

x x

D
W W  (5-4) 

*) Mặt cắt ngang là hình tròn rỗng 

Đối với mặt cắt là hình tròn rỗng với đường kính ngoài là D, đường kính 

trong là d (hình 5.9) hệ số rỗng 
d

D
  , ta có: 

                

                           Hình 6.6 

D

y

xO

d

D

y

xO
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 
4

4

max max

1
64

2

x

k n

D
J

D
y y


 

  

 

nên         


  
3

4
1

32

n n

x x

D
W W   

*) Mặt cắt ngang của các loại thép định hình 

Đối với các loại thép địa hình, mômen chống uốn của mặt cắt 

ngang được cho sẵn trong các bảng đặc trưng hình học của mỗi loại 

(xem bảng phụ lục) 

c. Điều kiện bền của dầm chịu uốn thuần túy phẳng 

Với dầm làm bằng vật liệu giòn 

 

 

max

max

k

z k

n

z n

 

 

 




 

Với dầm làm bằng vật liệu dẻo: Vì      
k n

     

Nên điều kiện bền chỉ cần:  ax z n
m    

Trong đó:  
max maxax ax( ; )k n

z z zm m    

5.1.3. Thanh chịu uốn ngang phẳng 

a. Định nghĩa 

Một thanh được gọi là chịu uốn ngang phẳng khi trên mặt cắt 

ngang của thanh có hai thành phần nội lực là mômen uốn Mx  và lực cắt 

Qy. Các thành phần nội lực đó nằm trong mặt phẳng đối xứng của thanh .  

b. Ứng suất trên mặt cắt ngang 

- Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang 

x
z

x

M
y

J
    

Quy luật phân bố ứng suất pháp trên mặt cắt ngang trong trường 

hợp này giống trường hợp chịu uốn thuần tuý. 

- Ứng suất tiếp trên mặt cắt ngang 
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Với mặt cắt hình chữ nhật hẹp, sử dụng công thức Duravski 

                       
.
c

y x

zy c

x

Q S

J b
                                                       

c. Điều kiện bền của thanh chịu uốn phẳng : 

Các điểm trên mặt cắt ngang của dầm chịu uốn ngang phẳng tồn 

tại ba trạng thái ứng suất. Kiểm tra bền cho dầm được thực hiện tại 3 

điểm nguy hiểm nhất của 3 trạng thái ứng suất. Như vậy điều kiện bền 

của dầm chịu uốn ngang phẳng là đồng thời của 3 điều kiện. Trường hợp 

nếu bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt Qy thì điều kiện bền của dầm chịu uốn 

ngang phẳng giống như điều kiện bền của dầm chịu uốn thuần tuý phẳng 

và đã được trình bày ở mục 5.1.2-c. 

d. Ba bài toán cơ bản tính theo điều kiện bền :  

*) Bài toán kiểm tra bền  

*) Bài toán xác định tải trọng cho phép 

*) Bài toán thiết kế 

5.1.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn  

a. Khái niệm 

Khi dầm bị uốn, trục dầm bị cong đi. Đường cong của trục dầm 

sau khi bị uốn gọi là đường đàn hồi  

 

Hình 6.7 

Như vậy, ta coi chuyển vị thẳng của mặt cắt theo phương vuông 

góc với trục dầm và được gọi là độ võng của mặt cắt. Ta thấy rằng độ 

võng thay đổi khi mặt cắt thay đổi, nghĩa là: 

y(z) = f(z) (a) 

z

y

K

K
,

P

A B



y
(z

)

z
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 Chuyển vị góc là mặt cắt xoay đi quanh trục trung hoà khi dầm 

biến dạng và có tên gọi là góc xoay .  

    '( )
dy

tg y z
dz

  

Vậy đạo hàm của độ võng là góc xoay của mặt cắt ngang khi 

dầm biến dạng. 

b. Phương trình vi phân của đường đàn hồi 

 

 

'' x

x

M
y

EJ
   (6-13) 

Là phương trình 

vi phân của đường đàn 

hồi, tích EJx gọi là độ 

cứng chống uốn của mặt 

cắt ngang dầm. 

 

                                     Hình 6.8 

c. Các phương pháp xác định chuyển vị ( độ võng, góc xoay ) :                                           

Hiện nay đã có rất nhiều phương pháp tính chuyển vị của dầm 

chịu uốn. Sau đây chúng ta sẽ trình bày một số phương pháp thông dụng 

. 

*) Phương pháp tích phân bất định 

Cơ sở của phương pháp này là tích phân trực tiếp từ phương trình vi 

phân của đường đàn hồi như sau: 

'' x

x

M
y

EJ
    

Lấy tích phân lần thứ nhất ta được 


 

    
 
' x

x

M
y dz C

EJ
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Lấy tích phân lần thứ hai        x

x

M
y dz C dz D

EJ

  
     

  
 

                      

Ở đây C và D là các hằng số tích phân, được xác định theo các điều kiện 

biên và các điều kiện liên tục về chuyển vị của dầm.  

*) Phương pháp tích phân Mor kết hợp với phép nhân biểu đồ 

Veresaghin 

Công thức tích phân Mo để xác định chuyển vị : 

1
1

.i

i

ln
xm xk

km

i xl

M M
dz

EJ




    (5-10) 

Trong đó: 


km

 : chuyển vị theo phương x do tải trọng ở trạng thái “m” gây 

ra ( ở đây là độ võng y và góc xoay 

xm
M Mômen uốn nội lực ở trạng thái  “ m” 

Trạng thái “m” : trạng thái chịu lực của dầm 

xkM Mômen uốn nội lực ở trạng thái  “ k” 

Trạng thái “k” : trạng thái bỏ hết tải trọng trên dầm. Đặt vào mặt 

cắt cần tính chuyển vị một tải trọng đơn vị có chiều tùy ý. 

Tải trọng đơn vị:  

+) Nếu chuyển vị cần tính là độ võng y: tải trọng đơn vị là lực tập 

trung 1kP 

ếu chuyển vị cần tính là góc xoay tải trọng đơn vị là 

mômen tập trung 1kM  

Nếu độ cứng EJx trong mỗi đoạn thứ i là không đổi thì tích phân Mor có 

thể viết lại như sau: 

1
1

1 i

i

ln

km xm xk

i x l

M M dz
EJ




 
   

 
 

 
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Và ta có thể tính 

tích phân trên bằng phép 

nhân biểu đồ Veresaghin 

mà nội dung của nó như 

sau: 

Xét mômen dầm 

thứ i. Biểu đồ mômen 

uốn do hệ tải trọng "m" 

và biểu đồ do tải trọng 

đơn vị gây nên được vẽ 

như                                                                                                                       

                                                                                                  

 

                  Hình 6.9 

Gọi diện tích biểu đồ Mxm là i, còn phương trình của biểu đồ 

xk
M  có bậc cao nhất là bậc nhất và có dạng                                                                                                       

xk
M az b                                                                                       

  

Tách ra khỏi đoạn dầm thứ i một đoạn dz bằng hai mặt cắt 1-1 và 

2-2. Ta thấy diện tích biểu đồ Mxm của đoạn dz là d sẽ là: 

d =Mxmdz  

 
1

1

i

n

km

i x

az b d
EJ 

       

Xét riêng tích phân: 

 
i i i

I az b d azd b d
  

          

Ta thấy tích phân   i

i

y
a zd aS





 
  

i

y
S
  là mômen tĩnh của diện tích biểu đồ Mxm đối với trục y, có 

thể tính theo công thức 
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.i

y i c
S z

    

Ở đây zc là hoành độ của trọng tâm C của biểu đồ Mxm (hình 6.9) 

Còn tích phân 



  
i

i
b d b   

I = (azc + b)i  

Nhưng ( )
c xk c

az b M z    

 


 
   

 


1

1n

km i xk c

i x

M z
EJ

 (5-11) 

Phép nhân biểu đồ (5-11) gọi là phép nhân biểu đồ Veresaghin 

Chú ý: 

- Khi nhân hai biểu đồ cùng dấu thì kết quả lấy dấu dương: khi 

nhân hai biểu đồ khác dấu thì kết quả lấy dấu âm. 

- Khi gặp biểu đồ Mxm có hình dáng phức tạp thì ta có thể chia 

thành những phần nhỏ có hình dáng đơn giản, dễ tính diện tích và vị trí 

trọng tâm để thực hiện phép nhân biểu đồ 

Bảng sau cho biết công thức tinh diện tích  và tọa độ trọng tâm 

Zc của một số hình thường găp. 

 

 

;
1 2

c

lh l
Z

n n
  

 
 

 

 

;
3 4

c

lh l
Z    

  

l

C

Zc

h

Bâc n

l

C

Zc

h

Bâc 2
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2 3
;

3 8
c

lh l
Z    

 

2
;

3 2
c

lh l
Z    

 

6.1.5. Tính toán dầm chịu uốn phẳng theo điều kiện cứng     

a. Điều kiện cứng 

Đối với một dầm chịu uốn ngang phẳng, điều kiện cứng của nó 

như sau: 

ax

ax

[f ]

[ ]

m

m

Y

 

 




 

hoặc 

ax

ax
[ ]

m

m

Y f

l l

 

  
  
 

 

 

Trong đó   

l: chiều dài nhịp dầm , trong kỹ thuật người ta lấy 
f

l

 
 
 

= 
1

100
÷ 

1

1000
 

b. Ba bài toán cơ bản 

Với các điều kiện cứng ở trên ta cũng có ba bài toán cơ bản sau 

đây: 

*) Bài toán kiểm tra 

*) Bài toán xác định tải trọng cho phép 

*) Bài toán thiết kế 

 

 

Bâc 2

l

C

Zc

h

Bâc 2

l

C

Zc

h
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6.2. CÁC BÀI TẬP GIẢI MẪU 

 

Bài 6.1: 

Cho dầm chịu lực như hình 6.10a có mặt cắt ngang là hai thép [ N
0
 18 

đặt song song 

Xác định tải trọng cho phép tác dụng lên dầm. Biết: a = 0,8m; [σ] = 

160MN/m
2
 

(Tính toán cho phép bỏ qua ảnh hưởng của ứng suất tiếp) 

 

 

 

* Vẽ biểu đồ nội lực cho dầm như hình 6.10b,c 

* Từ biểu đồ nội lực nhận thấy mặt cắt nguy hiểm là mặt cắt có 

|Mx|max = 
    

 
 

* Điểm nguy hiểm nằm ở mép trên và mép dưới của mặt cắt, có 

ứng suất lớn nhất là: 

max|σz| = 
       

  
 = 

    

   
 

_
+

qa

qa

Q y

_

Mx

qa2 3qa/2
2

qa2

A B
Ca)

b)

c)

Hình 5.10



190 

Vì mặt cắt ngang dầm gồm 2 mặt cắt [ N
0
18 đặt song song nên  

Wx =  
  

    
  

    

    
     = 2Wxtb = 2.120 = 240 cm

3
 

* Từ điều kiện bền của dầm: 

max|σz| =  
       

  
 = 

    

   
 ≤ [σ]  

suy ra: q ≤ 
       

    = 
        

          
  

  
 

Vậy [q] = 0,4 
  

  
 

 

Bài 6.2: 

Cho dầm chịu lực như hình 6.11a. 

-  Kiểm tra bền cho dầm có mặt cắt ngang dầm là chữ nhật có 

chiều cao bằng hai lần bề rộng, P = 85KN, b = 10cm, a = 1m, [σ] = 

12KN/cm
2
 

 

* Biểu đồ lực cắt và mô men uốn như hình 6.11b, c 

* Theo biểu đồ ta thấy mặt cắt ngang nguy hiểm trên dầm là B 

a a a

P

A
B C D

M = Pa/4 b

2
b

3P/8

 5P/8

+

_
Q y

+

 5Pa/8

 Pa/4
Mx

a)

b)

c)

Hình 5.11
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Có: |Qy|max = 
  

 
 , |Mx|max = 

   

 
 

 

* Kiểm tra bền cho phân tố 1 (phân tố nằm ở mép trên và mép 

dưới mặt cắt B) 

 ứng suất pháp lớn nhất: max|σz| =  
       

  
 = 

   

   
 

Mặt cắt chữ nhật có Wx = 
       

 
  

   

 
 

 max|σz| = 
   

 
   

 

  
    

     

Thay số max|σz| = 
         

       7  7 
  

    < [σ] = 12KN/cm
2
 

Vậy phân tố 1 đủ bền 

* Kiểm tra bền cho phân tố 2 (phân tố nằm tại vị trí đường trung 

hòa trên mặt cắt B) 

Ứng suất tiếp lớn nhất: τmax = 
       

   

     
 

Với Sx = b.b.
 

 
 = 

  

 
            Jx = 

       

  
 = 

   

 
 

τmax = 
  

 
 

  

  
   

 
  

 
   

     

Thay số τmax = 
     

             
  

    

Theo thuyết bền 3: [τ] = 
   

 
  

  

 
   

  

    

 τmax <  [τ]. Phân tố 2 đủ bền 

* Kiểm tra bền cho phân tố 3 (phân tố ở vị trí có y = 
 

 
  

  

 
  

 

 
 

- ứng suất pháp: σz = 
  

  
    

   

     

 

 
 

 
  

    

     

Thay số: σz = 
         

            
  

    

- Ứng suất tiếp: τzy = 
|  |     

 

      
 

  
    

 

 
 . 

  

 
  

   

 
              bc = b 
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Suy ra τzy = 
      

   

 

    
   

 
  

  
   

       
     

            
  

    

- Theo thuyết bền 3:  

Ứng suất tính toán σt3 = √  
      

   √                  
  

    

σt3  < [σ] = 12KN/cm
2
 , vậy phân tố 3 đủ bền 

Bài 6.3: 

Cho dầm chịu lực như hình 6.12a. Biết a = 1,2m, [σ] = 16KN/cm
2
 

- Vẽ biểu đồ nội lực cho dầm 

- Xác định tải trọng cho phép tác dụng lên dầm trong hai trường 

hợp: 

a- Hai dầm chữ I số hiệu 20 đặt song song 

b- Hai dầm chữ I số hiệu 20 đặt chồng lên nhau và hàn liền 

(Khi tính toán cho phép bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt) 

 

Hình 6.12 

 

* Biểu đồ lực cắt và mô men uốn như hình 5.12b, c 

* Theo biểu đồ ta thấy mặt cắt ngang nguy hiểm trên dầm là C 

Hình 5.12

a)

b)

c)

3qa/4

5qa/4

qa
_

+

+

+

qa/2
2

3qa/4
2

Q y

Mx
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Có:  |Mx|max = 
    

 
 

Điểm nguy hiểm nằm ở mép trên và mép dưới của dầm 

Ứng suất pháp lớn nhất trên mặt cắt C 

max|σz| =  
       

  
 = 

    

   
 

* Từ điều kiện bền của dầm: 

max|σz| =  
       

  
 = 

    

   
 ≤ [σ]  

suy ra: q  ≤  
       

   
  → [q] = 

       

   
   

a- Hai dầm chữ I số hiệu 20 đặt song song 

Wx =  
  

    
  

    

    
     = 2Wxtb = 2.181 = 362 cm

3
 

Vậy [q] = 
        

          7  
  

  
   

b- Hai dầm chữ I số hiệu 20 đặt chồng lên nhau và hàn liền 

Jx = 2(    (
 

 
)
 

   )   2                           

ymax = h = 20cm 

Wx =  
  

    
  

    

  
         

Vậy [q] = 
        

             
  

  
   

Vậy [q] = 
        

          7  
  

  
   

 

Bài 6.4: 

Cho dầm chịu lực như hình 5.13a. Biết a = 1m, [σ] = 16KN/cm
2
 

- Vẽ biểu đồ nội lực cho dầm 

- Xác định giá trị của tải trọng cho phép tác dụng lên dầm 

Giải: 

* Biểu đồ lực cắt Qy và mô men uốn Mx được vẽ như hình 5.13b, c 

* Dựa vào biểu đồ nội lực của dầm ta xác định được các mặt cắt 

nguy hiểm sau: 

- Mặt cắt C có |Mx|max = qa
2
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- Mặt cắt B có |Qy|max = qa 

- Mặt cắt C có |Mx| = qa
2
 và |Qy| = 3qa/4 cùng lớn 

* Xác định đặc trưng hình học của mặt cắt ngang 

- Chia mặt cắt thành hai hình chữ nhật 

(1): 12 x 20 cm 

(2): 6 x 8 cm 

 

- Chọn hệ trục tọa độ ban đầu là o1x1y1 

- Tọa độ trọng tâm o của mặt cắt ghép 

là  

yo = 
             

     
  

                  

         
 

    

- Hệ trục quán tính chính trung tâm của 

mặt cắt là oxy 

 

 

- Mô men quán tính chính trung tâm của mặt cắt 

A
B C

3 6 3

2
8

1
0
cm

_

+

qa

3qa/4

Q y

_

+

qa/22

qa2
Mx

Hình 5.13

a)

b)

c)

3 6 3

2
8

1
0

cm
y

1 xo 1

2 xo 2

xo

1
cm

y
y m

axk
m

axn

D
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Jx =   
   

    
   

  (
      

  
         )   [

    

  
       ]  

 7       

- Mô men tĩnh của một nửa mặt cắt  

Sx = 4,5.9.12 = 486 cm
3
 

* Xác định sơ bộ giá trị tải trọng cho phép theo điều kiện bền của 

phân tố 1 (là phân tố ở trạng thái ứng suất đơn, cách xa trục x nhất trên 

mặt cắt C 

Ứng suất pháp lớn nhất: 

     
   

       

  
     

   

      
    

       

  
     

   

Vì      
             

         nên max|σz| =       
   

Từ điều kiện bền của phân tố 1:  

max|σz| ≤ [σ] → 
   

  
     

   ≤ [σ] → q ≤ 
      

         
   

  
        

        
      

  

  
 

suy ra [q] = 0,98 
  

  
 

* Kiểm tra bền cho phân tố 2 (là phân tố tại vị trí trục trung hòa ox 

ở trạng thái ứng suất trượt thuần túy, trên mặt cắt B) 

Theo thuyết bền 3: [τ] = 
   

 
 = 8 

  

    

Ứng suất tiếp lớn nhất: τmax = 
          

     
  

            

       
       

  

   
 

Suy ra τmax <  [τ] 

Vậy phân tố 2 đủ bền 

* Kiểm tra bền cho phân tố 3 (phân tố tại điểm D trên mặt cắt C ở 

trạng thái ứng suất phẳng đặc biệt) có: 

Mx| = qa
2
 = 0,98.100

2
 = 9800KN.cm  

|Qy| = 3qa/4 = 3.0,98.100/4 = 73,5KN 

Điểm đặc biệt D có: |yD| = 9cm, bc = 6cm,   
          

       

- Ứng suất pháp:   
   

    

  
     

    

    
       7 
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- Ứng suất tiếp:    
   

|  |  
 

     
  

        

      
     

  

     

Theo thuyết bền 3: σt3 = √  
      

   √    7          

     
  

   
 

Vậy phân tố 3 đủ bền 

Kết luận: Tải trọng cho phép tác dụng lên dầm [q] = 0,98 
  

   
 

 

 

Bài 6.5: 

Cho dầm chịu lực như hình 6.14a. 

Xác định kích thước a của mặt cắt ngang dầm cho hai trường hợp  

- Vật liệu dầm là vật liệu dẻo có [σ] = 17,5 
  

    

- Vật liệu dầm là vật liệu giòn có [σ]k = 3 
  

    , [σ]n = 9 
  

    

Biết q = 0,1 KN/cm , l = 1m 

(Tính toán cho phép bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt) 

 

Hình 6.14 

Giải: 

BA

3l l

C

q

o x

y

1 xo

2o

1

x2

a
4

a

5a

+

_

4ql/3

5ql/3

ql

Q y

_

+

ql /22

8ql /92

Mx

Hình 5.14

a)

b)

c)

1
,6

1
a

3
,3

9
a

1
,3

9
a
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o x

y

1
,6

1
a

3
,3

9
a

* Biểu đồ lực cắt Qy và mô men uốn Mx được vẽ như hình .14b, c 

a- Vật liệu dầm là vật liệu dẻo có [σ] = 17,5 
  

    

* Dựa vào biểu đồ nội lực của dầm ta xác định được mặt cắt nguy 

hiểm là 

 Mặt cắt D có |Mx|max = 8ql
2
/9 

* Xác định đặc trưng hình học của mặt cắt ngang 

- Chia mặt cắt thành hai hình chữ nhật 

(1): a x 4a  

(2): 5a x a 

- Chọn hệ trục tọa độ ban đầu là 

o1x1y1 

- Tọa độ trọng tâm o của mặt cắt 

ghép là  

yo = 
             

     
  

                   

         
 

      

 

- Hệ trục quán tính chính trung 

tâm của mặt cắt là oxy 

- Mô men quán tính chính trung tâm của mặt cắt:  

Jx =   
   

    
   

  (
       

  
 

            )   [
     

  
 

            ] 

Jx = 19,64a
4 

 

 

 

Vì      
               

         

     
   

       

  
     

   

      
  

  
       

  
     

   

Ứng suất pháp lớn nhất: 
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Suy ra max|σz| =       
    

    

                  

* Từ điều kiện bền của vật liệu dẻo: 

max|σz| ≤ [σ] → 
    

           
       ≤ [σ] 

Thay số rút ra:  a ≥ 2,06 cm 

Chọn a = 2,06 cm 

b- Vật liệu dầm là vật liệu giòn có [σ]k = 3 
  

    , [σ]n = 9 
  

    

Từ biểu đồ Mx  nhận thấy mặt cắt nguy hiểm là D có Mx = 8ql
2
/9 

và mặt cắt B có Mx = -ql
2
/2 

Trên mặt cắt D 

Ứng suất pháp lớn nhất: 

σ    
   

       

  
|    

 |  
    

         a 
     a   

   7    

a 
 

 σ    
    

       

  
     

   
    

         a 
     a   

        

a 
 

Trên mặt cắt B 

Ứng suất pháp lớn nhất: 

σ    
   

       

  
|    

 |  
   

         a 
     a   

        

a 
 

 

 σ    
    

       

  
     

   
   

         a 
     a   

        

a 
 

 

So sánh các giá trị ứng suất lớn nhất thấy rằng: 

 Mặt cắt D chứa điểm có ứng suất nén lớn nhất σ    
   

        

   

Mặt cắt B chứa điểm có ứng suất kéo lớn nhất σ    
   

        

  
 

Từ điều kiện bền của vật liệu giòn:{
σ    

   
        

  
 ≤        

  

   

 σ    
    

        

   ≤        
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 {
        
     7   

 

 

Chọn a = 3,1 cm 

Bài 6.6: 

Cho dầm chịu lực như hình 6.15a. 

- Xác định tải trọng cho phép tác dụng lên dầm. 

- Tính độ võng tại A với tải trọng cho phép. 

Biết: a = 0,8m; [σ] = 15KN/cm
2
; E = 2.10

5
 MN/m

2
. 

(Tính toán bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt). 

 

Hình 6.15 

* Biểu đồ lực cắt Qy và mô men uốn Mx được vẽ như hình 6.15b, c 

2a a

P

2P

A B
C

P

P

+
Q y

2Pa

Pa

_

_

Mx

A
C

P = 1k

3a
_

Mxk

tt 'k'

C1
C3

C2

2
3

7a
3

2a

5a
2

Hình 5.15

a)

b)

c)

d)

e)
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* Dựa vào biểu đồ nội lực của dầm ta xác định được mặt cắt nguy 

hiểm là 

 Mặt cắt B có |Mx|max = 2Pa 

Điểm nguy hiểm nằm ở mép trên và mép dưới của dầm 

* Ứng suất pháp lớn nhất trên mặt cắt C 

max|σz| =  
       

  
 = 

   

  
 

* Từ điều kiện bền của dầm: 

max|σz| =  
       

  
 = 

   

  
 ≤ [σ]  

suy ra: P  ≤  
      

  
  → [P] = 

      

  
   

Tra bảng với mặt cắt I N
0
 30 có Wx = 472 cm

3
     Jx = 7080 cm

4 

Thay số: [P] = 
      

    
            

* Tạo trạng thái ‘k’ cho dầm bằng cách bỏ hết tải trọng tác dụng 

lên dầm, đặt tại mặt cắt A lực tập trung Pk = 1 (hình 6.15d) 

* Vẽ biểu đồ mô men uốn Mxk cho dầm (hình 6.15e) 

* Nhân biểu đồ: 

Độ võng tại A: yA = 
 

   
(
 

 
       

 

 
    

 

 
     

  

 
      

  

 
) 

= 
     

    
 

                         yA = 
              

                
         

Bài 6.7: 

Cho dầm chịu lực như hình 6.16a. 

- Xác định kích thước mặt cắt ngang dầm 

- Tính góc xoay của mặt cắt C  

Biết: q = 25KN/m, a = 1m, [σ] = 12KN/cm
2
, E = 2.10

4
 KN/cm

2
 

(Tính toán bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt) 

Giải: 

* Biểu đồ lực cắt Qy và mô men uốn Mx được vẽ như hình 5.16b, c 

* Dựa vào biểu đồ nội lực của dầm ta xác định được mặt cắt nguy 

hiểm là 
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 Mặt cắt A có |Mx|max = qa
2
 

Điểm nguy hiểm nằm ở mép trên và mép dưới của dầm 

* Ứng suất pháp lớn nhất trên mặt cắt A 

max|σz| =  
       

  
 = 

   

       

 

  
    

    

* Từ điều kiện bền của dầm: 

max|σz| =  
       

  
 = 

    

    ≤ [σ]  

suy ra:        
    

     
  →      

           

    
 

b  √
           

    

 
             

 

Hình 6.16 

a 2a

+
___

Q y

qa

qa

qa

+ +
Mx

qa2

qa  /22

A B
C

A C

+
1

Mxk

tt 'k'

1/9 2/3

C1 C2

a)

b)

c)

d)

e)

Hình 5.16



202 

Chọn b = 5,18 cm 

* Tạo trạng thái ‘k’ cho dầm bằng cách bỏ hết tải trọng tác dụng 

lên dầm, đặt tại mặt cắt C một mô men tập trung Mk = 1 (hình 6.16d) 

* Vẽ biểu đồ mô men uốn Mxk cho dầm (hình .16e) 

* Nhân biểu đồ: 

Góc xoay tại C:  

φC = 
 

   
(
 

 
      

 

 
 

 

 
 
   

 
    

 

 
) = 

   

    
 

φC = 
   

  
       

   

  
    

   
  

           

         
   77     

 

Bài 6.8: 

Cho dầm chịu lực như hình 6.17a. 

Xác định số hiệu mặt cắt ngang dầm 

Biết: q = 25KN/m; a = 0,8 m; [σ] = 150MN/m
2
; [fA] = 0,2cm; E = 

2.10
5
 MN/m

2
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Hình 6.17 

 

* Biểu đồ lực cắt Qy và mô men uốn Mx được vẽ như hình 6.17b, c 

* Dựa vào biểu đồ nội lực của dầm ta xác định được mặt cắt nguy 

hiểm là 

 Mặt cắt C có |Mx|max = 3qa
2
/2 

Điểm nguy hiểm nằm ở mép trên và mép dưới của dầm 

* Ứng suất pháp lớn nhất trên mặt cắt C 

max|σz| =  
       

  
 = 

    

    
 

* Từ điều kiện bền của dầm: 

a/2

C1
C2

C3

3a

Mxk

3a/4
7a/6

5a/2

d)

e)

A B C
P = 2qa

a 2a

qa

qa

+
_Q y

3qa/2
2

qa/2
2

_

+

Mx

a)

b)

c)

Hình 5.17

C

P = 1k

A
tt 'k'
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max|σz| =  
       

  
 = 

    

    
 ≤ [σ]  

     
    

     
  

          

    
         

Tra bảng thép chữ [ chọn mặt cắt [ N
0 

20a có Wx = 166 cm
3 

* * Tạo trạng thái ‘k’ cho dầm bằng cách bỏ hết tải trọng tác dụng 

lên dầm, đặt tại mặt cắt A một lực tập trung Pk = 1 (hình 6.17d) 

* Vẽ biểu đồ mô men uốn Mxk cho dầm (hình 6.17e) 

* Nhân biểu đồ: 

Độ võng tại A:  

yA = 
 

   
(
 

 

   

 
   

  

 
 

 

 
 
   

 
 
 

 
 
  

 
 

 

 
 
    

 
 
  

 
 
  

 
) = 

      

     
 

* Từ điều kiện cứng: 

|yA| ≤ [fA]    
     

     
 ≤ [fA] 

       
     

       
  

           

            
        7     

Tra bảng thép chữ [ chọn mặt cắt [ N
0 

33 có Jx = 7980 cm
4 

Vậy mặt cắt ngang dầm là [ N
0 

33 

 

Bài 6.9:  

Dầm congxon dài l = 0,5m bằng gang có mặt cắt ngang tam giác  

(b = 0,6h) 

Biết: P = 1 KN,   
     

  

    ,   
      

  

    , n = 5 

Hỏi nên đặt mặt cắt đáy hướng lên trên hay xuống dưới? 

Xác định kích thước mặt cắt? 

Giải: 

* Biểu đồ lực cắt Qy và mô men uốn Mx được vẽ như hình 6.18 

* Dựa vào biểu đồ nội lực của dầm ta xác định được mặt cắt nguy 

hiểm là 

 Mặt cắt A có |Mx|max = Pl 
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Hình 6.18 

 

* Ứng suất lớn nhất trên dầm 

σ    
   

       

  
|    

 | 

 σ    
    

       

  
     

   

|Mx|max = Pl;         Jx = 
    

  
 

 

Hình 5.18

P

A B

l

b

h

x

y

b

y

x

h

+

P

Q y

Mx

Pl

_

b

h

x

y

b

y

x

h

Mx

Mx

y
y

y
y

m
axn

m
axk

m
axn

m
axk
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- Nếu đặt đáy tam giác quay xuống dưới: |    
 |   

  

 
 ; :      

   

 
 

 
 

 |    
 |        

   

  σ    
    σ    

   

- Nếu đặt đáy tam giác quay lên trên: |    
 |   

 

 
 ; :      

    
  

 
 

 |    
 |        

   

  σ    
    σ    

   

Vật liệu dầm là gang, là vật liệu giòn có khả năng chịu nén tốt hơn 

chịu kéo nên mặt cắt ngang dầm phải được bố trí sao cho  σ    
  

  σ    
   

Vậy phải đặt đáy tam giác quay lên trên 

σ    
   

  

   

  

. 
 

 
  

    

     
    

         
    

   

 σ    
    

  

   

  

. 
  

 
  

    

     
    

         
    

   

* Từ điều kiện bền của dầm 

{
σ    

 ≤     
σ    

 ≤     
   {

    

  ≤     
    

  ≤     
   

{
 

   √
    

    

 

  √
    

    

 
 

[σ]k = 
  

 

 
  

  

 
 = 5 

  

    

[σ]n = 
  

 

 
  

   

 
 = 20 

  

   
 

Thay số: 

{
 

   √
       

 

 

  √
       

  

 
     {

         
         

 

Chọn h = 5,58 cm; b =3,35 cm 

 

Bài 6.10: 

Một dầm dài l = 2m bằng gỗ có mặt cắt ngang chữ nhật (5 x 6 cm) và  
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l/2 l/2

b

hA C B

+

A C B

A

P

_

P = 1k

A

B
C

B
C

+

Mx

Mx

Mxk

q

P

ql /82

 Pl/4

 l/4

C

2
3

l
4

C

5
8

l
4

tt 'k'

Hình 5.19

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

E = 1,2.10
6
 N/cm

2
. Hai gối A và B là gối cứng. Gối tựa C là gối lò xo. 

Xác định độ cứng c của lò xo để sao cho khi dầm chịu tải trọng phân bố 

đều q, mô men uốn tại C bằng 0 (Hình 6.19a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 6.19 

 

- Đây là bài toán siêu tĩnh 

- Giải phóng liên kết gối lò xo tại C thay bằng lực P (như hình 6.19d)  

- Biểu đồ mô men uốn do q và P gây ra như hình 6.19c và 6.19e 

Để mô men uốn tại C bằng 0 
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- Tạo trạng thái k cho dầm bằng cách bỏ hết tải trọng, đặt tại C một lưc 

tập trung Pk = 1 đơn vị 

- Vẽ biểu đồ mô men uốn Mxk cho dầm (hình 6.19g) 

Nhân biểu đồ được độ võng tại C: 

yC =   
    

  

 

  
  

 

   
(
 

 
 
   

 
 
 

 
 
 

 

 

 
)    

    

      
 

  
  

 

   
( 

 

 
 
  

 
 
 

 
 
 

 

 

 
)     

   

     
  

   

     
 

yC = 
    

      
 

   

     
 

   

      
 

 

Độ cứng của lò xo: c = 
 

  
 

  

  
   

      

 
      

  
 

 

Mặt cắt chữ nhật có Jx = 
    

  
       

E = 1,2.10
3
 KN/cm

2
 

l = 200cm 

Thay số: c = 
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6.3. BÀI TẬP TỰ GIẢI 

 

Bài 6.10:  

Xác định tải trọng cho phép cho dầm sau biết: [] = 160 MN/m
2
; a 

= 1m; d = 6cm 

 

 

 

Bài 6.11: 

Xác định độ võng tại C, góc xoay tại A cho các dầm chịu lực như 

hình vẽ. 

Biết: P = 40 KN; l = 2,4 m; a = 1m; b = 10 cm; E = 2.10
5
 MN/m

2
; 

d = 6 cm;  

M= 20 KNm; q = 20 KN/m 

 

 

 

 

 

 

 

 

A C B

a 2a

q
M=qa2

d

BA CBA C
d(a)

(b)

q

2a a b

2
b

l l/3

P

q

l C

N 30
0

BCA

P

a 2a

N 14(c)
(d)



210 

Bài 6.12:  

Chọn số hiệu thép chữ I cho dầm biết: P = 2qa; q = 40 KN/m; a = 

1m; [] = 150 MN/m
2
; 

300

1










l

f
; [] = 2,4

0
; E = 2.10

5
 MN/m

2
 

 

 

Bài 6.13:  

Xác định tải trọng cho phép biết: [] = 150 MN/m
2
; b = 6 cm; a 

=1m; [fc] = 0,8 cm; [A] = 2,4
o
; E = 2.10

4
 KN/cm

2
, a= 1m 

 

 

 

Bài 6.14: 

Xác định dường kính của thanh biết : P = 60 KN; a = 1,5 m; [] = 

150 MN/m
2
; [fA] = 1,2 cm; E = 2.10

11
 N/m

2
 

 

 

Bài 6.15: 

Kiểm tra bền cho dầm biết: 

q = 20 KN/m; l = 4m; [] = 150 MN/m
2
 

E = 2.10
5
 MN/m

2
 

-Tính  độ võng tại m/c C , góc xoay tại B 

P

a2a

q

x

y

2P

aaa

P

b

3
b

CBA

4P 2aa

P

dA
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Bài 6.16: 

Dầm mặt cắt ngang gồm hai thép chữ I ghép chồng sát lên nhau, 

chịu lực như hình vẽ. 

-  Kiểm tra bền cho dầm biết. 

P = 40 KN ; a = 1,5 m;  

[] = 160 MN/m
2
; E = 2.10

4
 KN/cm

2
 

-  Tính độ võng tại mặt cắt C, góc xoay tại B 

 

 

 

 

Bài 6.17:   

Cho dầm thép chịu lực như hình vẽ: 

 -  Hãy xác đinh tải trọng cho phép tác dụng lên dầm biết. 

 b = 4 cm, a = 1,5 m, [] = 160 MN/m
2
, E = 2.10

5
 MN/m

2
. 

            -  Với tải trọng cho phép, tính độ võng tại B, goc xoay tại A 

 

 

q

l/2 l/2

A BC

No12

x

y

a aa

BA C D

P 2P No14

b

4
b

b

A BC

q

P = 2qa

2a a

q

2b



212 

MỤC LỤC 

 

STT NỘI DUNG TRANG 

1  LỜI MỞ ĐẦU 4 

2  CHƯƠNG 1: NHỮNG KHÁI NIỆM MỞ ĐẦU 6 

3 I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 6 

4 II. CÁC BÀI TẬP GIẢI MẪU 13 

5 III. BÀI TẬP TỰ GIẢI 30 

6 ĐÁP SỐ 33 

7 CHƯƠNG 2: KÉO (NÉN) ĐÚNG TÂM THANH 

THẲNG 

28 

8 I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 28 

9 II. CÁC BÀI TẬP GIẢI MẪU 39 

10 III. BÀI TẬP TỰ GIẢI 60 

11 CHƯƠNG 3: TRẠNG THÁI ỨNG SUẤT VÀ 

CÁC LÝ THUYẾT BỀN 

73 

12 I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 73 

13 II. CÁC BÀI TẬP GIẢI MẪU 78 

14 III. BÀI TẬP TỰ GIẢI 93 

15 CHƯƠNG 4: ĐẶC TRƯNG HINH HỌC CỦA 

MẶT CẮT NGANG 

104 

16 I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 104 

17 II. CÁC BÀI TẬP GIẢI MẪU 108 

18 III. BÀI TẬP TỰ GIẢI 118 

19 CHƯƠNG 5: XOẮN THUẦN TUÝ THANH 

TRON 

134 

20 I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 134 



213 

21 II. CÁC BÀI TẬP GIẢI MẪU 139 

22 III. BÀI TẬP TỰ GIẢI 161 

23 CHƯƠNG 6: UỐN PHẲNG THANH THẲNG 178 

24 I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 178 

25 II. CÁC BÀI TẬP GIẢI MẪU 189 

26 III. BÀI TẬP TỰ GIẢI 209 

27 MỤC LỤC 212 

28 TÀI LIỆU THAM KHẢO 214 

 



214 

TÀI LIỆU THAM KHẢO 

 

1.  Nguyễn Bá Đường (Chủ biên) và các tác giả – Sức bền vật liệu. Nhà 

xuất bản Xây dựng 2002. 

2.  Bùi Trọng Lựu, Nguyễn Văn Vượng – Bài tập sức bền vật liệu. Nhà 

xuất bản Giáo dục 1999. 

3.  Thái Thế Hùng (Chủ biên), Đặng Việt Cương và các tác giả – Bài tập 

sức bền vật liệu. Nhà xuất bản Khoa học và Kỹ thuật. Hà Nội 2005. 

4.  Vũ Đình Lai (Chủ biên) và các tác giả – Bài tập sức bền vật liệu. Nhà 

xuất bản Đại học và Trung học chuyên nghiệp. Hà Nội 1976. 

5.  Hội cơ học việt Nam và các tác giả - 20 năm Olympic cơ học toàn 

quốc (1989 – 2008) Sức bền vật liệu. Nhà xuất bản Xây dựng. 

  


