
Bài giảng Dao động kỹ thuật - 18403 

 1 

 

MỤC LỤC 

 

 

NỘI DUNG TRANG 

LỜI NÓI ĐẦU 2 

Chương 1. Mô tả động học các quá trình dao động 3 

1.1. Dao động điều hòa 

1.2. Dao động tuần hoàn 

1.3. Dao động hầu tuần hoàn và không tuần hoàn 

3 

5 

9 

Chương 2. Dao động tuyến tính của hệ một bậc tự do 12 

2.1. Dao động tự do không cản 

2.2. Dao động tự do có cản 

2.3. Dao động cưỡng bực của hệ chịu kích động điều hòa 

2.4. Dao động cưỡng bức của hệ chịu kích động đa tần và chịu kích động 

tuần hoàn  

2.5. Dao động cưỡng bức của hệ chịu kích động không tuần hoàn 

12 

15 

18 

25 

 

27 

Chương 3. Dao động tuyến tính của hệ nhiều bậc tự do 31 

3.1. Thành lập các phương trình vi phân dao động 

3.2. Dao động tự do không cản 

3.3. Dao động tự do có cản 

3.4. Dao động cưỡng bức 

31 

31 

38 

39 

Chương 4. Dao động tuyến tính của hệ vô hạn bậc tự do 43 

4.1. Dao động uốn của dây 

4.2. Dao động dọc và dao động xoắn của thanh thẳng 

4.3. Dao động uốn của dầm 

 

43 

48 

56 

 

 

 

 

 



Bài giảng Dao động kỹ thuật - 18403 

 2 

 

 

 

 

 

LỜI NÓI ĐẦU 

 

 

Dao động là một hiện tượng phổ biến trong tự nhiên và trong kỹ thuật. Như dao động 

của các máy, các phương tiện giao thông vận tải, các tòa nhà cao tầng, những chiếc cầu bắc 

ngang qua các dòng sông, …Đó là các hệ dao động trong kỹ thuật.  

Cuốn bài giảng này bao gồm 4 chương như: Mô tả động học các quá trình dao động, 

Dao động tuyến tính của hệ một bậc tự do, Dao động tuyến tính của hệ nhiều bậc tự do, Dao 

động tuyến tính của hệ vô hạn bậc tự do. 

Trong quá trình biên soạn, cuốn bài giảng không tránh khỏi khiếm khuyết, rất mong 

nhận được sự góp ý của bạn đọc để cuốn sách ngày càng hoàn thiện hơn. 

 

 

 

 

        Bộ môn Cơ học 

       Trường Đại học Hàng Hải 

        Hải Phòng 2016 
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Chương 1 

MÔ TẢ ĐỘNG HỌC CÁC QUÁ TRÌNH DAO ĐỘNG 

1.1. Dao động điều hòa 

1.1.1. Các tham số động học của dao động điều hòa 

Dao động điều hòa được mô tả về phương diện động học bởi hệ thức  

  )(sin)sin()( tAtAty         (1.1) 

Dao động điều hòa còn gọi là dao động hình sin. Đại lượng A được gọi là biên độ dao động. 

Như thế biên độ dao động là giá trị tuyệt đối của độ lệch lớn nhất của đại lượng dao động 

y(t) so với giá trị trung bình của nó. Đại lượng   tt)(  được gọi là pha dao động. Góc 

  được gọi là pha ban đầu.  

 

 

 

 

 

 

Đại lượng   được gọi là tần số vòng của dao động điều hòa, đơn vị là rad/s hoặc 1/s. Vì 

hàm sin có chu kỳ 2  nên dao động điều hòa có chu kỳ  

  


2
T          (1.2) 

Tần số dao động, đơn vị là 1/s hoặc Hz 

T
f

1
           (1.3) 

Từ công thức (1.1) ta thấy: một dao động điều hòa được xác định khi biết ba đại lượng A,  

và . Mặt khác, một dao động điều hòa cũng được xác định duy nhất khi biết tần số vòng  

và các điều kiện đầu. Giả sử có dạng. 

  t = 0:   y(0)= y0;   0)0( yy    

Khi đó phương trình (1.1) có 

  sin0 Ay  ;    cos0 Ay   

Từ đó suy ra  
2

2

02

0


y
yA


   

0

0

y

y
arctg




      (1.4) 

Để xác định pha ban đầu ta cũng cần chú ý đến cả hệ thức sau 
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A

y0arcsin          (1.5) 

Người ta cũng hay biểu diễn dao động điều hòa (1.1) dưới dạng sau 

  tCtCty  sincos)( 21         (1.6) 

So sánh biểu thức (1.6) và biểu thức (1.1) ta có  

  C1 = Asin;   C2 = Acos      (1.7) 

Từ đó suy ra  2

2

2

1 CCA  ;  
A

C

C

C
arctg 1

2

1 arcsin     (1.8) 

Các hằng số C1 và C2 cũng có thể xác định được từ các điều kiện đầu 

  C1 = y0;  


0

2

y
C


  

1.1.2. Biểu diễn phức dao động điều hòa 

Hàm điều hòa y(t) có thể xem như phần ảo của véc tơ phức z  quay với vận tốc góc  trong 

mặt phẳng số. 

  titiiti eAeAeAez    )(       (1.9) 

  y(t) = Im( )(tz )        (1.10) 

Đại lượng iAeA   được gọi là biên độ phức. 

Nhờ công thức Euler  

   sincos ie i   

Ta có   )sin()Im())(Im()( )(    tAeAtzty ti  

1.1.3. Tổng hợp hai dao động điều hòa cùng phương và cùng tần số 

Cho hai dao động điều hòa cùng phương và cùng tần số 

  )sin()( 111   tAty ;   )sin()( 222   tAty  

Tổng hợp hai dao động điều hòa trên được xác định bởi hệ thức sau 

  )sin()sin()( 2211   tAtAty  

Sử dụng định lý cộng đối với hàm số sin ta có 

  
t)cossinAsin(At)sincosAcos(A       

sincoscossinsincoscossin)(

22112211

22221111







 tAtAtAtAty
 

Ta đưa vào ký hiệu 

  2211 coscoscos  AAA   

  221 sinsinsin  AAA   

Thì biểu thức trên có dạng 
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  )sin(sincoscossin)(   tAtAtAty     (1.11) 

Như vậy tổng hợp hai dao động điều hòa cùng phương cùng tần số là dao động điều hòa với 

tần số là tần số của các dao động điểu hòa thành phần, biên độ A và góc pha ban đầu  được 

xác định bởi các hệ thức sau. 

  2

2211

2

2211 )sinsin()coscos(  AAAAA   

     )cos(2 2121

2

2

2

1   AAAA       (1.12) 

  
2211

2211

coscos

sinsin






AA

AA
arctg




       (1.13) 

Hoặc  
A

AA 2211 sinsin
arcsin





       (1.14) 

1.2. Dao động tuần hoàn 

1.2.1. Các tham số động học của dao động tuần hoàn 

Một hàm số y(t) được gọi là hàm tuần hoàn, nếu tồn tại một hằng số T > 0, sao cho với mọi t 

ta có hệ thức  

  y(t + T) = y(t)        (2.1) 

Một quá trình dao động được mô tả về mặt động học bởi một hàm tuần hoàn y(t) được gọi là 

dao động tuần hoàn. Hằng số T nhỏ nhất để cho hệ thức (2.1) được thỏa mãn gọi là chu kỳ 

dao động. 

Chú ý rằng nếu hàm số y(t) có chu kỳ T thì hàm số u(t) = y(at) có chu kỳ T/a. Thực vậy 

  )()()()()( tuatyTaty
a

T
tay

a

T
tu 








  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Biên độ dao động tuần hoàn y(t) được định nghĩa bởi biểu thức sau 
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   )(min)(max
2

1
tytyA         (2.2) 

Đối với dao động tuần hoàn, ngoài các tham số động học đặc trưng cho chu kỳ, tần số, biên 

độ người ta còn sử dụng các tham số giá trị trung bình theo thời gian của hàm y(t) trong một 

chu kỳ. Ba loại giá trị trung bình hay được sử dụng là giá trị trung bình tuyến tính 

  



2

2

)(
1

T

T

tt dtty
T

y         (2.3) 

giá trị trung bình hiệu dụng 

  



2

2

2 )(
1

T

T

hd dtty
T

y         (2.4) 

Và giá trị trung bình hiệu chỉnh 

  



2

2

)(
1

T

T

hc dtty
T

y         (2.5) 

Trong các công thức (2.3), (2.4), (2.5) khoảng lấy tích phân [-T/2,  T/2] có thể thay bằng 

khoảng [t0,  t0+T] 

1.2.2. Tổng hợp hai dao động điều hòa có cùng phương khác tần số với tỷ lệ giữa hai tần 

số là số hữu tỷ 

Cho hai dao động điều hòa thành phần 

  )sin()( 1111   tAty ;   )sin()( 2222   tAty  

Với    1
1

2

2

1 
q

p

T

T




  (p, q = 1, 2, 3…)    (2.6) 

Tổng hợp hai dao động điều hòa trên được xác định bởi hàm 

  )sin()sin()()()( 22211121   tAtAtytyty    (2.7) 

Chu kỳ dao động  T1 = 2/1;  T2 = 2/2  

Từ công thức (2.6) ta suy ra chu kỳ dao động tổng hợp y(t) là  

  T= pT1=qT2 

Vậy tổng hợp hai dao động điều hòa cùng phương khác tần số với tỷ lệ giữa hai tần số là số 

hữu tỷ 1:2 = p:q là một dao động tuần hoàn chu kỳ T= pT1=qT2. Nếu p/q là phân số tối 

giản thì T là bội số chung nhỏ nhất của T1 và T2 

1.2.3. Phân tích Fourier các hàm tuần hoàn 
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Trong thực tế ta ít gặp các dao động điều hòa thuần túy mà thường hay gặp các dao động 

phức tạp biểu diễn bằng hàm tuần hoàn. Một hàm tuần hoàn chu kỳ T=2/ với một số giả 

thiết mà trong thực tế luôn chấp nhận được có thể phân tích thành chuỗi Fourier 

  





1

0 )sincos()(
k

kk tkbtkaaty       (2.8) 

Trong đó a0, ak, bk được gọi là các hệ số Fourier và được xác định bởi các công thức  

  

T

dtty
T

a
0

0 )(
1

 

  

T

k tdtkty
T

b
0

sin)(
2

 ,   k = 1,2,..      (2.9) 

  

T

k tdtkty
T

a
0

cos)(
2

  k= 1,2,… 

Chuỗi Fourier (2.8) có thể viết dưới dạng chuẩn của dao động 

  





1

0 )sin()(
k

kk tkAaty        (2.10) 

Với   22

kkk baA    
k

k

k
b

a
arctg     (2.11) 

Việc phân tích một hàm tuần hoàn thành chuỗi Fourier được gọi là phân tích điều hòa. Hằng 

số a0 được gọi là giá trị trung bình của dao động, số hạng A1sin(t+α1) được gọi là dao động 

cơ bản, số hạng Aksin(kωt+αk) được gọi là dao động bậc k-1(với k>1) hay gọi là các điều 

hòa. 

1.2.4. Biểu diễn các hàm tuần hoàn trong miền tần số 

Ta chọn hệ tọa độ vuông góc, trục hoành biểu diễn tần số (hoặc tần số f), trục tung biểu 

diễn độ lớn các biên độ A của các điều hòa. Việc biểu diễn của hàm tuần hoàn y(t) trong mặt 

phẳng (, A) gọi là biểu diễn hàm tuần hoàn y(t) trong miền tần số. Tập hợp các biên độ Ak 

trong khai triển Fourier (2.10) của hàm tuần hoàn y(t) được gọi là phổ của hàm tuần hoàn 

y(t).  
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Việc cho biết các biên độ Ak của các điều hòa chưa đủ thông tin về hàm y(t), bởi vì ta chưa 

biết được các pha ban đầu của các điều hòa đó. Tuy nhiên từ biên độ và tần số ta cũng có thể 

giải quyết được khá nhiều vấn đề của bài toán dao động cần nghiên cứu.  

1.2.5. Biểu diễn dao động tuần hoàn trên mặt phẳng pha 

Giả sử y(t) là một đại lượng dao động. khi đó )(ty  cũng là một đại lượng dao động. Ta có 

thể xem y(t), )(ty  là cách biểu diễn dạng tham số của hàm )(yy . Ta chọn hệ trục tọa độ 

vuông góc với trục hoành là y, trục tung là y . Đồ thị của hàm )(yy  trong hệ tọa độ vuông 

góc đó được gọi là quỹ đạo pha hay đường cong pha. Mặt phẳng ),( yy   được gọi là mặt 

phẳng pha. Trong mặt phẳng pha, dao động 

được mô tả bởi sự dịch chuyển của điểm ảnh 

),( yyP  . Nếu đại lượng dao động là tuần hoàn 

thì quĩ đạo pha là đường cong kín. 

 Trường hợp đơn giản của dao động tuần 

hoàn là dao động điều hòa. Từ phương trình 

dao động 

  )sin(   tAy  

  )cos(   tAy  

Khử t ta được phương trình quỹ đạo pha dao 

động điều hòa 

1

22



















A

y

A

y




        (2.12) 

 

 

 

 

 

 

Phương trình (2.12) biểu diễn trên mặt phẳng pha một elip với các bán trục là A và A(Hình 

trên). Nếu chọn tỷ lệ xích trên các trục hoành và trục tung một cách thích hợp thì quỹ đạo 

pha của dao động điều hòa là đường tròn. Đối với một số quá trình dao động tuần hoàn ta rất 

khó biểu diễn phương trình quỹ đạo pha )(yfy  dưới dạng giải tích. Trong trường hợp đó 

ta phải vẽ quỹ dạo pha bằng cách tính các trị số y(tk) và )( kty . Ngày nay với sự phát triển 

của tin học việc vẽ các quỹ đạo pha khá thuận tiện và đơn giản.  

-A 

+A 

-A +A y 

y  


y
 

y 

A -A 

-A 

A 
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1.3. Dao động hầu tuần hoàn và không tuần hoàn 

1.3.1. Tổng hợp hai dao động điều hòa cùng phương khác tần số với tỷ lệ giữa hai tần số 

là số vô tỷ 

Trong phần trên ta thấy tổng hợp hai dao động điều hòa cùng phương khác tần số với tỷ lệ 

giữa hai tần số là số hữu tỷ qp :: 21   là dao động tuần hoàn chu kỳ T = pT1 = qT2. Bây 

giờ ta xét bài toán 

 )sin()sin()()()( 22211121   tAtAtytyty     (3.1) 

Trong đó tỷ số 21 :  là một số vô tỷ. Dao động tổng hợp y(t) không phải là dao động tuần 

hoàn vì bội số chung nhỏ nhất của 11 /2 T  và 22 /2 T  không tồn tại. Tuy nhiên có thể 

biểu diễn 

 





q

p

2

1           (3.2) 

Với  bé tùy ý. Khi đó ta chọn 21 qTpTT  , dao động tổng hợp là hàm hầu tuần hoàn. Chú 

ý rằng hàm y(t) gọi là hàm hầu tuần hoàn nếu với >0 cho trước bé tùy ý tồn tại một hằng số 

T
* 
mà  )(*)( tyTty . Vậy tổng hợp hai dao động điều hòa cùng phương khác tần số với 

tỷ lệ giữa hai tần số là số vô tỷ ta được dao động hầu tuần hoàn. 

1.3.2. Biểu diễn tích phân Fourier các hàm không tuần hoàn  

Như chúng ta đã biết một hàm tuần hoàn có thể biểu diễn qua các hàm điều hòa bằng 

chuỗi Fourier. Vấn đề ở đây là có thể biểu diễn hàm không tuần hoàn y(t) qua các hàm điều 

hòa với một số khái niệm suy rộng nào đó về chuỗi Fourier được hay không? 

 Giả sử y(t) là một hàm xác định trên toàn bộ trục số, trong một đoạn hữu hạn hàm y(t) 

liên tục hoặc có thể có một số hữu hạn điểm gián đoạn và hàm y(t) tuyệt đối khả tích. Điều 

đó có nghĩa là tích phân suy rộng  

  




 dttyI )(           (3.3) 

Tồn tại và có giá trị hữu hạn. Khi đó trong toán học đã chứng minh được rằng hàm y(t) có 

thể biểu diễn dưới dạng tích phân Fourier như sau. 

   




  dtbtaty sin)(cos)()(      (3.4) 

trong đó các hàm )(a  và )(b  được xác định bởi các hệ thức sau 

  




 


 dya cos)(
2

1
)(        (3.5) 
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  




 


 dyb cos)(
2

1
)(  

Trong (3.5) các hàm a() và b() là các thành phần biên độ ứng với dải tần số vô cùng bé 

d. Các hàm a(), b() được gọi là mật độ phổ, hay gọi tắt là mật độ. 

  )()()( 22  baA         (3.6) 

Được gọi là phổ mật độ biên độ hay gọi tắt là mật độ biên độ. Bình phương của mật độ biên 

độ được gọi là phổ mật độ công suất hay gọi tắt là mật độ công suất. 

  )()()( 222  baA         (3.7) 

Được gọi là phổ mật độ công suất hay gọi tắt là mật độ công suất. Có tài liệu gọi A() và 

A
2
() là phổ biên độ và phổ công suất.  

Nếu y(t) là hàm chẵn hoặc hàm lẻ, thì biểu diễn tích phân Fourier của y(t) sẽ đơn giản hơn 

nhiều. Nếu y(t) là hàm chẵn, do y(-t)=y(t) nên b()=0 và 

  



0

cos)(
1

)( 


 dya        (3.8) 

Biểu thức (3.6) có dạng 

  )()(  aA           (3.9) 

Nếu y(t) là hàm lẻ, y(-t)=-y(t), ta có a()=0 và 

  



0

sin)(
1

)( 


 dyb        (3.10) 

Từ đó suy ra 

  )()(  bA   

1.3.3. Dao động họ hình sin 

Dao động họ hình sin được mô tả vể phương diện động học bởi hệ thức  

   )()(sin)()( ttttAty          (3.11) 

Trong đó A(t), (t) và (t) là các đại lượng dao động thay đổi chậm theo thời gian.  

Giả sử ta có dao động mà A(t)=A0,  = 0 +g(t),  = 0 +h(t). Khi đó áp dụng biến đổi 

lượng giác ta có 

  

)cos()()sin()(A        

)cos()]()(sin[)]()(cos[)sin(A        

)]()(sin[)(

002001

00000

000













ttAtt

tthttgthttgt

thttgtAty

 

Như thế dao động với tần số hoặc pha biến đổi có thể xem như là tổng hợp của hai dao động 

với biên độ biến đổi. 
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 Dao động với biên độ biến đổi theo quy luật 

  teAtA 
0)(   

Có một vai trò quan trọng trong lý thuyết dao động. Nếu < 0 thì dao động tắt dần, nếu >0 

dao động tăng dần. 
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Chương 2 

DAO ĐỘNG TUYẾN TÍNH CỦA HỆ MỘT BẬC TỰ DO 

2.1 Dao động tự do không cản 

2.1.1 Các thí dụ về thiết lập phương trình vi phân dao động 

Thí dụ 1: Dao động của một vật nặng treo vào lò xo. 

Xét vật nặng có khối lượng m treo vào lò xo có hệ số cứng c. Bỏ 

qua khối lượng của lò xo. 

Động năng và thế năng của hệ có dạng 

          2

2

1
xmT   2

2

1
cx  

Thế vào phương trình Lagrange II 

         
xx

T

x

T

dt

d
























 

Ta nhận được phương trình dao động của hệ 

           0 cxxm   

Thí dụ 2: Dao động của con lắc toán học 

Động năng và thế năng của hệ có dạng  

           2222

2

1
)(

2

1
 mlyxmT   

           cosmglmgy   

Thê vào phương trình Lagrange loại hai ta có phương trình sau 

           0sin  
l

g
  

Trường hợp con lắc dao động nhỏ, ta có  sin . Khi đó phương trình dao động nhỏ của 

con lắc toán học có dạng. 

            0 
l

g
  

2.1.2 Tính toán dao động tự do không cản 

Nếu sử dụng ký hiệu  
m

c
2

0        (1.1) 

Thì phương trình dao động tự do không cản có dạng  

  02

0  qq           (1.2) 

Nghiệm của phương trình (2.1) có dạng 

  tCtCq 0201 sincos          (1.3) 

Trong đó C1, C2 là các hằng số tùy ý. Các hằng số này được xác định từ điều kiện đầu 

c
 

x
 

m
 

Vị trí 

CB tĩnh 

 

o 

l 

P 

  

Q 
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  00 q(0)q     ;qq(0)      ;0  t  

Để xác định các hằng số C1, C2 ta đạo hàm (1.3) theo thời gian 

  tCtCq 002001 cossin         (1.4) 

Thế các điểu kiện đầu vào (1.3) và (1.4) ta được  

  C1 = q0,    
0

0

2


q
C


         (1.5) 

Chú ý nghiệm (1.3) cũng có thể viết dưới dạng  

  )sin( 0   tAq         (1.6) 

Trong đó A và  là các hằng số tùy ý. Do hệ thức  

  ttt 000 cossincossin)sin(    

Nên từ (1.3) (1.5) và (1.6) dễ dàng tính được 

  














0

2

02

0

2

2

2

1


q
qCCA


, 

0

0

0

2

1

q

q

C

C
tg


     (1.7) 

Biểu thức (1.6) ta thấy dao động tự do không cản của hệ một bậc tự do được mô tả bởi hàm 

điều hòa. Vì vậy dao động tự do không cản còn được gọi là dao động điều hòa. 

* Nhận xét, dao động tự do không cản của hệ một bậc tự do là dao động điều hòa có các 

tính chất sau: 

- Tần số riêng và chu kỳ dao động không phụ thuộc vào các điều kiện đầu mà chỉ phụ thuộc 

vào các tham số của hệ. 

- Biên độ dao động là hằng số. Biên độ dao động và pha ban đầu của dao động tự do không 

cản phụ thuộc vào các điều kiện đầu và các tham số của hệ. 

Việc xác định tần số dao động riêng (1.1) là nhiệm vụ quan trọng nhất của bài toán dao động 

tự do. 

2.1.3 Xác định các tham số độ cứng của hệ dao động 

a) Tính toán hệ số cứng qui đổi của thanh đàn hồi 

+ Nếu lò xo là các thanh đàn hồi không trọng lượng, Trường hợp thanh 

đàn hồi(lò xo) chịu kéo nén, Từ giáo trình sức bền vật liệu, ta có 

  
EA

Fl
l   

Trong đó: E là mô đun đàn hồi , A là diện tích mặt cắt ngang. Từ đó ta suy 

ra 

  lcl
l

EA
F   

Vậy độ cứng qui đổi được xác định bởi công thức  

F 

l 

l 
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l

EA
c           (1.8) 

+ Trong trường hợp thanh đàn hồi (lò xo) chịu xoắn. Từ giáo 

trình sức bền vật liệu ta có 

  
p

x

GI

lM
  

Trong đó: G là mô đun trượt, Ip là mô men quán tính cực của 

mặt cắt ngang.  

Từ công thức trên dễ dàng suy ra  

    c
l

Gl
M

p

x
 

Vậy độ cứng qui đổi trong trường hợp thanh xoắn có dạng 

  
l

GI
c

p
          (1.9) 

+ Trương hợp thanh đàn hồi(lò xo) bị uốn, hệ số cứng qui đổi c còn phụ thuộc vào các điều 

kiện biên. Từ giáo trình sức bền vật liệu, ta tính độ võng 

  
EI

Fl
f

3

3

1
  

Trong đó: EI là độ cứng chống uốn. Từ đó ta suy ra 

  cff
l

EI
F 

3

3
  

Vậy độ cứng qui đổi c được xác định bởi công thức   

  
3

3

l

EI
c           (1.10) 

b) Tính toán lò xo thay thế tương đương của các hệ các lò xo mắc song song và mắc nối tiếp 

 Đối với hệ hai lò xo mắc song song, ta có thể thay thế tương đương bằng hệ có một lò 

xo. Từ biểu thức lực đàn hồi lò xo, ta suy ra công thức tính hệ số cứng lò xo tương đương. 

  xcxcxcF *

21   21

* ccc   

 

  

 

 

 

 

 

l 

Mx  

F 

f 

l 

c1 c2  c
* 

c1 

c2 

 

x x 

c
* 

a) b) 
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Nếu hệ có n lò xo mắc song song, ta có 

  



n

j

jcc
1

*          (1.11) 

Đối với hệ có hai lò xo mắc nối tiếp. Nếu ở hệ thay thế lò xo dãn ra một đoạn x bằng tổng 

bằng tổng hai độ dãn x1 và x2 của hệ ban đầu thì ta có 

  2211 xcxcF  ;  x1 + x2 = x  F=c
*
x 

Tù đó suy ra  
21

**

21

111

cccc

F

c

F

c

F
x   

Nếu hệ có n lò xo mắc nối tiếp thì công thức tính hệ số cứng lò xo thay thế có dạng 

  



n

i icc 1
*

11
         (1.12) 

2.2 Dao động tự do có cản 

Quan sát hệ dao động, ta thấy dao động tự do nói chung tắt dần theo thời gian đó là ảnh 

hưởng của lực cản. Hai loại lực cản phổ biến nhất là lực ma sát nhớt tỷ lệ bậc nhất với vận 

tốc và lực ma sát khô. 

2.2.1 Tính toán dao động tự do có ma sát nhớt 

Xét dao động của hệ như hình vẽ. Do có thêm lực cản nhớt tỷ lệ bậc nhất với vận tốc, nên 

phương trình vi phân dao động của hệ là. 

  0 cqqbqm          (2.1) 

Nếu ta đưa vào các ký hiệu 

  
m

c
2

0 ;  
m

b
2        (2.2) 

Phương trình (2.1) có dạng  

  02 2

0  qqq      (2.3) 

Phương trình đặc trưng của (2.3) là 

  02 2

0

2      (2.4) 

Tùy theo quan hệ giữa   và 0 , có thể xảy ra các trường hợp sau 

  0  (lực cản nhở):  22

02,1   i  

  0  (lực cản lớn):  2

0

2

2,1     

a) Trường hợp thứ nhất 0  (lực cản nhỏ) 

Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân dao động (2.3) có dạng 

  )sincos( 21 tCtCeq t          (2.5) 

m 
c 

b 

q 
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Trong đó  22

0           (2.6) 

Các hằng số C1 và C2 được xác định từ điều kiện đầu 

  t=0:   q(0)=q0  0)0( qq    

Từ các điều kiện đầu dễ dàng xác định được  

  C1 = q0;  


 00

2

qq
C





     (2.7) 

Để biến đổi biểu thức (2.5) ta đưa vào các hằng số A và  xác định theo biểu thức sau 

  C1 = Asin  C2 = Acos 

Từ đó suy ra  2

2

2

1 CCA    
2

1

C

C
tg   

Biểu thức nghiệm (2.5) bây giờ có thể viết dưới dạng  

  )sin(    tAeq t         (2.8) 

Từ biểu thức nghiệm (2.8) ta thấy: Khi lực cản đủ nhỏ, hệ thực hiện dao động tắt dần. Độ 

lệch tAe   giảm theo luật số mũ, tiệm cận tới không. Dao động được mô tả bởi phương trình 

(2.8) là dao động họ hình sin.  

 Để đặc trưng cho độ tắt dần của dao động tự do có cản nhớt, ta đưa vào khái niệm độ 

tắt lôga. Độ tắt lôga   được xác định bởi hệ thức  

  T
Ttq

tq





)(

)(
ln  

Độ tắt lôga đặc trưng cho độ giảm “biên độ” dao động tắt dần. Trong thực tế ta thường xác 

định tỷ số hai biên độ dao động sau k chu kỳ 

  kT

kTt

t

e
e

e

kTtq

tq 






 



)()(

)(
 

Từ đó ta suy ra 

  
)(

)(
ln

1

kTtq

tq

k
T


         (*) 

b) Trường hợp thứ hai 0  (lực cản lớn) 

Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân (2.3) có dạng 

  )( 2

0

2    tshAeq t        (2.9) 

c. Trường hợp thứ ba 0  (lực cản tới hạn) 

Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân (2.3) có dạng 

  )( 21 CtCeq t           (2.10) 



Bài giảng Dao động kỹ thuật - 18403 

 17 

Chuyển động của hệ là tắt dần, không dao động. Trong một số tài liệu người ta còn sử dụng 

khái niệm độ cản Lehr(Ký hiệu D) được xác định bởi hệ thức 

  
mc

b

m

b
D

22 00





 

Phương trình vi phân dao động tự do có cản nhớt (2.3) có thể viết dưới dạng  

  02 2

00  qqDq    

Do hệ thức 2

0

22

0 1 D   chuyển động của hệ được phân thành ba trường hợp sau: 

  D<1( 0  ): độ cản nhỏ 

  D =1( 0  ): độ cản tới hạn  

  D>1( 0  ): độ cản lớn 

Căn cứ vào độ cản Lehr ta có kết luận: Khi D<1 chuyển động của hệ là dao động tắt dần, khi 

D1 chuyển động của hệ tắt dần, không dao động. 

Ta có hệ thức liên hệ giữa độ tắt lôga và độ cản Lehr 

 
21

2
D

D
T


        (**) 

Thí dụ 3: Gắn một khối lượng m vào 

đầu thanh. Gắn vào thanh các phần tử 

cản và đàn hồi như hình vẽ. Bỏ qua 

khối lượng của thanh. 

- Phải chọn độ lớn của hệ số cản b 

như thế nào để hệ có khả năng dao 

động nhỏ? 

- Xác định độ cản Lehr D cần thiết để 

sau mười dao động. biên độ giảm còn 1/10 biên độ của chu kỳ đầu, sau đó xác định chu kỳ 

dao động. 

Lời giải 

Áp dụng định lý biến thiên moomen động lượng đối với trục đi qua A và do  nhỏ xấp xỉ 

sin  , cos  1, ta thu được phương trình vi phân dao động của hệ. 

  0)
2

(
4


a

g

m

c

m

b
  

                  02 2

0
   

Trong đó   
a

g

m

c

m

b

2
    ,

4
2 2

0
  

A 

m c 

b a 

a 

A 

mg 

Fdh 

FC 
 
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Để hệ có khả năng dao động nhỏ thì 0
 . Từ đó suy ra 

aa

g

m

c

m

b

2

gm
cm8 b       

28

2

  

Từ các công thức (*) và (**) ta có 

  730,0

1
ln10

20

1
D     10lnln

1

2
10

2

10
2










 






n

n

q

q

D

D
 

Chu kỳ dao động tự do 

  
gmac

am

D
T



















2

2
2

2

1

22

0
2

0

 

2.2.2 Tính toán dao động tự do có ma sát khô 

2.3 Dao động cưỡng bức của hệ chịu kích động điều hòa 

2.3.1 Các dạng kích động và phương trình vi phân dao động 

a) Kích động lực  

Trên hình vẽ là mô hình dao động khối lượng – lò xo chịu kích động 

lực. Giả sử tFtF 


sin)( , trong đó 


F  là giá trị cực đại của hàm F(t). 

Đối với mô hình này ta có  

 2

2

1
ymT  ; 2

2

1
cy ; 2

2

1
yb ; )(* tFQ   

Thế các biểu thức trên vào phương trình Lagrange II 

  *Q
yyy

T

y

T

dt

d






























 

Ta được tFcyybym 


sin    (3.1) 

Chia hai vế (3.1) cho m và đưa vào ký hiệu 
c

F
y




 , biến đổi 

(3.1) về dạng 

  tyyyy 


sin2 2

0

2

0              (3.1a) 

b) Kích động bởi khối lượng lệch tâm 

Mô hình như hình vẽ. Rô to có khối lượng lệch tâm m1, 

quay đều với vận tốc góc .  

  2

11

2

0
2

1

2

1
vmymT    

m 

F(t) 

y 

c b 

 

x1 

c b 

m0 y1 

y 

e t 

m1 
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Do   tetex  sinx        ;cos 11
  

  teyteyy  cosy     ;sin 11
  

Nên   2222

1

2

1

2

1 cos2  eteyyyxv   

  22

11

2

2

1
cos

2

1
 emteymymT   trong đó  m = m0+m1 

Các biểu thức thế năng và hàm hao tán 

  22

2

1
     ;

2

1
ybcy   

Thế các biêu thức vào phương trình Lagrange loại 2, ta được 

  temcyybym  sin2

1
        (3.2) 

Biến đổi phương trình trên ta có 

  tyyyy 


sin2 22

0        (3.2a) 

Trong đó e
mm

m
y

10

1






 

c) Kích động bằng lực đàn hồi 

Trên hình vẽ là mô hình hệ chịu kích động lực đàn hồi tuyến tính. Bỏ qua ma sát trượt 

động(=0). Cho biết tutu 


sin)(  

Phương trình vi phân dao động của hệ có dạng 

  0)(01  tuxcxcxbxm   

Do tutu 


sin)(  nên ta có 

  tuccxxbxm 


sin0
        (3.3) 

Trong đó  c = c1+c0 

Nếu ta sử dụng ký hiệu 



 u

cc

c
x

01

0  thì phương trình (3.3) biến đổi được về dạng 

  txxxx 


sin2 2

0

2

0         (33a) 

d) Kích động động học  

Trên hình vẽ là mô hình chịu kích động động học. Giả sử điểm chân 

của bộ lò xo và cản nhớt chuyển động theo qui luật điều hòa 

tutu 


sin)( . Phương trình vi phân dao động của hệ có dạng 

  0)()(  uycuybym   

Thế tutu 


sin)( ;  tutu  cosˆ)(  vào phương trình trên ta được 

m 

y 

c b 

u(t) 

 

m c1 

b 

x u(t) 

c0 
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 )cossin(ˆ tbtcucyybym             (3.4) 

Chia hai vế (3.4) cho m ta được  

  )cos2sin(ˆ2
0

00

2

0 ttyyyy 





     (3.4a) 

Trong đó uy ˆˆ   

e) Kích động bằng lực cản nhớt 

Hình vẽ dưới là mô hình hệ chịu kích động bằng lực cản nhớt. Mặt trượt nhẵn tuyệt đối( = 

0). Phương trình vi phân dao động của hệ có dạng  

    0)(01  tuxbcxxbxm   

Cho biết  tcosû(t)u    ;sinˆ)(  tutu  khi đó phương trình trên có dạng 

  tubcxxbxm  cosˆ
0

        (3.5) 

với b=b0 +b1 

Chia hai vế (3.5) cho m ta được 

txxxx  cosˆ22 2

0      (3.5a) 

Trong đó  u
b

b
x ˆˆ 0  

Qua các thí dụ trên ta thấy: Phương trình vi phân dao động tuyến tính của hệ một bậc tự do 

chịu kích động điều hòa có dạng 

  tHtHcqqbqm  cossin 21
      (3.5b) 

Hoặc   ththqqq  cossin2 21

2

0        (3.5c) 

Chú ý, nếu ta sử dụng độ cản Lehr D thì phương trình (3.1a) có dạng như sau 

  tyyyDy  sinˆ2 2

0

2

00         (3.5d) 

Trong đó  
m

c
2

0  
cm

b
D

20





 

2.3.2 Tính toán dao động cưỡng bức không cản  

 Phương trình vi phân dao động cưỡng bức không cản của hệ một bậc tự do có dạng  

  tHcqqm  sin         (3.6) 

Ta đưa vào các ký hiệu  
m

H
h      ;2

0 
m

c
  thì phương trình (3.6) có dạng 

  thqq  sin2

0         (3.7) 

Nghiệm tổng quát của phương trình này bao gồm nghiệm tổng quát của phương trình vi 

phân tuyến tính thuần nhất và một nghiệm riêng của phương trình có vế phải. Để giải 

phương trình vi phân (3.7) ta xét hai trường hợp. 

m c 
b0 

x u(t) 

b1 
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 0(xa cộng hưởng) và 0(gần cộng hưởng). 

- Khi  0 ta tìm nghiệm riêng của (3.7) dưới dạng 

tAq  sin*          (3.8) 

Thế (3.8) vào phương trình (3.7), so sánh với các hệ số của sint, ta có  

  
22

0 



h
A  với  0  

Nghiệm tổng quát của phương trình (3.7) có dạng  

  t
h

tCtCtq 


 sinsincos)(
22

0

0201


     (3.9) 

Các hằng số C1 và C2 được xác định từ điều kiện đầu. Giả sử t = 0; q(0)=q0; 0)0( qq   .Thế 

các điều kiện này vào biểu thức (3.9) và đạo hàm của nó, ta có 

  C1 = q0;   
)( 22

000

0

2







hq
C


 

Vậy nghiệm (3.9) có dạng 

 t
h

t
h

t
q

tqtq 






 sinsin

)(
sincos)(

22

0

022

00

0

0

0

00











  (3.10) 

Nếu bỏ qua các thành phần dao động tự do trong (3.10) ta có biểu thức xác định trạng thái 

bình ổn của dao động cưỡng bức. 

  t
c

H
t

h
tq 





 sin

)1(
sin)(

222

0

*


     (3.11) 

Từ biểu thức nghiệm (3.10). Khi 000  qq  ; biểu thức nghiệm (3.10) có dạng 

  








 



 tt

h
tq 0

0

22

0

sinsin)( 


      (3.12) 

Ta xét trường hợp khi tần số  của lực kích động rất gần với tần số dao động tự do 0. Ta 

đưa vào ký hiệu  - 0 =2 

Trong đó  là một đại lượng vô cùng bé. Bỏ qua các số hạng bé cỡ  trong biểu thức q ta có 

  

t
th

tt
h

tt
h

tt
h

q


















cos
2

sin

2
cossin

2
    

2
sin

2
cos

2
)sin(sin

0

22

0

00

22

0

022

0














  (3.13) 

Do  là một vô cùng bé nên hàm sint biến thiên chậm, còn chu kỳ của nó 2/ rất lớn. 

Trong trường hợp này có thể xem biểu thức (3.13) là qui luật dao động với chu kỳ 2/ và 

biên độ biến đổi (h/2)sint. Hiện tượng dao động này gọi là hiện tượng phách. 
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- Xét trường hợp 0( 0). Khi đó, ta có thể thay sint bằng t trong biểu thức 

(3.13) và ta có hệ thức  

  t
ht

q 0

0

cos
2




         (3.14) 

Nhận xét: -  Trường hợp xa cộng hưởng  0  

- Trường hợp gần cộng hưởng 0. Trong trường hợp này khi  = 0 +2 ta 

có hiện tượng phách, khi = 0 ta có hiện tượng cộng hưởng. 

Thí dụ 4: Bánh xe O lăn không trượt trên 

mặt đường gồ ghề lượn song. Vận tốc tâm 

O của bánh xe luôn không đổi là v = 60 

km/h. Mặt đường lượn sóng có phương 

trình là )sin(ˆ
L

x
ss


  với cm  2ˆ s , L= 

100 cm. Xác định biên độ dao động 

cưỡng bức thẳng đứng của vật thể M có 

khối lượng m, nối với trục bánh xe bằng 

lò xo có độ cứng c. Biết rằng biến dạng tĩnh của lò xo dưới tác dụng của vật thể là 0 = 10 

cm. 

  Lời giải 

Từ điều kiện cân bằng tĩnh  c0 = mg ta suy ra  
0




mg
c  

Phương trình vi phân chuyển động của vật M có dạng 

  
L

x
sysycym


 sinˆy       0)( 2

0

2

0
  

Với    
2

00

2

0
1/s   1,98







g

m

mg

m

c
  

  t
L

vt

L

x






, với  





 6,16

1

6,16

L

v
 

Khi đó nghiệm riêng của phương trình trên là 

 tAy  sin , với  cm  075,0

1,98

)6,16(
1

2

1

ˆˆ
22

0

22

0

2

0 


























ss
A  

2.3.3 Tính toán dao động cưỡng bức có ma sát nhớt 

L 

s(t) 

x 

s 

y 

M 

O 
v 
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Các phương trình vi phân dao động tuyến tính chịu kích động điều hòa của hệ một bậc tự do 

có ma sát nhớt có thể viết dưới dạng như sau 

  ththqqq  cossin2 21

2

0        (3.15) 

Ta tìm nghiệm riêng của phương trình này dưới dạng  

  tNtMtq  cossin)(*        (3.16) 

Thế (3.16) vào phương trình (3.15) rồi so sánh các hệ số của sint và cost, ta rút ra hệ hai 

phương trình đại số tuyến tính để xác định M và N. 

  
2

22

0

1

22

0

)(2

2)(

hNM

hNM








 

Giải rat a được  

  

22222

0

2

22

01

22222

0

21

22

0

4)(

)(2

4)(

2)(



















hh
N

hh
M

       (3.17) 

Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân (3.15) là tổng của nghiệm riêng (3.16) và 

nghiệm tổng quát của phương trình vi phân thuần nhất. 

  tNtMtAetq t   cossin)sin()(      (3.18) 

Số hạng thứ nhất của biểu thức nghiệm (3.18) biểu diễn thành phần dao động tự do tắt dần. 

Hai số hạng sau có tần số  của ngoại lực biểu diễn thành phần dao động cưỡng bức của hệ. 

Thành phần dao động cưỡng bức (3.16) có thể biểu diễn dưới dạng 

  )sin(ˆ)(*  tqtq         (3.19) 

Trong đó  
22222

0

2

2

2

1

22222

0

2

2

2

122

4)1(4)(
ˆ

 D

hhhh
NMq









  (3.20) 

  
M

N
tg   

Ở đây, ta dùng ký hiệu 
00

D  ,





 


 . So sánh phương trình vi phân (3.15) với các 

phương trình vi phân (3.5b), (3.5c) và (3.5d) ta rút ra các hệ thức sau: 

-  Trường  hợp kích động lực hoặc kích động qua lò xo 

     2

1

2222

11
41V          ;ˆ)D ,(ˆ



 DyVq  

- Trường hợp kích động động học 

  
1

22

22
41V          ;ˆ)D ,(ˆ VDyVq   
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-  Trường hợp kích động bởi khối lượng lệch tâm 

  1

2

33
V          ;ˆ) ,(ˆ VyDVq   

Các hàm V1, V2, V3 được gọi là các hàm khuếch đại(hay các hệ số động lực).  

Thí dụ 5: Bộ phận làm việc của máy đầm đất có khối lượng M tựa trên các lò xo như hình 

vẽ. Khối lượng vỏ máy là m. Ở bộ phận làm việc có hai khối lượng lệch tâm(mỗi khối lượng 

là m2/2) quay với số vòng quay là n. Hãy chọn các tham số của máy sao cho máy làm việc ở 

vùng cộng hưởng và trong quá trình làm việc vỏ máy không nẩy lên khỏi đất. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Lời giải: Mô hình cơ học của bộ phận làm việc của máy như hình b. Bộ phận này dao động 

quanh vị trí cân bằng tĩnh. Tọa độ của m2 là 

  texx  cos
2  

Phương trình vi phân chuyển động của mô hình máy làm đất là 

  temcxxbxM  cos
2

2  

  txxxx  cos2
0

22

0
     với  

M

em
x 2

0
  

Nghiệm của phương trình này theo (3.19) có dạng 

  )cos(
30

 tVxx  

Với   
2222

2

3

4)1( 




D
V  

Khi cản nhỏ, hiện tượng cộng hưởng xảy ra khi   1 

  M
n

c
M

cn
2

0
3030








 



  

Khi cộng hưởng  
D

V
2

1
3
  

Để đơn giản bỏ lực cản. Khi đó phản lực pháp tuyến của nền tác dụng lên vỏ máy hình c. 

m 

m2/2 
n 

e 

c/2 c/2 b 

M-m2 

c b 

x 

e 

m2 

t 

N 

cx/2 cx/2 

(M+m)g 

c) b) a) 
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  cxgmMN  )(  

Do 
D

V
2

1
3
  nên ta có  

  
D

cx
gmMcxgmMN

2
)()( 0

maxmin
  

Điều kiện để vỏ máy không nẩy khỏi nền 

  
gmM

cx
D

D

cx
gmMN

)(22
)(0 00

min


  

2.3.4 Một vài nhận xét về tính chất dao động cưỡng bức khi có ma sát 

 Qua các tính toán trên ta có một số nhận xét về tính chất của dao động tuyến tính có 

cản nhớt chịu kích động điều hòa ở trạng thái bình ổn như sau: 

- Dao động cưỡng bức khi có cản xảy ra với tần số của lực kích động. 

- Biên độ dao động cưỡng bức không phụ thuộc vào các điều kiện đầu và thời gian. Do 

đó dao động cưỡng bức không tắt dần vì lực cản. 

- Khi  = ω0 biên độ dao động cưỡng bức tuy khá lớn, nhưng vẫn là đại lượng hữu 

hạn. Nó chưa phải là giá trị lớn nhất trong các giá trị của biên độ. 

- Trong dao động cưỡng bức có cản nhớt luôn xảy ra sự lệch pha giữa pha dao động và 

pha của lực kích động. 

- Ở xa vùng cộng hưởng, biên độ dao động cưỡng bức với lực cản nhỏ không khác mấy 

so với biên độ dao động cưỡng bức không cản. Ở vùng gần cộng hưởng lực cản có 

một vai trò rất quan trọng. 

 2.4. Dao động cưỡng bức của hệ chịu kích động đa tần và chịu kích động tuần hoàn 

2.4.1. Tính toán dao động của hệ chịu kích động đa tần 

  Trong thực tế ta cũng hay gặp dao động của hệ chịu kích động của tổ hợp các lực 

ngoài với các tần số khác nhau. 

2.4.2. Tính toán dao động khi hai kích động điều hòa có tần số gần nhau 

 Phương trình vi phân của hệ dao động một bậc tự do không cản chịu tác dụng của hai 

lực điều hòa với các tần số 1 và 2 có dạng 

  tFtFcqqm
2211

sinˆsinˆ   

2.4.3. Tính toán dao động của hệ chịu kích động tuần hoàn 

Trong thực tế ta hay gặp các lực kích động tuần hoàn. Như đã biết từ giải tích toán, hàm f(t) 

tuần hoàn chu kỳ T bao giờ cũng có thể khai triển thành chuỗi Fourier 

  





1

0 )sincos()(
j

jj tjbtjaatf      (4.1) 
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Trong đó =2/T là tần số cơ bản của lực kích động. Các hệ số Fourier  a0, aj, bj(j=1,…,) 

được xác định theo công thức sau 

  

T

dttf
T

a
0

0 )(
1

 

   

T

j tdtjtf
T

a
0

cos)(
2

       (4.2) 

   

T

j tdtjtf
T

b
0

sin)(
2

 

Từ các công thức (4.2) ta thấy, nếu f(t) là hàm chẵn thì bj = 0; nếu f(t) là hàm lẻ thì a0=aj = 0.  

Phương trình vi phân dao động cưỡng bức của hệ một bậc tự do chịu tác dụng của lực tuần 

hoàn có dạng  

  







 



1

0

2

0 )sincos(2
j

jj tjbtjaa
m

l
qqq      (4.3) 

Tìm nghiệm của phương trình (4.3) dưới dạng 

  





1

0

* )sincos(
j

jj tjBtjAAq      (4.4) 

Thế biểu thức (4.4) vào phương trình (4.3) và so sánh các hệ số của sinjt và cosjt, ta nhận 

được hệ phương trình đại số tuyến tính để xác định các hằng số chưa biết A0, Aj, Bj. 

  
m

a
A 0

0

2

0   

   
m

a
BjAj

j

jj   2)( 22

0  

   
m

b
BjAj

j

jj  22

0 )(2   

Giải hệ phương trình trên ta được 

  
2

0

0

0
m

a
A   

  
 
  2222222

0

222

0

4

2






jjm

bjaj
A

jj

j




 

  
 
  2222222

0

222

0

4

2






jjm

ajbj
B

jj

j




 

Do hệ thức tam giác  

  )sin(sincos jjjj tjCtjBtjA   
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Với 22

jjj BAC  ,  tgj = Aj/Bj; biểu thức (4.4) có thể viết dưới dạng  

  





1

0

* )sin(
j

jj tjCAq        (4.5) 

Nghiệm tổng quát của phương trình (4.3) khi 0   có dạng 

  




 
1

0 )sin()sin()(
j

jj

t tjCAtAetq      (4.6) 

Số hạng thứ nhất của (4.6) biểu diễn thành phần dao động tự do tắt dần. Với t đủ lớn, ta chỉ 

cần quan tâm tới thành phần thứ hai của (4.6), biểu thị dao động cưỡng bức của hệ 

2.5 Dao động cưỡng bức của hệ chịu kích động không tuần hoàn 

2.5.1 Phương pháp biến thiên hằng số Lagrange 

Phương trình vi phân dao động cưỡng bức của hệ một bậc tự do có dạng 

  )(tfcqqbqm           (5.1) 

Phương trình trên biến đổi về dạng 

  )(2 2

0 tgqqq            (5.2) 

Để tìm nghiệm của phương trình (5.2) trước hết ta tìm nghiệm của phương trình vi phân 

tuyến tính thuần nhất tương ứng 

  02 2

0  qqq           (5.3) 

Trong trường hợp lực cản nhở ( <0), nghiệm tổng quát của phương trình (5.3) 

  )sincos()sin()( 21 tCtCetAetq tt         (5.4) 

Trong đó C1, C2 là các hằng số, còn  = 0
21 D . Nếu đặt teq t  cos1

 , teq t  sin2

  

thì biểu thức (5.4) được viết dưới dạng  

  q(t) =C1q1+C2q2        (5.5) 

Theo phương pháp biến thiên hằng số Lagrange ta tìm nghiệm của phương trình vi phân có 

vế phải (5.2) dưới dạng tương tự như (5.5) với C1 và C2 là các hàm của thời gian. 

  q(t)=C1(t)q1+C2(t)q2       (5.6) 

  22112211)( qCqCqCqCtq    

Nếu ta đưa vào điều kiện  

  02211  qCqC          (5.7) 

Thì biểu thức đối với )(tq  có dạng  

  2211)( qCqCtq           (5.8) 

Đạo hàm biểu thức (5.8) theo t 

  22112211)( qCqCqCqCtq         (5.9) 
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Thế các biểu thức (5.6), (5.8) và (5.9) vào phương trình vi phân (5.2) ta nhận được 

  )(2211 tgqCqC           (5.10) 

Từ hai phương trình (5.7) và (5.10) ta được  

  

)(

)(

2121

1
2

2121

2
1

tg
qqqq

q
C

tg
qqqq

q
C













 

Thế các biểu thức teq t  cos1

 , teq t  sin2

  vào hai phương trình trên ta nhận được các 

phương trình vi phân cấp một để xác định các hàm C1(t) và C2(t) 

  

)(.cos
1

)(.sin
1

2

1

tgteC

tgteC

t

t



















       (5.11) 

Tích phân (5.11) ta được 

  




















0

2

0

1

)(.cos
1

)(

)(.sin
1

)(

dgeBtC

dgeAtC

t

      (5.12) 

Thế (5.12) vào (5.6) ta được biểu thức nghiệm tổng quát của phương trình (5.2) 

 


  dgtetBtAetq

t

tt )().(sin
1

)sincos()(
0

)(  
    (5.13) 

Chú ý đến các điều kiện đầu 

  00 q(0)q   ;)0(   qq  

Ta xác định được các hằng số tích phân 

  )(
1

B    000 qqqA 


   

Biểu thức nghiệm tổng quát của phương trình vi phân (5.2) với các điều kiện đầu q(0)=q0;  

0)0( qq    bây giờ có dạng 

 





  dgtetqqtqetq

t

tt )().(sin
1

sin)(
1

cos)(
0

)(

000 







 

   (5.14) 

2.5.2 Tìm nghiệm bằng hàm va chạm 

Xét phương trình vi phân dao động dạng  

  )()( tItfcqqbqm          (5.15) 

Trong đó (t) là hàm Delta Dirac, xác định bởi hệ thức  
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








0  tkhi  

0  tkhi   0
)(t         (5.16) 

  1)(lim
0











 dtt         (5.17) 

Phương trình (5.15) hằng số I là cường độ của một va chạm tùy ý trong một khoảng thời 

gian rất bé. Phương trình (5.15) có thể viết lại dưới dạng 

  )()(2 2

0 t
m

I
tgqqq          (5.18) 

Giả sử khi t<0 hệ ở trạng thái tĩnh. Do đó tại thời điểm ngay trước lúc va chạm (ta ký hiệu là 

t = -0), ta có các điều kiện đầu. 

  0(-0)q    ;0)0(  q  

Tại thời điểm t = 0 xảy ra hiện tượng va chạm. Thời điểm va chạm rất ngắn. tại thời điểm 

ngay sau va chạm(ký hiệu là t=+0), ta có điều kiện đầu 

  00q0)(q    ;0)0( vq          (5.19) 

Do hàm g(t)=0 với t0, nên phương trình vi phân dao động ứng với t0 có dạng  

  02 2

0  qqq           (5.20) 

Nghiệm của phương trình (5.20) có dạng 

  )sincos()( tBtAetq t     

   tBAtABetq t  sin)(cos)()(    

Các hằng số tích phân A và B được xác định từ các điều kiện đầu (5.19) 

  


0v
B      ;0 A  

Do đó biểu thức nghiệm sau va chạm có dạng 

  te
v

tq t 


 sin)( 0          (5.21) 

Để xác định hằng số vận tốc v0 ta tích phân phương trình vi phân (5.18) nhân hai vế phương 

trình (5.18) với dt rồi lấy tích phân từ -  đến  ta được 

  


































 dtt
m

I
qdtdqqd )(limlimlim2lim

00

2

0
00

  

Do trong quá trình va chạm chỉ có bước nhảy về vận tốc,còn q(+0)=q(-0)=0, nên từ phương 

trình trên ta suy ra 

  0)0()0()0( v
m

I
qqq    
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Thế giá trị v0 vừa tìm được vào (5.21) và chú ý đến quan hệ 2

0 1 D   ta nhận được 

nghiệm phương trình dao động  

  )1sin(
1

)( 2

0
2

0

tD
Dm

Ie
tq

t












      (5.22) 

Hàm (5.22) được gọi là hàm truyền va chạm, trong đó I là cường độ va chạm. Đối với va 

chạm đơn vị, hàm truyền va chạm đơn vị có dạng 

  )1sin(
1

)( 2

0
2

0

tD
Dm

e

I

tq
q

t

vc 










     (5.23) 

Nếu va chạm không xảy ra ở thời điểm t=0 mà ở thời điểm t=t
* 

bất kỳ, thì ta có thể nhận 

được hàm va chạm bằng một phép dịch chuyển trục thời gian một cách đơn giản. Từ phương 

trình (5.22) ta suy ra 

  )(sin)( *
)(

*

*

tt
m

Ie
ttq

tt









      (5.24) 

Từ (5.23) ta nhận được 

  )(sin)( *
)(

*

*

tt
m

e
ttq

tt

vc 







      (5.25) 
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Chương 3 

DAO ĐỘNG TUYẾN TÍNH CỦA HỆ NHIỀU BẬC TỰ DO 

Trong chương này ta cũng chỉ xét dao động của hệ cơ học hôlônôm. Dao động nhỏ 

của hệ n bậc tự do quanh vị trí cân bằng tĩnh. Khi đó hệ các phương trình vi phân mô tả dao 

động của hệ là hệ n phương trình vi phân tuyến tính cấp hai hệ số hằng số. 

Trong các bài toán kỹ thuật, ta thường gặp bốn mô hình cơ học: Hệ các vật rắn, hệ 

các phần tử hữu hạn, hệ liên tục, hệ nhiều vật hỗn hợp.  

3.1 Thành lập các phương trình vi phân dao động 

* Phương pháp sử dụng phương trình Lagrange II 

Các phương trình Lagrange loại II được áp dụng để thiết lập các phương trình vi phân 

chuyển động của hệ hôlônôm có dạng tổng quát như sau 

  i

ii

Q
q

T

q

T

dt

d






















  i=1,…,n 

* Phương pháp lực 

Phương pháp lực hay được sử dụng để thiết lập các phương trình dao động của hệ thanh có 

khối lượng tập trung. 

3.2 Dao động tự do không cản 

Phương trình vi phân mô tả dao động tự do không cản của hệ n bậc tự do có dạng 

  0CqqM           (1.1) 

Trong đó M và C là các ma trận vuông cấp n có các phần tử là hằng số. Trong nhiều bài toán 

thực tế, chúng là các ma trận thực đối xứng. 

3.2.1 Các tần số riêng và các dạng dao động riêng 

Ta tìm nghiệm của (1.1) dưới dạng  

  )sin(   taq         (1.2) 

Thế biểu thức (1.2) vào phương trình (1.1) rồi đơn giản đi biểu thức sin(t+) ta nhận được 

phương trình  

  0)( 2  aMC          (1.3) 

Để cho phương trình đại số tuyến tính thuần nhất (1.3) có nghiệm không tầm thường, điều 

kiện cần là 

  02  MC           (1.4) 

Phương trình (1.4) là một phương trình đại số bậc n đối với 
2
 và được gọi là phương trình 

tần số hoặc phương trình đặc trưng. Các nghiệm k(k=1,...,n) của phương trình tần số được 

gọi là các tần số riêng. Thay lần lượt các giá trị của k(k=1,...,n) vào phương trình (1.3) ta 
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nhận được các hệ phương trình đại số tuyến tính thuần nhất để xác định các thành phần của 

véc tơ riêng ak.  

  0)( 2  kk aMC          (1.5) 

Do phương trình (1.5) là hệ phương trình đại số tuyến tính thuần nhất có định thức hệ số 

bằng không nên các thành phần của véc tơ ak được xác định sai khác một hằng số nhân. 

Chẳng hạn ta có thể chọn a1k một cách tùy ý. 

Ta đưa vào ký hiệu  

  
k

ik

ik
a

a
v

1

  hoặc 
)(

1

)(

)(

k

k

ik

i
a

a
v    i, k = 1,2,...,n    (1.6) 

Thay lần lượt các 1, 2,..., n vào phương trình (1.5) ta xác định được ma trận  

  





















nnnn

n

n

vvv

vvv

vvv

V

...

............

...

...

21

22221

11211

        (1.7) 

Mỗi véc tơ cột của ma trận (1.7) 

  ],...,  v[] v...  v[ )((k)

2

)(

1nk2k1

k

n

kT

kk vvvv   

Cho ta biết một dạng dao động riêng của hệ dao động (1.1). Ma trận V được gọi là ma trận 

dạng riêng. Như thế ma trận dạng riêng cho ta biết tất cả các dạng dao động riêng có thể có 

của hệ dao động. 

Xét trường hợp hệ hai bậc tự do. Khi đó các phương trình vi phân dao động tự do không cản 

có dạng. 

  










































0

0

2

1

2221

1211

2

1

2221

1211

q

q

cc

cc

q

q

mm

mm




     (1.8) 

Phương trình tần số (1.4) có dạng 

  0
22

2

2221

2

21

12

2

1211

2

11 




mcmc

mcmc




 

0))(())(( 21

2

2112

2

1222

2

2211

2

11  mcmcmcmc    (1.9) 

Nếu ta đưa vào ký hiệu 
)(

1

)(

2

i

i

i
a

a
v   thì từ phương trình (1.5) ta suy ra các phương trình xác 

định các phần tử của ma trận dạng riêng  

  0)()( 12

2

1211

2

11  mcvmc iii   i=1,2     (1.10a) 

Hoặc  0)()( 22

2

2221

2

21  mcvmc iii   i=1,2     (1.10b) 

Ma trận dạng riêng của hệ hai bậc tự do trên có dạng  
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  









21

11

vv
V  

Thí dụ 1: Cho mô hình dao động như hình vẽ. Hãy xác định ma trận dạng riêng khi c1=c2=c, 

m1=m2=m, sau đó vẽ các dạng dao động riêng của hệ. 

Lời giải: Biểu thức động năng và thế năng của hệ có dạng 

 2

22

2

11
2

1

2

1
qmqmT      

2

122

2

11 )(
2

1

2

1
qqcqc   

Sử dụng phương trình lagrănge II, ta dễ dàng thiết lập được phương trình vi phân dao động 

tự do của hệ 
















































0

0

0

0

2

1

22

221

2

1

2

1

q

q

cc

ccc

q

q

m

m




 

Tương ứng với phương trình(1.3) ta có 

 















































0

0

0

0

2

1

2

12

22

221

a

a

m

m

cc

ccc
     (*) 

Từ đó ta suy ra phương trình tần số 

 0
2

2

22

21

2

21 




mcc

cmcc




 

Khai triển định thức ta được phương trình 

 0
21

212

2

2

1

214 












mm

cc

m

c

m

cc
  

Từ đó ta tính được các tần số riêng 

 
21

21

2

2

2

1

21

2

2

1

212

2,1
4

1

2

1

mm

cc

m

c

m

cc

m

c

m

cc
























  

Thế các biểu thức của ω1 và ω2 vào phương trình (*) ta có 

 112

1222

11

2

2

112121

11

1
)/(

1

/)(

1
a

mcc
a

cmcca

a
a 

































 

 122

2222

12

2

2

212122

12

2
)/(

1

/)(

1
a

mcc
a

cmcca

a
a 

































 

Trong đó các đại lượng a11 và a12 là các hằng số chọn tùy ý. 

Khi c1=c2=c, m1=m2=m, ta dễ dàng tính được  

q2 
q1 

m2 c2 c1 
m1 
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 




















62,062,1

11

2221

1211

vv

vv
V  

Hình vẽ dưới đây cho ta các dạng dao động riêng thứ nhất và thứ hai 

 

3.2.2 Tính chất trực giao của các véc tơ riêng 

Xét phương trình dao động tự do không cản của hệ n bậc tự do 

  0CqqM           (1.11) 

Nếu các ma trận khối lượng M và ma trận độ cứng C là các ma trận thực đối xứng thì các 

véc tơ riêng vk tương ứng với các tần số riêng k sẽ trực giao với ma trận khối lượng M và 

ma trận độ cứng C. Ta có hệ thức  

  0i

T

j Mvv ;  0i

T

j Cvv    khi i  j    (1.12) 

3.2.3 Các tọa độ chính 

Phương trình dao động tự do không cản của hệ n bậc tự do có dạng 

  0CqqM           (1.13) 

Nếu ta có thể chọn được các tọa độ suy rộng đặc biệt sao cho với các tọa độ đó, các ma trận 

khối lượng và ma trận độ cứng đều có dạng đường chéo, thì các tọa độ suy rộng đó được gọi 

là các tọa độ chính. Ký hiệu các tọa độ chính p1, p2,..., pn. 

Thực hiện phép đổi biến 

  q = Vp         (1.14) 

trong đó V là ma trận dạng riêng. Thế (1.14) vào (1.13) ta có 

  0CVppMV   

Nhân bên trái phương trình trên với V
T
 ta được  
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  0 CVpVpMVV TT          (1.15) 

Do tính chất (1.12) các ma trận V
T
MV và V

T
CV là các ma trận đường chéo 

  





















n

T MVV







......0

............

0...0

0...0

2

1

;  





















n

T CVV







......0

............

......0

0...0

2

1

  (1.16) 

Vì vậy các phương trình (1.15) có dạng  

  0 iiii pp     i=1,2,...,n     (1.17) 

Trong đó  i

T

ii

T

ii CvvMvv  i   ;         (1.18) 

Nếu ta đưa vào ký hiệu  

  
i

i

i



 2          (1.19) 

Thì phương trình (1.17) xác định các dạng dao động chính có dạng  

  02  iii pp    i=1,2,..,n      (1.20) 

Việc giải phương trình (1.20) đã được trình bày trong chương 2 

Thí dụ 2: Một hệ hai con lắc có chiều dài mỗi thanh là l, khối lượng mỗi vật điểm là m. Hai 

thanh được nối với nhau bằng lò xo có hệ số cứng là c, ở vị trí cách trục quay một đoạn là 

d(Xem hình vẽ dưới). Độ dài của lò xo ở trạng thái không biến dạng bằng khoảng cách giữa 

hai trục con lắc. Bỏ qua khối lượng các thanh, khối lượng lò xo và lực cản. 

a. Xác định các tọa độ chính của hệ. 

b. Xác định dao động tự do của hệ với các điều kiện đầu 1(0)=0, 2(0)=0, 

0)0(  ,0)0(
21

  . 

Lời giải 

Trước hết thiết lập phương trình dao động tự do 

của hệ. 

 )(
2

1

2

1

2

1 2

2

2

1

22

2

2

1
 mlmvmvT  

2

12

2

21
)(

2

1
 cdmghmgh  

Có  
2

111
2

1
)cos1(  llh  

 
2

222
2

1
)cos1(  llh  

h1 h2 

1 2 

d 

c 

l 
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Nên ta có  ]2))([(
2

1
21

22

2

2

1

2  cdcdmgl  

Thay vào phương trình Lagrange II ta có phương trình dao động tự do của hệ hai con lắc. 

 0)(
2

2

1

2

1

2  cdcdmglml   

 0)(
2

2

1

2

2

2  cdmglcdml   

Ở thí dụ này ta có  m11 =m22 = ml
2
,  m12 = 0,  m21 = 0,  c11 = c22 = mgl + cd

2
,  c12 = c21 = - 

cd
2
. Do đó phương trình tần số có dạng 

 0)( 422222  dcmlcdmgl  

Từ đó suy ra   
2

2

2

2

2

1

2
       ;

ml

cd

l

g

l

g
  

Bây giờ ta xác định các phần tử của ma trận dạng riêng. Từ phương trình (1.10a) ta suy ra 

 l
cd

l

g
mlcdmgl

mc

mc
v 











2

22

2

11212

2

11111

1  

 l
cd

ml

cd

l

g
mlcdmgl

mc

mc
v 



















2

2

2

22

2

21212

2

21111

2

2

 

Vậy ma trận dạng riêng là 

 











ll
V

11
 

Từ đó ta có  211
pp     212

pp     

Suy ra  2/)(
211

p  

  2/)(
212

p  

Phương trình dao động dạng tọa độ chính 

  0
1

2

11
 pp  

  0
2

2

22
 pp  

Từ đó ta dễ dàng tìm được các dạng dao động chính 

 );sin()(
1111

 tCtp   )sin()(
2222

 tCtp  

Trở lại tọa độ suy rộng 1, 2 ta được 

 )sin()sin()(
2221111

 tCtCt  

 )sin()sin()(
2221112

 tCtCt  
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Các hằng số C1, C2, α1, α2 được xác định từ các điều kiện đầu 1(0)=0, 2(0)=0, 

0)0(   ,0)0(
21

  . Đạo hàm theo thời gian các hàm 1, 2 ta được 

 )cos()cos()(
222211111

 tCtCt  

 )cos()cos()(
222211112

 tCtCt  

Từ các điều kiện đầu đã cho ta được hệ bốn phương trình xác định C1, C2, α1, α2 

 02211
sinsin  CC  

 0sinsin
2211
 CC  

 0coscos
222111
 CC  

 0coscos
222111
 CC  

Từ hai phươn trình thứ ba và thứ tư ta suy ra 

 
2

       0coscos
2121


  

Từ hai phương trình đầu ta có 

 
02102211

2

1
C         sin2sin2  CCC  

Vậy dao động tự do của hệ hai con lắc có dạng 

 






 







 



 ttttt

2
cos

2
cos)cos(cos

2
)( 2121

021

0

1  

 






 







 



 ttttt

2
sin

2
sin)cos(cos

2
)( 2121

021

0

2  

3.2.4 Các tọa độ chuẩn 

Như ta đã biết, bằng phép thế q=Vp(V là ma trận dạng riêng, p là véc tơ các tọa độ chính)ta 

có thể đưa phương trình vi phân dao động 

  0CqqM   

Về dạng vế trái tách rời nhau 

  0 iiii pp      i=1,2,...,n 

Trong đó  i

T

ii

T

ii CvvMvv  i   ;    

Do các phần tử của véc tơ vi của ma trận dạng riêng V được xác định sai khác một hằng số 

nhân, cho nên ta có thể chọn các véc tơ vi một cách thích hợp sao cho 

  EMVV T 





















1......0

............

0...10

0...01

      (1.21) 
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Ma trận dạng riêng được chọn như thế được gọi là ma trận dạng riêng chuẩn. Ta ký hiệu ma 

trận dạng riêng chuẩn bằng Vn. Như thế nếu Vn là ma trận dạng riêng chuẩn thì ta có các hệ 

thức  

  EMVV T    























2

2

2

2

1

......0

............

......0

0...0

n

T DCVV







  

Bằng phép thế q=Vnp ta có thể đưa phương trình  

  0CqqM   

Về dạng  0 pDpE 
  

Các tọa độ chính p = [p1, p2,...,pn]
T
 trong phép thế q = Vnp được gọi là các tọa độ chuẩn. Chú 

ý rằng các tọa độ chuẩn là các tọa độ chính đặc biệt. Ta vẫn sử dụng các ký hiệu pi để chỉ 

các tọa độ chuẩn. Nếu ta biết được ma trận dạng riêng 

  V = [v1, v2,..., vn]        (1.22) 

Thì ma trận dạng riêng chuẩn được xác định bởi hệ thức 

  







 n

n

n vvvV


1
,...,

1
,

1
2

2

1

1

       (1.23) 

Trong đó các hằng số i được xác định bởi công thức 

  i

T

iii Mvv         (1.24) 

3.3 Dao động tự do có cản 

Phương trình vi phân dao động tự do có cản của hệ n bậc tự do có dạng  

  0 CqqBqM          (2.1) 

Trong đó M, B, C là các ma trận vuông cấp n với các phần tử là các hằng số. Tùy theo cấu 

trúc của ma trận cản B, hệ có thể thực hiện dao động tự do tắt dần và cũng có thể thực hiện 

chuyển động không dao động. Về phương diện dao động, ta quan tâm chủ yếu đến trường 

hợp hệ thực hiện dao động tự do tắt dần. Như vậy bài toán quan trọng hàng đầu trong đoạn 

này là xác định khi nào hệ thực hiện dao động tự do tắt dần, sau đó mới đến thuật toán tìm 

nghiệm. 

3.3.1 Phương pháp giải trực tiếp(ma trận cản tùy ý) 

a) Phương trình xác định trị riêng 

Ta tìm nghiệm của phương trình (2.1) dưới dạng  

  teqtq ˆ)(  ,  q̂  là véc tơ hằng      (2.2) 



Bài giảng Dao động kỹ thuật - 18403 

 39 

Thế nghiệm (2.2) vào phương trình (2.1) rồi đơn giản đi thừa số e
t

, ta được phương trình 

của bài toán giá trị riêng tổng quát 

    0ˆ2  qCBM          (2.3) 

Điều kiện cần để cho các phần tử của véc tơ q̂  không đồng thời triệt tiêu là 

    0det)( 2  CBMP        (2.4) 

Phương trình (2.4) được gọi là phương trình đặc trưng. Khi M là ma trận chính qui. detM 0, 

thì P() là đa thức bậc 2n của  với hệ số thực. Giải phương trình (2.4) ta có được 2n nghiệm 

thực hoặc phức liên hợp. Các trị riêng phức và thực của (2.3) có thể viết dưới dạng 

  ;kkk i   kksk i   k=1,...,s n 

  kk        k=2s+1,...,2n 

b) Phân tích các khả năng dao động theo các trị riêng 

- Trường hợp trị riêng có phần thực âm khác không  

Định nghĩa: Khi )2,...,12(0    ,),...,1(0 nsksk kk    thì cản được gọi là đạt yêu cẩu. 

Khi cản đạt yêu cầu thì hệ thực hiện dao động tự do tắt dần. Hệ dao động là ổn định tiệm 

cận. Tùy theo tính chất của chuyển động của hệ, ta có thể phân ra thành ba trường hợp sau: 

Cản yếu: s=n, k  0 (k=1,...,n) 

Cản mạnh: 1,...,2n)(k  ,0  kk   

Cản hỗn hợp: Trường hợp còn lại. 

Trong trường hợp cản yếu, hệ thực hiện chuyển động dao động. Trường hợp cản mạnh, hệ 

thực hiện chuyển động tắt dần. 

- Các trường hợp khác  

Khi trị riêng k  có 0k  hoặc 0k , nghiệm riêng tương ứng với k  sẽ bị chặn. Hệ (2.1) 

ổn định giới hạn. 

Khi phương trình (2.3) có trị riêng k  có phần thực dương thì nghiệm riêng tương ứng với 

k  sẽ tăng lên vô cùng khi t tăng. Hệ không dao động. Ta không xét trường hợp này. 

3.4 Dao động cưỡng bức 

3.4.1 Phương pháp giải trực tiếp 

a) Dao động cưỡng bức không cản chịu kích động điều hòa. 

Dao động tuyến tính cưỡng bức không cản của hệ n bậc tự do chịu kích động điều hòa có 

dạng 

  tfCqqM  sinˆ         (3.1) 

Ở chế độ chuyển động bình ổn, ta tìm nghiệm phương trình (3.1) dưới dạng 
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  tutq  sin)(         (3.2) 

Thế (3.2) vào (3.1) ta suy ra 

    fHufuCM ˆ)(ˆ2        (3.3) 

Trong đó    12)(


 CMH  và được gọi là ma trận truyền. 

Giải hệ phương trình đại số (3.3) ta được  

  
)(

)(
)(




 k

ku         (3.4) 

Trong đó  )det()( 2 CM         (3.5) 

)( k  có được bằng cách thay véc tơ f̂  vào cột thứ k của  . So sánh (3.5) với (1.4) trong 

cùng chương này ta thấy )( =0 khi j (j=1,2,...,n). Ta phân biệt ba trường hợp sau:  

Trường hợp 1: 0)(    ,0)( k   Khi đó tần số lực kích động   trùng với một trong các 

tần số dao động riêng. Biên độ dao động tăng lên vô cùng. Trường hợp này được gọi là 

trường hợp cộng hưởng. 

Trường hợp 2: ()=0, =j 

   k()=0 với mọi k và 




 )(

)(
lim k

j
 

Trong trường hợp này mặc dù tần số lực kích động trùng với tần số riêng nhưng biên độ dao 

động vẫn bị giới nội. Trường hợp này được gọi là trường hợp giả cộng hưởng. 

Trường hợp 3: ()0, k()=0 với k xác định. 

Trong trường hợp này uk=0. Dao động ứng với tọa độ thứ k bị dập tắt. 

b) Dao động cưỡng bức có cản chịu kích động tuần hoàn 

Dao động cưỡng bức có cản nhớt của hệ tuyến tính n bậc tự do được mô tả bởi phương trình 

vi phân dạng ma trận 

  )(tfCqqBqM           (3.6) 

Trong đó M, B, C là các ma trận hằng số, f(t) là véc tơ cột các ngoại lực tác dụng. Giả sử f(t) 

là véc tơ tuần hoàn theo thời gian và có thể khai triển thành chuỗi Fourier một cách gần đúng 

  



m

k

kk tkbtkaatf
1

0 )sincos()(      (3.7) 

Ta sử dụng nguyên lý cộng tác dụng trong lý thuyết hệ phương trình vi phân tuyến tính để 

tìm nghiệm (3.6). Trước hết ta tìm nghiệm phương trình 

  0000 aCqqBqM     

dưới dạng q0 = v0 

Từ hai phương trình trên ta nhận được hệ phương trình xác định v0 
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  Cv0 = a0         (3.8) 

Sau đó tìm nghiệm của phương trình  

  tkbtkaCqqBqM kkkkk  sincos      (3.9) 

Nghiệm (3.9) được tìm dưới dạng  

  tkvtkuq kkk  cossin  

Đạo hàm véc tơ qk theo t sau đó thế vào (3.9) rồi so sánh các hệ số, ta nhận được hệ phương 

trình đại số tuyến tính để xác định các véc tơ uk và vk 

  





























k

k

k

k

a

b

v

u

MkCBk

BkMkC
22

22

     (3.10) 

Khi định thức của ma trận hệ số của hệ phương trình trên khác không, thì các véc tơ uk và vk 

được xác định duy nhất. Như thế nghiệm của phương trình dao động cưỡng bức (3.6) khi f(t) 

tuần hoàn được tính theo biểu thức. 

  



m

k

kk tkvtkuvq
1

0 )cossin(       (3.11) 

Trong đó v0 được xác định từ phương trình (3.8) còn uk và vk được xác định từ phương trình 

(3.10) 

3.4.2. Phương pháp ma trận dạng riêng 

Phương pháp ma trận dạng riêng được áp dụng thuận tiện đối với hệ tuyến tính không cản 

  )(tfCqqM          (3.12) 

Trong đó M và C là các ma trận thực, đối xứng. 

Áp dụng phép biến đổi tọa độ    Vpq       (3.13) 

Với V là ma trận dạng riêng, p là véc tơ tọa độ chính, ta đưa được phương trình (3.12) về 

dạng  

  )(tfCVppMV   

Nhân bên trái phương trình trên với ma trận chuyển vị V
T
 của ma trận dạng riêng ta được  

  )(tfVCVpVpMVV TTT         (3.14) 

Các ma trận V
T
MV và V

T
CV là các ma trận đường chéo và có dạng như (1.16). 

Nếu ta đưa vào ký hiệu  

  fvh T

ii   (i=1,2,...n)       (3.15) 

Thì phương trình (3.14) viết được dưới dạng hệ n phương trình vi phân tuyến tính cấp hai 

  iiiii hpp     (i=1,2,...n)      (3.16) 

Trong đó i i được xác định bởi công thức (1.18) 

Nghiệm của mỗi phương trình của hệ (3.16) ứng với điều kiện đầu  
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  0)0( ii pp  ; 0)0( ii pp   , 

Theo công thức trong chương 2 có dạng 

   

t

ii

ii

i

i

i

iioi dtht
p

tptp
0

0 )(sin)(
1

sincos)( 








  (3.17) 

Trong đó  
i

i

i



 2  

Đối với trường hợp kích động điều hòa fi(t)=fisint, theo công thức (3.15) ta có 

  thtfvth i

n

k

kkii  


sinˆsin)ˆ()(
1

 

Các phương trình (3.16) đối với trường hợp này có dạng 

  1,2,...n)(i        sin  thpp iiiii         (3.18) 

Nghiệm của các phương trình (3.16) trong giai đoạn bình ổn là 

  t
h

p

i

i

i
i 




 sin

)1(
2

2




 

Trở về tọa độ ban đầu qk ta có 

  








n

i

i

i

iki
n

i

ikik t
hv

pvtq
1

2

2
1

sin

)1(

)(




     (3.19) 

Như thế, khi chịu kích động điều hòa, hệ dao động với tần số của lực kích động và dạng dao 

động phụ thuộc vào các tham số của hệ và tần số của kích động ngoài. Từ công thức (3.19) 

ta thấy: Khi tần số kích động  bằng tần số riêng i của hệ, biên độ dao động cưỡng bức 

tăng lên vô hạn. Hiện tượng đó gọi là hiện tượng cộng hưởng. 

 Nếu kể đến lực cản tỷ lệ bậc nhất với vận tốc, phương trình vi phân dao động cưỡng 

bức có dạng  

  )(tfCqqBqM           (3.20) 

Trong kỹ thuật ta hay gặp trường hợp 

  CMB 21    

Với 21,  là các hằng số thực. Tương tự như các mục trước, bằng phép biến đổi (3.13) 

phương trình (3.20) đưa về dạng  

  n)1,2,...,(i     )(  thppp iiiiiii        (3.21) 

Trong đó iii  ,,  được xác định bởi công thức (1.18) còn hi tính theo công thức (3.15). 

Việc tìm nghiệm của phương trình (3.21) đã được trình bày trong chương 2. 
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Chương 4 

DAO ĐỘNG TUYẾN TÍNH CỦA HỆ VÔ HẠN BẬC TỰ DO 

Các hệ liên tục còn được gọi là các hệ vô hạn bậc tự do. Trong chương này ta xét dao động 

của dây, dao động của thanh và dầm, dao động của màng và dao động của tấm. Các đại 

lượng vật lý đặc trưng cho dao động của hệ vô hạn bậc tự do như khối lượng, độ cứng phân 

bố một cách liên tục.  

4.1. Dao động uốn của dây 

4.1.1 Thiết lập phương trình sóng của dây 

Ta xét một dây có khối lượng dọc theo đơn vị độ dài  không đổi và chịu lực kéo S


 ở đầu 

dây. Nếu ta kéo dây lệch khỏi vị trí cân bằng, sau đó bỏ ra thì dây sẽ thực hiện dao động tự 

do. Độ võng theo phương z là w=w(x,t). Dịch chuyển u theo phương x có thể bỏ qua khi độ 

võng w và góc xoay tg= w
x

w





 đủ nhỏ. Để thiết lập phương trình vi phân chuyển động 

của dây ta tách ra xét một đoạn dây ds rất ngắn. 

Do giả thiết 1w , ta có các xấp xỉ sau 

  w  sin ,  dxwwdd  )sin()(   

  dxds     ,1)dcos(      ,1cos    

Với các xấp xỉ trên ta sử dụng ký hiệu dxdsdm    ta nhận được phương trình chuyển 

động của phần tử dây theo trục ox và oz 

  











 dx

x

S
SS0         (1.1) 

  ))(( dxwwdx
x

S
SwSwdx 




      (1.2) 

Trong đó 
2

2

t

w
w




  là gia tốc của phần tử dây theo hướng z. 

 

 

 

 

 

 

Từ phương trình (1.1) ta có 
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  constS
x

S





0  

Thế biểu thức 0




x

S
 vào phương trình (1.2), ta nhận được phương trình 

  wSw   

Sử dụng ký hiệu 


S
c 2 , phương trình trên có dạng 

  
2

2

22

2 1

t

w

cx

w









        (1.3) 

Phương trình dao động hàm riêng (1.3) được gọi là phương trình sóng. Hằng số c có thứ 

nguyên vận tốc được gọi là vận tốc lan truyền sóng. 

Nếu ta gọi diện tích thiết diện mặt cắt là A, mật độ khối là , ứng suất của dây là , thì ta có 

  =A,     S= A 

Từ đó tốc độ lan truyền sóng có biểu thức  







S
c     (1.4) 

Để giải được phương trình (1.3) ta phải biết các điều kiện đầu và các điều kiện biên. Các 

điều kiện đầu là độ võng và vận tốc của các điểm của dây ở thời điểm đầu(t0=0). 

  w(x, 0)= w0(x),  )()0,( 0 xvxw       (1.5) 

Các điều kiện biên là các điều kiện về biến dạng và lực ở các biên. Như thí dụ hình vẽ trê, 

dịch chuyển ở hai gối đỡ hai đầu dây bằng không. 

  w(0,t) = 0,     w(l, t) = 0       (1.6) 

4.1.2 Phương pháp Bernoulli, dao động 

Bây giờ ta trình bày cách giải phương trình (1.3) bằng phương pháp Bernoulli. Tìm nghiệm 

(1.3) dưới dạng 

  w(x,t) = X(x)T(t)        (1.7) 

Thế (1.7) vào phương trình (1.3) ta được 

  
)(

)(

)(

)(2

tT

tT

xX

xX
c





 

Do vế trái của phương trình chỉ phụ thuộc vào x, còn vế phải chỉ phụ thuộc vào t, cho nên 

hai vế phải bằng hằng số. Với mục đích định trước, ta ký hiệu hằng số đó là -
2
. 

  22

)(

)(

)(

)(




tT

tT

xX

xX
c


 

Từ đó ta nhận được hai phương trình vi phân thường 
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  0)()(

2









 xX

c
xX


       (1.8) 

  0)()( 2  tTtT   

Nghiệm tổng quát của các phương trình này có dạng 

  x
c

Bx
c

AxX


sincos)(   

  tDtCtT  sincos)(         (1.9) 

Trong đó A, B, C, D và  là các đại lượng được xác định từ các điều kiện biên và các điều 

kiện đầu. 

Ví dụ 1: Ta xét dao động uốn của dây có hai đầu gắn chặt. Các điều kiện biên có dạng 

  w(0, t) = 0  X(0) = 0:   A = 0 

  w(l, t) = 0    X(l) = 0:  0sin l
c

B


     (1.10) 

Để cho nghiệm X(x) không đồng nhất bằng không, thì B  0, do đó ta có  

  0sin l
c


   


kl

c
   ... 2, 1, k    , 

l

c
kk     (1.11) 

Phương trình 0sin l
c


 được gọi là phương trình đặc trưng, còn các đại lượng k được gọi 

là các tần số riêng.  

Ứng với mỗi tần số riêng k ta có một hàm riêng(dạng dao động riêng) 

  
l

xk
Bx

c
BxX k

k

kk


sinsin)(        (1.12) 

Thế các biểu thức (1.12) và (1.9) vào (1.7) ta được 

   tDtC
l

xk
tTxXtxw kkkkkkk 


sincossin)()(),(     (1.13) 
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Trong đó không giảm tính chất tổng quát, ta chọn Bk = 1. 

Biểu thức (1.13) mô tả một dao động riêng của dây với tần số riêng k và dạng dao động 

riêng Xk(x). Từ hệ thức (1.11) ta thấy có vô số các dạng dao động riêng của dây(k = 1, 2,…). 

Tần số riêng 1 được gọi là tần số cơ bản. Còn dao động riêng tương ứng được gọi là dao 

động riêng cơ bản.  

Các dao động riêng (1.13) là các nghiệm riêng của phương trình (1.3). Vì phương trình (1.3) 

là phương trình đạo hàm riêng tuyến tính, áp dụng phương pháp cộng nghiệm, ta nhận được 

nghiệm tổng quát của ví dụ này. 

   









11

sincossin)()(),(
k

kkkk

k

kk tDtC
l

xk
tTxXtxw 


  (1.14) 

Trong đó các tần số riêng k được xác định từ hệ thức (1.11). Các hằng số Ck, Dk được xác 

định từ các điều kiện đầu (1.5) 

  w(x, 0)=w0(x):   





1

0 )(sin
k

k xw
l

xk
C


 

  





1

0k0 )(sinD        :)()0,(
k

k xv
l

xk
xvxw


     (1.15) 

Để xác định các hằng số Ck, Dk ta nhân phương trình (1.15) với 
l

xi
xX i


sin)(   rồi lấy tích 

phân theo chiều dài của dây. Với chú ý 

  










  k  i khi    

2

ki  khi    0
sinsin)()(

0 0

ldx
l

xk

l

xi
dxxXxX

l l

ki


   (1.16) 

Ta nhận được  

  

l

k dx
l

xk
xw

l
C

0

0 sin)(
2 

 

  

l

k

k dx
l

xk
xv

l
D

0

0 sin)(
2 


       (1.17) 

Như vậy, nghiệm (1.11) được xác định một cách duy nhất. Điều kiện (1.16) được gọi là điều 

kiện trực giao của các hàm riêng. 

Ví dụ 2: Để minh họa ta xét trường hợp v0(x) =0, còn w0(x) có dạng hình tam giác như hình 

vẽ trên. Theo (1.17) ta có Dk= 0 còn Ck được tính với hàm w0(x) có dạng  

  













lx
l

x
f

l

fx

xw

2

l
    khi    )1(2

2

l
x0    khi     

2

)(0  
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Ta dễ dạng tính được  

  
2

sin
8

sinsin
4

22

2/

0 2/





 k

k

f
dx

l

xk
l

l

x
dx

l

xk

l

x

l

f
C

l l

l

k 















    

Thế các Ck, Dk vào biểu thức (1.14) ta được  

  





1

22
cossin2

sin
8

),(
k

k t
l

xk

k

k

ftxw 





     (1.18) 

Chú ý rằng trong nhiều vấn đề thực tế người ta chỉ quan tâm đến việc xác định các tần số 

riêng và dạng dao động riêng. Trong bài toán này, chúng ta chưa cần quan tâm đến các điều 

kiện đầu. Trong bài toán dao động cưỡng bức, hiện tượng cộng hưởng là hiện tượng khi tần 

số của lực kích động trùng với một trong các tần số dao động riêng của hệ. Vì vậy để tránh 

hiện tượng cộng hưởng, ta cần phải biết các tần số riêng. 

Trong các hệ kỹ thuật, bao giờ cũng có phần tử cản. Hệ số cản càng lớn, khi tần số riêng 

càng cao. Vì vậy các dao động cao tần được kích động một cách yếu ớt và tắt khá nhanh. 

Trong thực tế chỉ các dao động riêng cơ bản và các dao động riêng bậc một là có ý nghĩa 

quan trọng. 

Thí dụ 3: Hãy xác định các tần số riêng và các hàm riêng của dây một đầu ngàm chặt, một 

đầu tự do(Hình 4.4a). Tần số riêng cơ bản sẽ thay đổi thế nào khi lực kéo S ở dây tăng gấp 

đôi? 

Theo công thức (1.9), nghiệm của X(x) có dạng  

  x
c

Bx
c

AxX


sincos)(   

Các điều kiện biên có dạng  

  X(0) = 0:   A = 0 

  0cosB     :0)(  l
cc

lX


 

Từ phương trình thứ hai khi B0 ta có phương trình đặc trưng 
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  0cos l
c


 

Từ phương trình này, khi  > 0, ta tìm được các tần số riêng 

  ... 2, 1,k    ,
2

12
         

2

12
k 







l

ckk
l

c





 

Từ đó suy ra các hàm riêng 

  2,... 1,k     ,
2

12
sin)( 







 


l

xk
BxX kk


 

Dao động riêng cơ bản và dao động riêng bậc 1 có dạng  

  
l

x
Bx

l

c

2
sin)(X     ,

2
111


   

  
l

x
Bx

l

c

2

3
sin)(X     ,

2

3
222


   

Chú ý đến công thức (1.4), tần số dao động riêng cơ bản có dạng 

  
21

2 l

S




   

Khi lực kéo S tăng gấp đôi, thì 1 được nhân với 2  

4.2. Dao động dọc và dao động xoắn của thanh thẳng 

4.2.1 Dao động dọc tự do của thanh đồng chất thiết diện không đổi 

 Xét một thanh thẳng(Hình a) có mật độ khối là (x), thiết diện là A(x), môđun đàn 

hồi là E. Thanh thực hiện dao động u(x, t) dọc trục x. Áp dụng nguyên lý d’Alember, xét 
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một phân tố của thanh chịu lực như hình vẽ b. Phương trình chuyển động theo trục x của 

phân tố thanh có dạng 

  )()()(
2

2

dx
x

N
NN

t

u
dxxAx









  

  
x

N

t

u
xAx











2

2

)()(        (2.1) 

Từ giáo trình sức bền vật liệu ta có 

  
x

u
xEAN



 )(  

Thế biểu thức trên vào phương trình (2.1) ta nhận được phương trình dao động dọc tư do của 

thanh thẳng 

  0)()()(
2

2























x

u
xEA

xt

u
xAx       (2.2) 

Khi (x) và A(x) đều là các hằng số, từ phương trình (2.2) ta suy ra phương trình dao động 

dọc tự do của thanh thẳng dồng chất tiết diện không đổi 

  


E

x

u
c

t

u









 2

2

2
2

2

2

c            ;0       (2.3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Như vậy phương trình dao động dọc tự do của thanh thẳng là phương trình đạo hàm riêng 

cấp hai có dạng giống như phương trình (1.3). Bây giờ ta tìm nghiệm của phương trình (2.3) 

dưới dạng 

  u(x, t) = X(x)T(t)        (2.4) 

Thế biểu thức nghiệm (2.4) vào phương trình (2.3) ta có 

  0)()()()( 2  tTxXctTxX   

  
)(

)(

)(

)(2

tT

tT

xX

xX
c





  

Do vế trái của phương trình trên chỉ phụ thuộc vào x, còn vế phải chỉ phụ thuộc vào t, cho 

nên hai vế đó phải bằng hằng số. Ta ký hiệu hằng sô đó là -
2
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  22

)(

)(

)(

)(




tT

tT

xX

xX
c


 

Từ đó nhận được hai phương trình vi phân thường 

  0)()(

2









 xX

c
xX


       (2.5) 

  0)()( 2  tTtT          (2.6) 

Nghiệm tổng quát của các phương trình này có dạng 

  x
c

Bx
c

AxX


sincos)( *        (2.7) 

  tDtCtT  sincos)(         (2.8) 

Các hằng số A
*
, B được xác định từ các điều kiện biên, còn các hằng số C, D được xác định 

từ các điều kiện đầu. 

Đối với thanh một đầu ngàm chặt, một đầu tự do(hình 4.6a), các điều kiện biên có dạng 

  u(0, t) = 0  0A              0X(0)       *   

  0cos
c

B             0(l)X         0
),(

),( 



 l

cx

tlu
EAtlN


 

 

Với các giả thiết B  0,  > 0, ta suy ra phương trình đặc trưng 

  0cos l
c


         (2.9) 

Từ đó suy ra các tần số riêng và các hàm riêng 

  ... 2, 1, k      ;
2

12

2

12
2








l

Ek

l

ck
k





  

  2,... 1, k     ;
2

12
sin)( 







 


l

xk
BxX kk


     (2.10) 

Đối với thanh hai đầu bị ngàm chặt(Hình 4.6b), các điều kiện biên có dạng 
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  X(0) = 0           A
*
 = 0;      X(l) = 0          0sin l

c


 

Từ đó ta có các tần số riêng và các hàm riêng 

2l

E
k

l

c
kk





  ; 

l

xk
BxX kk


sin)(      

(2.11) 

Đối với thanh hai đầu tự do(Hình 4.6c), các điều kiện biên có dạng 

0
c

sin            0  (l)X          0;  B           0)0(  lX


 

Từ đó ta nhận được  

l

xk
Ax

l

E
k

l

c
k kk







 cos)(X       ; *

k2
     

(2.12) 

Như thế, từ các điều kiện biên, chúng ta xác định được các tần số riêng và các hàm riêng.  

Thí dụ 4: Hãy xác định các tần số riêng và các hàm riêng của thanh một đầu bị ngàm chặt, 

một đầu mang khối lượng điểm m như hình a. 

Lời giải: Điều kiện biên bên trái 

u(0, t) = 0        X(0) = 0        A
*
 = 0 

Điều kiện biên bên phải 

)(m(l)XEA       
),(),( 2

2

2

lX
t

tlu
m

x

tlu
EA 









 

l
c

Bml
cc

EAB





sincos 2
 

EA

cm
l

c
g


 cot  

Ta đưa vào các ký hiệu 

  
Al

m
          ;





 
c

l
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Và chú ý đến   


E
c 2  từ phương trình trên ta suy ra 

   gcot          (2.13) 

giải phương trình (2.13) bằng phương pháp số hoặc phương pháp đồ thị, ta nhận được một 

tập vô hạn các giá trị riêng k. Từ đó suy ra các tần số riêng và các hàm riêng 

  ... 2, 1,k     ;
2


l

E

l

c
kkk


  

  
l

x
BxX kkk sin)(   

Nếu ta chọn  = 1, thì ta có 

  
2111 860,0           860,0

l

E

l

c


   

  
2222 425,3           425,3

l

E

l

c


   

4.2.2 Dao động dọc cưỡng bức của thanh thẳng đồng chất thiết diện không đổi 

Để nghiên cứu ta làm thí dụ khảo sát dao động của thanh một đầu ngàm, một đầu tự do. Tại 

đầu tự do tác dụng một lực dọc thay đổi tuần hoàn theo t là F(t)=F0cost (Hình 4.9a) 

Phương trình vi phân dao động dọc của thanh 

  0
2

2
2

2

2











x

u
c

t

u
        (2.14) 

Các điều kiện biên  

  u(0, t) = 0;  N(l, t) = EA tFtlu  cos),( 0     (2.15) 

Bài toán này được gọi là bài toán có điều kiện biên không thuần nhất. Nghiệm tổng quát của 

phương trình vi phân không thuần nhất bao gồm nghiệm tổng quát của phương trình vi phân 

thuần nhất uh(x, t) và một nghiệm riêng của phương trình vi phân không thuần nhất up(x, t) 

  u(x, t)=uh(x, t)+up(x, t)       (2.16) 

Nghiệm tổng quát của bài toán tuyến tính thuần nhất có dạng 

    )(sincos),(
1

xXtDtCtxu k

k

kkkkh 




       (2.17) 

Trong đó k là các tần số riêng, Xk(x) là các hàm riêng 

Ta tìm nghiệm riêng bài toán tuyến tính không thuần nhất dưới dạng  
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  txUtxu pp  cos)(),(        (2.18) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Thế 

biểu thức (2.18) vào phương trình (2.14) ta nhận được phương trình vi phân thường 

  0
2

2

2

2




 p

p
U

cdx

Ud
        (2.19) 

Nghiệm tổng quát của phương trình này có dạng 

  x
c

Bx
c

BxU p





 sincos)( 21  

Vậy ta có  tx
c

Bx
c

Btxu p 






 



 cossincos),( 21      (2.20) 

Các hằng số B1 và B2 được xác định từ các điều kiện biên (2.15) 

  up(0, t) = 0:          B1 =0 

  tFtluEA p  cos),( 0 :   02 cos Fl
cc

EAB 


 

l
cc

EA

F
B




cos

0

2  

Vậy nghiệm riêng (2.20) có dạng  

  t

l
c

x
c

EA

cF
txu p 






 cos

cos

sin

),( 0       (2.21) 

Nghiệm tổng quát (2.16) là tổng của hai nghiệm (2.17) và (2.21). Các hằng số Ck và Dk được 

xác định từ các điều kiện đầu. 

Trong các hệ kỹ thuật, thường tồn tại thành phần cản. Do đó với t đủ lớn, nghiệm của bài 

toán thuần nhất sẽ dần tới không. Ta chỉ cần quan tâm đến nghiệm riêng (2.21). 

Trên hình 4.9b  biểu diễn đồ thị biên độ dao động dọc của điểm cuối thanh (x = l) theo tần số 

. Trong đó ký hiệu  
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EA

lF
l

l
c

l
c

l
c

EA

lF
lU p

0*

p

0 )(        U;

cos

sin

)( 




  

Khi 0, do 1
c

cos      ,sin 





ll
c

l
c

 nên 1
)(

)(
*


lU

lU

p

p
 với 

EA

lF
lU p

0* )(   là độ dãn tĩnh của 

thanh. Do phương trình đặc trưng dao động dọc tự do là 0cos l
c


, nên khi k(tần số 

riêng) thì biên độ dao động cưỡng bức tăng lên vô cùng(do 0cos 


l
c

). Vậy hiện tượng 

cộng hưởng xảy ra khi =k(k=1, 2, …). Chú ý biểu thức nghiệm riêng (2.21) chỉ sử dụng 

được khi k. Khi k, biểu thức nghiệm riêng có dạng  

  ttxUtxu pp  cos)(),(        (2.22) 

Việc tìm nghiệm riêng trong trường hợp này đã được xét trong chương 2. 

Bây giờ ta chuyển sang xét bài toán dao động dọc cưỡng bức của thanh thẳng đồng chất thiết 

diện không đổi, trên thanh chịu tác dụng của lực dọc trục cường độ p(x,t). Khi đó phương 

trình vi phân dao động dọc cưỡng bức không cản của thanh có dạng 

  


),(
2

2
2

2

2 txp

x

u
c

t

u










       (2.23) 

Áp dụng phương pháp khai triển theo các hàm riêng, ta tìm nghiệm riêng của phương trình 

(2.23) dưới dạng 

  





1

)()(),(
i

ii xXtqtxu        (2.24) 

Trong đó Xi(x) là các hàm riêng, được xác định từ phương trình  

  0)()(

2









 xX

c
xX i

i

i


       (2.25) 

Thế biểu thức nghiệm (2.24) vào phương trình (2.23) ta có 

   





1

2 ),(
1

)()()()(
i

iiii txpxXtqcxXtq


  

Chú ý đến (2.25) phương trình trên có dạng  

    ),(
1

)()()(
1

2 txpxXtqtq i

i

iii


 




       (2.26) 

Nhân hai vế của phương trình (2.26) với hàm riêng Xk(x) rồi lấy tích phân theo chiều dài của 

thanh 
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     




l

k

l

ki

i

iii dxxXtxpdxxXxXtqtq
001

2 )(),(
1

)()()()(


  

Do tính chất trực giao của các hàm riêng, từ phương trình trên ta suy ra hệ phương trình vi 

phân thường 

  ...) 2, 1,(k    )(

)(

)(),(

)()(

0

2

02 




tf

dxxX

dxxXtxp

tqtq kl

k

l

k

kkk



    (2.27) 

Giải hệ phương trình dạng tọa độ chính (2.27) ta xác định được các hàm qk(t). Sau đó thế 

vào biểu thức (2.24) ta tìm được nghiệm riêng của phương trình (2.23). 

4.2.3 Dao động xoẳn của thanh thẳng 

Trước hết ta thiết lập phương trình vi phân dao động xoắn của thanh có thiết diện biến đổi 

(hình 4.11a). Ta tách ra một phân tố nhỏ(hình 4.11b). Mômen quán tính là 

dxIdArdxd p

A

  
2 , với Ip là mômen quán tính thiết diện cực. Áp dụng định lý mômen 

động lượng ta có 

  dxtxqdx
x

M
MMd x

xx ),(











        

  ),()(
2

2

txq
x

M

t
xI x

p 











       (2.28) 

Trong đó  là mật độ khối lượng, q(x,t) là cường độ mômen ngoại lực tác dụng lên thanh. 

Theo định luật Hook đối với thanh xoắn ta có hệ thức 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

x
xGIM dx






)(         (2.29) 
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Trong đó G là môđun cắt, Id là mômen quán tính thiết diện xoắn, GId(x) là độ cứng chống 

xoắn. Đối với mặt cắt hình tròn Id = Ip. Nói chung Id khác Ip. 

Thế biểu thức (2.29) vào phương trình (2.28) ta nhận được phương trình vi phân dao động 

xoắn của thanh thẳng thiết diện biến đổi 

  ),()()(
2

2

txq
x

xGI
xt

xI dp 



















 
      (2.30) 

Khi thanh có thiết diện không đổi Ip và Id là các hằng số. Nếu ta đưa vào các ký hiệu  

  p

2 I       , 



p

d

I

GI
c        (2.31) 

Thì từ phương trình (2.30) ta nhận được phương trình dao động xoắn của thanh có thiết diện 

không đổi 

  


 ),(
2

2
2

2

2 txq

x
c

t










       (2.32) 

Phương trình dao động xoắn của thanh thẳng dó dạng giống như phương trình dao động uốn 

của dây và phương trình dao động dọc của thanh. Cách giải phương trình này đã được trình 

bày ở trên. 

4.3. Dao động uốn của dầm 

Khi nghiên cứu dao động uốn của dầm, ta giả thiết rằng mặt cắt của dầm đối xứng 

qua hai trục. Chẳng hạn mặt cắt của dầm có dạng hình tròn, hình chữ nhật, hình chữ I. Khi 

mặt cắt của dầm không đối xứng qua hai trục thì dầm sẽ thực hiện dao động uốn và xoắn 

đồng thời. Bài toán đó ta không xét ở đây. 

Khi bỏ qua lực quán tính quay và biến dạng trượt của trục dầm ta có dầm Euler-

Bernoulli. Nếu quan tâm đến lực quán tính quay và biến dạng trượt của trục dầm ta có dầm 

Timoshenko. 

4.3.1 Thiết lập phương trình vi phân dao động uốn của dầm 

a. Dầm Timoshenko 
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Giả sử các mặt cắt của dầm luôn luôn phẳng và vuông góc với trục võng của dầm. Trục hình 

học của dầm khi chưa biến dạng thì thẳng. Ta lấy đường thẳng này làm trục x, còn trục z 

chọn vuông góc với trục x(hình 4.13). Bỏ qua dao động xoắn và dao động dọc trục. Dầm chỉ 

thực hiện dao động uốn theo phương z. 

Khác với bài toán tĩnh, ở đây độ võng w, góc xoay , mômen uốn M và lực cắt Q là các hàm 

của tọa độ x và thời gian t 

  w(x, t);      (x, t);  M(x, t);  Q(x, t) 

Như đã biết trong các tài liệu về độ bền quan hệ giữa độ võng và góc xoay có dạng 

  ),(
),(

tx
x

txw
tg  




        (3.1) 

Ta tưởng tượng tách một phân tố nhỏ của dầm có chiều dài dx như hình 4.14. Trong đó góc 

xoay  bằng tổng góc xoay (do mômen uốn M gây nên) và góc trượt ( do lực cắt Q gây 

ra) 

   





x

w
        (3.2) 

Để thiết lập các phương trình vi phân dao động uốn của dầm, ta áp dụng nguyên lý 

d’Alembert. Từ điều kiện cân bằng các lực theo phương z ta có 

  0),(
2

2










 dxtxpQdx

x

Q
Q

t

w
dm      (3.3) 

Trong đó dm = (x)dx, với (x) là khối lượng một đơn vị dài của dầm. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Từ 

điều kiện cân bằng mômen các lực, ta nhận được phương trình 
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  0
22 2

2

























t
dJ

dx
dx

x

Q
Q

dx
QMdx

x

M
M


   (3.4) 

Trong đó dJ là mômen quán tính khối của phân tố đối với trục y. 

  dJ = 
*2dmz  

nếu dầm là thanh đồng chất thì do dm
*
=dAdx, ta có hệ thức 

  dxxIdAzdxdJ
A

)(2     

Trong đó I(x)= 
A

dAz 2  là mômen quán tính mặt đối với trục y 

Từ các phương trình (3.3) và (3.4) ta suy ra 

  ),()(
2

2

txp
x

Q

t

w
x 









        (3.5) 

  
x

M
Q

t
xI









2

2

)(


         (3.6) 

Trong các giáo trình sức bền vật liệu ta có các hệ thức sau 

  
x

xEIM






)(         (3.7) 

  Q=k
*
GA(x) = k

*
GA(x) 















x

w
      (3.8) 

Trong đó: G môđun trượt, k
*
 là hệ số phân bố trượt. 

Thế các biểu thức (3.7) và (3.8) vào các phương trình (3.5) và (3.6) ta nhận được hệ hai 

phương trình đạo hàm riêng cấp hai đối với độ võng w(x,t) và góc xoay (x,t) mô tả dao 

động uốn của dầm Timoshenko. 

  ),()()( *

2

2

txp
x

w
xA

x
Gk

t

w
x 






























     (3.9) 

  



































x
xI

x
E

x

w
xGAk

t
xI





 )()()( *

2

2

    (3.10) 

Để giải hệ hai phương trình này cần biết các điều kiện biên và các điều kiện đầu. 

b. Dầm Timoshenko đồng chất thiết diện không đổi 

Do A(x) và I(x) là các hằng số, từ hệ hai phương trình dao động của dầm Timoshenko ở trên 

ta suy ra các phương trình đơn giản.  

   ),(
2

2
* txp

t

w

x

w

x
AGk 






















      (3.11) 

  
2

2

2

2
*

t
I

x
EI

x

w
AGk





























      (3.12) 
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Đạo hàm phương trình (3.12) theo x rồi cộng vào phương trình (3.11) ta được  

  
xt

I
x

w
EItxp

t

w
















2

3

3

3

2

2

),(0


      (3.13) 

Mặt khác từ phương trình (3.11) ta suy ra 

  ),(
1

*2

2

*2

2

txp
AGkt

w

AGkx

w

x














 
 

Đạo hàm riêng phương trình trên theo x, rồi theo t hai lần ta được 

  
2

2

*22

4

*4

4

3

3 ),(1

x

txp

AGkxt

w

AGkx

w

x 
















 
 

  
2

2

*4

4

*22

4

2

3 ),(1

t

txp

AGkt

w

AGktx

w

tx 
















 
    (3.14) 

Thế các biểu thức trên vào phương trình (3.13) với chú ý A  , ta có phương trình đạo 

hàm riêng cấp 4, mô tả dao động uốn của dầm Timoshenko đồng chất thiết diện không đổi. 

  

2

2

*2

2

*

4

4

*

2

2

2

22

4

*4

4

),(),(
),(

1

t

txp

GAk

I

x

txp

GAk

EI
txp

t

w

Gk

I

t

w

tx

w

Gk

E
I

x

w
EI











































    (3.15) 

c. Dầm Euler-Bernoulli 

Đối với dầm Euler-Bernoulli, do bỏ qua lực quán tính quay(I(x)=0) và biến dạng trượt của 

trục dầm (=0), từ các công thức (3.2), (3.7), (3.6) ta suy ra. 

   





x

w
,  

x
xEIM






)( ,  0






x

M
Q   (1) 

Từ đó ta có 

  




















2

2

2

2

)(
x

w
xEI

xx

Q
       (2) 

Thế (2) vào phương trình (3.5) ta được phương trình dao động uốn của dầm Euler-Bernoulli 

  ),()()(
2

2

2

2

2

2

txp
x

w
xEI

xt

w
x 





















      (3.16) 

Đối với dầm Euler-Bernoulli đồng chất, thiết diện không đổi tử (3.16) ta suy ra  

  ),(
2

2

4

4

txp
t

w

x

w
EI 









        (3.17) 

4.3.2. Dao động uốn tự do của dầm Euler-Bernoulli đồng chất thiết diện không đổi 

Trước hết ta xét dao động uốn tự do của dầm đồng chất thiết diện không đổi theo mô hình 

Euler-Bernoulli. Từ phương trình vi phân (3.17) ta có phương trình dao động uốn tự do. 
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  0
2

2

4

4











t

w

EIx

w 
       (3.18) 

Áp dụng phương pháp Bernoulli, ta tìm nghiệm của phương trình (3.19) dưới dạng  

  )()(),( tTxXtxw         (3.19) 

Thế biểu thức (3.19) vào phương trình (3.18) ta được 

  0)()()()( )(  xXtT
EI

xXtT IV 
 

Từ đó suy ra  

  
)(

)(

)(

)( )(

xX

xXEI

tT

tT IV





       (3.20) 

Do vế phải của phương trình (3.20) là hàm chỉ phụ thuộc vào x, còn vế trái là hàm chỉ phụ 

thuộc vào t, cho nên cả hai vế bằng một hằng số. Do có chủ định trước, ta gọi hằng số đó là 


2
. Từ đó suy ra 

  0)()( 2  tTtT         (3.21) 

  0)()(
2

)(  xX
EI

xX IV 
       (3.22) 

Nghiệm của (3.21) có dạng 

  tBtAtT  sincos)(         (3.23) 

Trong phạm vi bài toán xác định các tần số dao động riêng, ta phải tìm nghiệm phương trình 

(3.22) . Để biểu diễn nghiệm một cách gọn gàng, ta đưa vào đại lượng không thứ nguyên  

  4
2

4 l
EI


          (3.24) 

Khi đó phương trình (3.22) có dạng  

  0)()(

4

)( 







 xX

l
xX IV 

       (3.25) 

Ta tìm nghiệm của phương trình (3.25) dưới dạng  

  




































l

x
C

l

x
C

l

x
C

l

x
CxX  sinhcoshsincos)( 4321   (3.26) 

ở đây ta nhắc lại một ít về định nghĩa và các tính chất sơ cấp của các hàm hyperbol 

  
2

sinh
xx ee

x


   
2

cosh
xx ee

x


  

  
xx
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ee

ee
tghx








   

xx

xx

ee

ee
ghx








cot  

  Sinh0 = 0;     cosh0 = 1;   tgh0 = 0;   cotgh0 =   
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    xx coshsinh
'
   xx sinh)(cosh '   

Các hằng số C1, C2, C3, C4 trong biểu thức (3.26) được xác định từ các điều kiện biên. 

Ở đầu dầm có gối tựa bản lề, độ võng và mômen uốn đều bằng không, do đó ta có 

  X = 0,   0
2

2


dx

Xd
     (3.27a) 

Ở đầu dầm bị ngàm chặt, độ võng và góc xoay đều bằng không, ta có 

  X = 0,   0
dx

dX
     (3.27b) 

Ở đầu dầm tự do, mômen uốn và lực cắt đều bằng không, do đó 

  ,0
2

2


dx

Xd
   0

3

3


dx

Xd
     (3.27c) 

Ở hai đầu dầm, bao giờ cũng có bốn điều kiện biên. Từ các điều kiện biên, ta có thể xác định 

được các hằng số trong hệ thức (3.26). Trong quá trình đó, chúng ta sẽ nhận được phương 

trình đặc trưng. Giải phương trình đặc trưng ta nhận được các tần số riêng j. Ứng với mỗi 

tần số riêng j ta có một trị riêng j, và theo (3.26) ta có một hàm riêng Xj(x). Ta sẽ xét tính 

chất trực giao của các hàm riêng này. Giả sử Xj(x), Xk(x) là hai hàm riêng tương ứng với j, 

k. Từ phương tình (3.25) ta suy ra 

  )(
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4

4

4
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ldx

xXd
j
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









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4

4

4

xX
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










 

Nhân phương trình thứ nhất với Xk(x), phương trình thứ hai với Xj(x), trừ đi nhau rồi lấy 

tích phân theo x, ta được 
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Bằng cách tích phân từng phần, ta có 
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Chú ý đến các điều kiện biên (3.27a), (3.27b), (3.27c) ta có vế phải của phương trình trên 

luôn bằng không. Vậy ta có điều kiện trực giao 

   

l

kj dxxXxX
0

0)()(   Khi jk 

Nghiệm tổng quát của phương trình (3.18) có dạng 
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   





1

sincos)(),(
k

kkkkk tBtAxXtxw       (3.28) 

Các hằng số Ak, Bk được xác định từ các điều kiện đầu. 

Vi dụ 1: Ta xét dao động uốn tự do của dầm hai đầu 

tựa bản lề như hình vẽ 

Các điều kiện trong bài toán này là độ võng w(x,t)  

và mômen uốn M(x,t) triệt tiêu ở hai biên x= 0 và 

x = l 

 0),0( tw   0),0(),0(  twEItM  

 0),( tlw   0),(),(  tlwEItlM  

Với các điều kiện này, từ biểu thức nghiệm (3.26) ta suy ra 4 phương trình để xác định các 

hằng số C1, C2, C3, C4. 

 0C    :0)0( 31  CX  

 0sinhcoshsincosC     :0)( 4321   CCClX  

 0C-     :0)0( 31  CX  

 0sinhcoshsincosC-     :0)( 4321   CCClX  

Từ các phương trình trên và do sinh0 nên C1 = C3 = C4= 0. Mặt khác để cho C2  0, ta có 

phương trình đặc trưng 

  sin=0 

giải ra ta được  

  1,2,...k    ;)( 2 





EI

l

k
k kk      (3.29) 

Các hàm riêng (3.26) bây giờ có dạng 
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l

x
CxX k

k
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k


 sinsin)( )(

2

)(

2        (3.30) 

Khi k = 1,2 ta có 
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
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l

2

1 



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
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l

x
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2





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
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x
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22   

Biểu thức nghiệm tổng quát (3.28) trong thí dụ này có dạng 

  )sincos(sin),(
1

tBtA
l

xk
txw kkkk

k









     (3.31) 

z 

x 

l 

A,EI  
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Trong đó ta lấy 1)(

2 kC . Từ các điều kiện đầu 

  )(
t

w(x,0)
             );()0,( 00 xvxwxw 




  

Ta có các biểu thức để xác định Ak và Bk 

  )(sin 0

1

xw
l

xk
A

k

k 





 

  





1

0 )(sin
k

kk xv
l

xk
B


  

Chú ý đến tính chất trực giao của các hàm riêng (3.26), từ các biểu thức trên ta suy ra 

  

l

k dx
l

xk
xw

l
A

0

0 sin)(
2 

 

  

l

k

k dx
l

xk
xv

l
B

0

0 sin)(
2 


 

Ví dụ 2: Xác định các tần số riêng và các hàm riêng của dầm một đầu ngàm chặt, một đầu tự 

do. Các điều kiện biên có dạng 

 0),0( tw ; 0),(),(  tlwEItlM  

 0),0(  tw ; 0),(),(  tlwEItlQ  

Với các điều kiện biên trên từ biểu thức nghiệm (3.26) 

Ta suy ra hệ bốn phương trình tuyến tính thuần nhất 

 :0)0( X  C1+ C3 = 0 

 :0)0( X  C2 +C4 = 0 

 :0)(  lX  0sinhcoshsincos 4321   CCCC  

 :0)(  lX  0coshsinhcossin 4321   CCCC  

Từ hai phương trình đầu của hệ bốn phương trình trên ta suy ra C1 = -C3; C2 = -C4 

Sau đó thế vào hai phương trình sau ta được 

 0)sinh(sin)cosh(cos 21   CC  

 0)cosh(cos)sinh(sin 21   CC       (3.32) 

Điều kiện cần để cho C1 , C2 không đồng nhất triệt tiêu là định thức các hệ số phải bằng 

không 

  0
)cosh(cossinhsin

sinhsincoshcos










 

Từ đó ta nhận được phương trình đặc trưng 

  01coshcos         (3.33) 

l 

z 

x 

EI  ,A  
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Giải phương trình (3.33) bằng phương pháp số hoặc phương pháp đồ thị ta nhận được tập vô 

hạn nghiệm  = i(i=1,2,…). Khi biết được các giá trị riêng i , từ công thức (3.23) ta xác 

định được các tần số riêng. 

  





EI

l

i

i 2

2

         (3.34) 

Ứng với mỗi trị riêng I, theo (3.26) ta có một hàm riêng 

 
l

x
C

l

x
C

l

x
C

l

x
CxX iiiiiiii

i


sinhcoshsincos)( )(

4

)(

2

)(

2

)(

1     (3.35) 

Từ hệ phương trình (3.32) ta suy ra 

 )(

1

)(

2
sinhsin

coshcos i

ii

iii CC







  

Do đó  )(

1

)(

2

)(

4
sinhsin

coshcos i

ii

iiii CCC







  

Mặt khác như trên đã chỉ ra  )(

1

)(

3

ii CC   

Thế )(

4

)(

3

)(

2 ;; iii CCC  xác định theo )(

1

iC  vào biểu thức (3.35) ta được dạng cụ thể của hàm riêng  

Xi(x) 

 






















l

x

l

x

l

x

l

x
CxX ii

ii

iiiii

i






sinhsin

sinhsin

coshcos
coshcos)( )(

1  

Giải bằng số phương trình đặc trưng (3.33) ta được  

 
411 516,3875,1

l

EI


   

 
422 034,22694,4

l

EI


         (3.36) 

Biểu thức nghiệm tổng quát (3.28) trong trường hợp này có dạng 

 )sincos)((),(
1

tBtAxXtxw iiii

i

i  




       (3.37) 

Các hằng số Ai, Bi được tìm từ các điều kiện đầu 

 )(
t

w(x,0)
            ),()0,( 00 xvxwxw 




  

Như thế, ta có 

 ),()( 0

1

xwAxX
i

ii 




  )()( 0

1

xvBxX i

i

ii 




  

Nhân hai vế của các phương trình trên với hàm riêng Xk(x) rồi lấy tích phân theo x từ 0 đến 

l. Chú ý đến tính chất trực giao của các hàm riêng, ta được 
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




l

k

l

k

k

dxxX

dxxXxw

A

0

2

0

0

)(

)()(

 






l

kk

k

l

k

dxxX

dxxXxv

B

0

2

0

0

)(

)()(



 

Thí dụ 3: Cho dầm đồng chất, thiết diện không đổi, đầu bên trái ngàm chặt, đầu bên phải tự 

do mang khối lượng m. Cho biết 4/3/  lm  . Hãy xác định các tần số riêng cơ bản và 

các tần số riêng bậc 1. 

 

 

 

 

    

 

Lời giải: Cũng giống như trường hợp dầm bị ngàm chặt một đầu, một đầu tự do ở trên, ta có 

ba điều kiện biên 

 0t)(l,w-EIt)M(l,                0,t)(0,w          ,0),0( tw  

Để tìm điều kiện biên thứ tư, ta tưởng tách khối lượng m khỏi dầm. Từ định luật Newton II 

đối với khối lượng m ta có 

 0),(),(),(),(  tlwmtlwEItlQtlwm   

Với các điều kiện biên trên, từ biểu thức nghiệm (3.19), (3.23), (3.26) ta có 

 031 CC  

 042 CC  

 0sinhcoshsincos 4321   CCCC  

0)sinhcoshsincos(coshsinhcossin 43214321   CCCCCCCC  

Từ hai phương trình đầu ta suy ra C1 = -C3, C2 = -C4. Thế vào hai phương trình sau ta được 

 0)sinh(sin)cosh(cos 21   CC  

 0)sinhcoshsin(cos)coshsinhcos(sin 21   CC  

Từ điều kiện cần để cho C1, C2 không đồng nhất triệt tiêu, ta nhận được phương trình đặc 

trưng. 

 0)sincoshcos(sinhcoscosh1        (3.38) 

Khi  = 3/4, giải phương trình trên bằng phương pháp số ta có 

 
411 742,1320,1

l

EI


   

l 

z 

x 

EI  ,A  m 

m 

w(l,t) 

Q(l,t) 

z 
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422 48,16060,4

l

EI


         (3.39) 

4.3.3 Dao động uốn cưỡng bức của dầm Euler-Bernoulli đồng chất thiết diện không đổi 

Đoạn này ta xét bài toán dao động uốn cưỡng bức dầm đồng chất thiết diện không đổi theo 

mô hình Euler-Bernoulli, chịu tác dụng của ngoại lực theo phương vuông góc với trục của 

dầm. Phương trình vi phân dao động uốn cưỡng bức của dầm Euler-Bernoulli có dạng 

  ),(
2

2

4

4

txp
t

w

x

w
EI 









        (3.40) 

a. Biến đổi phương trình đạo hàm riêng (3.40) về hệ phương trình vi phân thường  

Áp dụng phương pháp Bernoulli, tìm nghiệm phương trình (3.40) dưới dạng  

  





1

)()(),(
i

ii tqxXtxw        (3.41) 

Trong đó Xi(x) là các hàm riêng 

Thế biểu thức (3.41) vào (3.40) ta được 

   





1

)( ),()()()()(
i

iii

IV

i txptqxXxqxEIX   

Từ đó suy ra 

  


),(
)()(

)(

)(
)(

1

)(
txp

xXtq
xX

xXEI
tq i

i

i

i

IV

i

i 













  

Chú ý đến các biểu thức (3.22) ta có 

  2

)(

)(

)(
i

i

IV

i

xX

xXEI



         (3.42) 

Thế (3.42) vào phương trình trên ta được 

   



),(

)()()(
1

2 txp
xXtqtq i

i

iii 




  

Nhân cả hai vế của phương trình này với hàm riêng Xk(x) rồi lấy tích phân dọc theo chiều 

dài của thanh 

     




l

k

l

ki

i

iii dxxXtxpdxxXxXtqtq
001

2 )(),(
1

)()()()(


  

Do điều kiện trực giao của các hàm riêng ta suy ra 

  )(

)(

)(),(

)()(

0

2

02 th

dxxX

dxxXtxp

tqtq kl

k

l

k

kkk 







       (3.43) 
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Như thế ta đưa việc giải phương trình đạo hàm riêng (3.40) về việc giải phương trình vi phân 

thường (3.43). 

b. Lực kích động tập trung điều hòa 

Xét dao động uốn của dầm chịu lực kích động tập trung điều hòa tF cos0  như hình vẽ. 

Theo công thức (3.30) hàm riêng Xk(x) có dạng 

  
l

xk
xX k


sin)(   

Trước hết ta tính tích phân  

  
20

2sin
4

1

2

11
sin)(

0

2

0

2 ll

l

xk

l

xk

k
dx

l

xk
dxxX

ll

k 
























 






 

 

 

 

 

 

 

 

Để tích phân 
l

k dxxXtxp
0

)(),(  trong trường hợp này ta sử dụng khái niệm hàm Delta-Dirac. 

Theo định nghĩa hàm Delta-Dirac được xác định bởi hệ thức  

  0)( ax  khi x  a và 1)( 




dxax      (3.44) 

Hàm này có tính chất  

  )()()( afdxaxxf 




        (3.45) 

Áp dụng vào bài toán của ta. Từ biểu thức  

  )(cos),( 0 axtFtxp    

Ta suy ra  

    

l l

kk dxaxxXtFdxxXaxtF
0 0

00 )()(cos)()(cos   

   
l

ak
tFdxax

l

xk
tF

l





sincos)(sincos 0

0

0    

Phương trình (3.43) bây giờ có dạng 

F=F0cost 

z 

x 

a) 

,A,l=const 

a 
F=F0cost 

y 

l 

F(t)=F0cost 

l/2 wmax 

b) 

l 
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  t
l

l

ak
F

l
l

ak
tF

tqtq kkk 



 cos

sin2

2

sincos

)()(
00

2









    (3.46) 

Nghiệm dừng của phương trình (3.46) theo chương 2 có dạng 

  t
l

l

ak
F

tq
k

k 


 cos
)(

sin2

)(
22

0





       (3.47) 

Nghiệm tổng quát của phương trình (3.40) trong trường hợp này có dạng 

 t
l

xk

l

l

ak
F

tqxXtxw
k kk

kk 


 








cossin
)(

sin2

)()(),(
1

22

0

1







 




 




1
22

0 sin

sin
cos2

),(
k k

l

xkl

ak

l

tF
txw








      (3.48) 

Công thức (3.48) là biểu thức tính độ võng ở vị trí x bất kỳ của dầm tại thời điểm t. 

Khi a = l/2, ta có 

 


 




1
22

0 sin2
sin

cos2
),(

k k
l

xk

k

l

tF
txw








      (3.49) 

Chú ý rằng  

 









EI

l

kEI

l

k

k 2

22

2

2

  

Nếu ta đưa vào ký hiệu  

 
EI

l
k

k






2

2
2 




  

Thì công thức nghiệm (3.48) có dạng  

 


 




1
244

3

0 sin

sin
cos2

),(
k l

xk

k

l

ak

EI

tlF
txw








 

Để minh họa ta lấy a = l/2 và 7,0
2

2





EI

l 


 . Khi đó ta có thể tính độ võng ở giữa dầm 

một cách tương đối đơn giản(Hình b). 

 


 













1
4

2

4

3

0

49,0

2
sin

cos2
),

2
(

k k

k

EI

tlF
t

l
w




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Chú ý rằng  

 975,1...
51,1295

1

51,624

1

51,80

1

51,0

1

49,0

1

7,5,3,1
4







k k
 

Do đó  

 t
EI

lF
t

l
w  cos

65,24
),

2
(

3

0  

Biên độ dao động ở giữa dầm là 

 
EI

lF
w

65,24

3

0

max   

Nếu dầm chịu tác dụng của lực F(t)=F0=const ở giữa dầm, theo sức bền vật liệu độ võng tĩnh 

ở giữa dầm là 

 
EI

lF
wt

48

3

0  

Như thế độ võng động cực đại ở giữa dầm lớn gần gấp đôi độ võng tĩnh tại đó. Ngoài ra chú 

ý rằng khi kk   2 Thì xảy ra hiện tượng cộng hưởng. 

c. Lực di động có trị số không đổi 

Xét bài toán dao động uốn của dầm hai đầu bản lề dưới tác 

dụng của lực F0 = const di chuyển với tốc độ v không đổi 

như hình vẽ. 

Ta đã biết các hàm riêng của dầm hai đầu chịu liên kết bản 

lề 

  
l

xk
xX k


sin)(   

Do đó   

l

k

l
dxxX

0

2

2
)(  

Sử dụng hàm Delta-Dirac, tải trọng p(x,t) trong bài toán này có dạng  

  )(),( 0 vtxFtxp    

Do tính chất của hàm Delta-Dirac(công thức 3.45) ta có 

  







 t

l

vk
Fdxvtx

l

xk
F

l





sin)(sin 0

0

0  

Phương trình (3.43) đối với bài toán này có dạng 

  t
l

F
tqtq kkkk  sin

2
)()( 02


       (3.50) 

Trong đó ta đưa vào ký hiệu  

z 
l 

EI=const 

F0 v 

x 
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l

vk
k


          (3.51) 

Nghiệm tổng quát của phương trình (3.50) đã được tính toán kỹ trong chương 2 có dạng 

  t
l

F
tBtAtq k

kk

kkkkk 


 sin
)(

2
sincos)(

22

0


    (3.52) 

Các hằng số Ak, Bk được xác định từ các điều kiện đầu. Giả sử cho biết điều kiện đầu 

  





1

0 0)0()()0,()(
i

ii qxXxwxw  

  0)0()(
)0,(

)(
1

0 



 



i

ii qxX
t

xw
xv        (3.53) 

Do tính chất trực giao của các hàm riêng, từ các điều kiện đầu (3.53) ta suy ra 

  1,2,...k          ,0)0(q          ,0)0( k  
kq      (3.54) 

Với điều kiện đầu (3.54), từ (3.52) ta dễ dàng xác định được các hằng số Ak, Bk 
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Thế (3.55) vào biểu thức (3.52) ta được 
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Theo công thức (3.41) biểu thức tính độ võng của dầm có dạng 
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  (3.57) 

Nếu ta đưa vào ký hiệu  
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Biểu thức (3.57) bây giờ có thể viết lại dưới dạng như sau 
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Hiện tượng cộng hưởng xảy ra khi kk  . Chú ý đến các biểu thức (3.29) và (3.51) ta dễ 

dàng xác định được vận tốc tới hạn vkth 
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Ở vùng cộng hưởng, độ võng của dầm sẽ đạt giá trị lớn nhất. Ta xác định độ võng của dầm 

khi v = vth. Không giảm tính tổng quát ta giả sử 11  . Khi đó trong tổng (3.59) ta chỉ cần 

giữ lại số hạng ứng với k=1. Để đơn giản cách viết ta bỏ chỉ số 1 ở 1 và 1 đi. Vậy ta có 
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ở đây biểu thức cần tính giới hạn có dạng 
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. Áp dụng qui tắc Loopital ta tính được 
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Thay thv
l


  (biểu thức 3.51) vào biểu thức trên ta được 
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Tìm cực trị của hàm (3.61) theo t. Muốn vậy ta tính đạo hàm riêng theo t và cho bằng không 
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Từ đó ta có  
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Khi x=l/2, độ võng cực đại ở điểm giữa dầm là 
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Từ giáo trình sức bền vật liệu, người ta tính được độ võng tĩnh ở điểm giữa dầm khi có lực 

F0=const tác dụng ở giữa dầm là 
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Như thế độ võng cực đại (3.63) lớn gần gấp rưỡi độ võng tĩnh. 

Khi v<<v1th, tức là 1
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độ võng 
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Đó là biểu thức xác định độ võng tĩnh của dầm chịu tác dụng của lực F0 đặt ở điểm các xa 

đầu bên trái dầm một đoạn vt mà chúng ta đã biết trong giáo trình sức bền vật liệu. 

4.3.4 Dao động uốn tự do của dầm Timoshenko thiết diện không đổi 

4.3.5 Dao động uốn tự do của dầm Euler-Bernoulli có thiết diện thay đổi 

Đối với dầm có thiết diện biến đổi việc tìm chính xác các tần số dao động riêng là bài toán 

khá cồng kềnh, phức tạp. Vì vậy người ta thường hay sử dụng các phương pháp gần đúng để 

xác định chúng. Để tính các tần số riêng của dầm Euler-Bernoulli ta có các phương pháp gần 

đúng sau: 

- Phương pháp Rayleigh 

- Phương pháp Ritz 

 

 


