
Bài giảng Cơ lý thuyết 2-18402 

   1 

 Chƣơng 1 

NGUYÊN LÝ ĐALĂMBE 

 1.1. NGUYÊN LÝ ĐALĂMBE ĐỐI VỚI CHẤT ĐIỂM 

1.1.1. LỰC QUÁN TÍNH CỦA CHẤT ĐIỂM 

Xét chất điểm khối lƣợng m, chuyển động với gia tốc a  dƣới tác dụng của 

lực F . 

Ta có:  amF    

suy ra:  0)(  amF  (1.1) 

Đặt amF qt  : gọi là lực quán tính của chất điểm. 

Vậy:  0 qtFF  (1.2)        (4.1) 

1.1.2. NGUYÊN LÝ ĐALĂMBE ĐỐI VỚI CHẤT ĐIỂM 

1. Nội dung nguyên lý 

Xét chất điểm khối lƣợng m, chịu tác dụng của lực F , phản lực liên kết R  

và chuyển động với gia tốc a . Khi đó ta có: 

 amRF   

suy ra: 0 qtFRF  

Vậy: 0~),,( qtFRF  (1.3)        (4.2) 

Tại mỗi thời điểm, các lực tác dụng lên chất điểm và lực quán tính của nó 

lập thành một hệ lực cân bằng. 

2. Ví dụ  

Một quả cầu nhỏ có khối lƣợng m, 

đƣợc treo vào toa xe chuyển động thẳng với 

gia tốc a . Xác định góc lệch   giữa dây 

treo quả cầu so với phƣơng thẳng đứng 

(Hình 4.1). 

Bài giải 

Xét chuyển động của vật nặng.  

Các lực tác dụng: 

+ Trọng lƣợng gm   . 

+ Sức căng T . 

Đặt lực quán tính: amF qt   ( maF qt  ) 

Áp dụng nguyên lý Đalămbe: 

mg

qtF
T



Hình 4.1
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 0~),,( qtFTgm  

suy ra: 
g

a

mg

ma

mg

F
tg

qt

  

 

 1.2. THU GỌN HỆ LỰC QUÁN TÍNH CỦA CÁC CHẤT ĐIỂM 

Tập hợp các lực quán tính của các chất điểm thuộc cơ hệ gọi là hệ lực quán 

tính ( qt

n

qtqt FFF ,...,, 21
). 

Khi thu gọn hệ lực quán tính về tâm thu gọn O, ta đƣợc một vectơ chính lực 

quán tính qtR đặt tại O và một momen chính lực quán tính qtM0
 với: 

 

)(00 k

qt

qt

k

qt

FmM

FR








 (1.4)        (4.3) 

Chú ý:  Ckk

qt

k

qt aMamFR        (4.4) 

M: Khối lƣợng toàn cơ hệ. 

Ca : gia tốc khối tâm C. 

Kết quả thu gọn hệ lực quán tính của vật rắn trong một số trƣờng hợp 

chuyển động thƣờng gặp: 

1. Vật rắn chuyển động tịnh tiến 

Thu gọn hệ lực quán tính về khối tâm C: 

 

0



qt

C

C

qt

M

aMR
 (1.5)         (4.5) 

2. Tấm phẳng quay quanh trục cố định vuông góc với tấm và đi qua 

khối tâm C của tấm 

Thu gọn hệ lực quán tính về khối tâm C: 

 
Cz

qt

C

qt

JM

R



 0
 (1.6)         (4.6) 

3. Tấm phẳng chuyển động song phẳng 

Thu gọn hệ lực quán tính về khối tâm C: 

 
Cz

qt

C

C

qt

JM

aMR




 (1.7) 
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 1.3. NGUYÊN LÝ ĐALĂMBE ĐỐI VỚI CƠ HỆ 

1.3.1. NỘI DUNG NGUYÊN LÝ 

Xét cơ hệ có N chất điểm, chất điểm thứ k  có khối lƣợng km , chịu tác dụng 

của ngoại lực e

kF  và nội lực i

kF , chuyển động với gia tốc 
ka  thì lực quán tính của 

chất điểm sẽ là 
kk

qt

k amF  . 

Áp dụng nguyên lý Đalămbe cho chất điểm thứ k: 

 0~),,( qt

k

i

k

e

k FFF  

Với toàn hệ ta có: 

 0~),,(
1

qt

k

i

k

e

k

n

k

FFF


 

Nhƣ đã biết trong phần tĩnh học, một hệ lực cân bằng thì vectơ chính và 

momen chính của hệ lực đối với tâm thu gọn sẽ bằng không. Do đó: 

 

0)()()(

0

0000 







qt

k

i

k

e

k

qt

k

i

k

e

k

FmFmFmM

FFFR
 

Theo tính chất nội lực: 

 

0)(

0

0 







i

k

i

k

Fm

F
 

Nên kết quả còn lại: 

 

0)()(

0

00 







qt

k

e

k

qt

k

e

k

FmFm

FF
 

Mặt khác: 

 qtqt

k RF  : là vectơ chính lực quán tính. 

 qtqt

k MFm 00 )(  : là momen chính lực quán tính. 

Cuối cùng ta có: 

 
0)(

0

00 






qte

k

qte

k

MFm

RF
 (1.8)        (4.8) 
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Tại mỗi thời điểm, nếu ta đặt vào từng chất điểm và từng vật rắn của cơ hệ 

các lực quán tính thu gọn của nó thì hệ gồm các ngoại lực và các lực quán tính 

thu gọn tác dụng lên cơ hệ lập thành một hệ lực cân bằng. 

Ý nghĩa nguyên lý: 

+ Nguyên lý Đalămbe cho phép chuyển bài toán động lực học về giải bằng 

các phƣơng trình cân bằng tĩnh học. Phƣơng pháp nhƣ vậy đƣợc gọi là phƣơng 

pháp tĩnh động lực hình học. 

+ Nguyên lý này cho phép xác định phản lực liên kết, đặc biệt là phản lực 

động lực xuất hiện khi hệ thực hiện chuyển động. 

1.3.2. VÍ DỤ 

1. Ví dụ 1 

Vật nặng A, trọng lƣợng P đƣợc treo vào sợi dây quấn vào tời O, có trọng 

lƣợng Q, bán  kính R và là trụ tròn đồng chất. Tác dụng lên tời ngẫu lực M không 

đổi. Xác định gia tốc tời, tìm sức căng dây và phản lực tại O (Hình 4.2a). 

                                        Bài giải 

 Xét cơ hệ:  

+ Ròng rọc O. 

+ Vật nặng A. 

Các lực tác dụng: 

+ Phản lực tại O ),( 00 YX . 

+ Các trọng lƣợng P , Q . 

+ Ngẫu lực M. 

Đặt lực quán tính:  

+  2

0
g

P
JM Cz

qt   

+ R
g

Q
a

g

Q
F A

qt

A   

Áp dụng nguyên lý Đalămbe: 

 0~),,,,,,( 000

qtqt

A MFMYXQP  

Hệ phƣơng trình cân bằng : 

                                00  XFkx   (1) 

                                00  qt

Aky FQPYF  (2) 

                              0)( 00  qtqt

Ak MRFMQRFm  (3) 

Từ (1), (2) và (3) suy ra: 

M

0
0

y

X
0

P

A
a

Q

A
Fqt

y

xO

0
M

qt

Hình 4.2a
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
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
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 Xét chuyển động vật nặng A (Hình 4.2b): 

                                     0~),,( TFQ qt

A
 

Áp dụng phƣơng trình hình chiếu theo phƣơng T : 

                                    0 QFT qt

A
 

suy ra:                  
22

2

QRP

PQ
FQT qt

A



  

2. Ví dụ 2 

Vật nặng A trọng lƣợng 1P  chuyển động xuống theo mặt phẳng nghiêng góc 

  với phƣơng ngang làm cho vật B trọng lƣợng 2P  chuyển động.  

Xác định thành phần phản lực ngang của gờ E tác dụng lên lăng trụ EOI. 

Bỏ qua ma sát (Hình 4.3a). 

Bài giải 

 Xét cơ hệ:  

+ Lăng trụ EOI. 

+ Các vật nặng A, B.  

Các lực tác dụng: 

21, PP , trọng lƣợng lăng trụ Q  , phản 

lực tại E 
EN , phản lực nền N . 

Đặt lực quán tính: 

+ a
g

P
a

g

P
F A

qt

A
11   

+ a
g

P
a

g

P
F B

qt

B
22  ( vì aaa BA  ) 

Áp dụng nguyên lý Đalămbe: 

 ),,,,,,( 21

qt

B

qt

AE FFNNQPP  ~ 0 

Phƣơng trình cân bằng đối với trục ngang: 

 0cos  qt

AEkx FNF  

T

aA

qtF
A

Q

Hình 4.2b

qtF
A

B

Aa

EN
Q P1

IE

A

B

O

N

Fqt

2
P



Hình 4.3a
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suy ra:  coscos 1 a
g

P
FN qt

AE   (1) 

 Xét chuyển động vật A (Hình 4.3b): 

                       ),,,( 11

qt

AA FTNP  ~ 0 

Phƣơng trình hình chiếu lên phƣơng 
1T : 

                     0sin 11  qt

AFTP   

suy ra:               a
g

P
PT 1

11 sin                          (2) 

 Xét chuyển động vật B (Hình 4.3c): 

                              ),,( 22

qt

BFTP  ~ 0 

Phƣơng trình hình chiếu lên phƣơng 
2T :  

                            022  qt

BFTP  

suy ra:                  a
g

P
PT 2

22
                              (3) 

Bỏ qua khối lƣợng ròng rọc O nên sức căng của hai nhánh dây bằng nhau. 

 21 TT   

Từ (2) và (3) ta có: a
g

P
Pa

g

P
P 2

2
1

1 sin   

Vậy:  g
PP

PP
a

21

21 sin







 

Thay vào (1): 

 
21

21
1

1 sin
coscos

PP

PP
Pa

g

P
NE







  

3.Ví dụ 3 

Thanh đồng chất AB = l, trọng lƣợng P đƣợc 

gắn bằng bản lề A vào trục quay thẳng đứng OD. 

Trục quay OD cùng thanh AB quay đều với vận tốc 

góc  . Bỏ qua ma sát, xác định góc lệch   khi 

thanh AB ở trạng thái cân bằng động. Xác định 

phản lực tại A (Hình 4.4). 

Bài giải 

Khảo sát thanh AB quay quanh trục OD với 

vận tốc góc   ở trạng thái cân bằng động. 

 

NA

1T

F
A
qt



A

1P

Hình 4.3b

T2

qtF
B

P
2

B

Hình 4.3c

y

x

Ay
X

A

Rqt

P

A

B

o

C

D

h

Hình 4.4
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Các lực tác dụng: 

+ Trọng lƣợng P . 

+ Phản lực tại A ),( AA YX  

Đặt lực quán tính: 

Vì hệ các lực quán tính của thanh AB phân bố tuyến tính nên hợp lực 

C

qt aMR   đặt tại điểm cách điểm A một đoạn AB
3

2
. Ta có : cos

3

2
lh  . 

  sin
22

2lP
MaR n

C

qt   

Áp dụng nguyên lý Đalămbe:  

 ),,,( qt

AA RYXP  ~ 0 

Hệ phƣơng trình cân bằng: 

                                0 qt

Akx RXF  (1) 

                                0 PYF Aky  (2) 

  sin
2

cos
3

2
)(

l
P

l
RFm qt

kA  (3) 

Từ (1) suy ra:  sin
2

2l

g

P
RX qt

A   

Từ (2) suy ra: PYA   

Từ (3) suy ra:  0sin
2

cos
3

2
sin

2

2  
l

P
ll

g

P
 

hay: 

 0)
2

1
cos

3
(sin 2  g
l

  

+ Nếu 0sin  , suy ra: 








0

 

+ Nếu 0
2

1
cos

3

2  g
l

 , suy ra: 
22

3
cos




l

g
  (điều kiện 1

2

3
2


l

g
) 
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BÀI TẬP CHƢƠNG 1 

Bài 1: Vật nặng A  trọng lƣợng 1P , hạ xuống theo mặt nghiêng của chêm D , 

truyền chuyển động cho vật nặng B  trọng lƣợng 2P  nhờ một sợi dây không trọng 

lƣợng, không dãn, vòng qua ròng rọc cố định O . Bỏ qua ma sát. Xác định áp lực 

của chêm D  lên mố E  của nền. 

 

 

 

 

 

 

 

Bài 2: Momen quay không đổi M  tác dụng vào tang quay của tời có bán kính R , 

trọng lƣợng P . Vật nặng A , trọng lƣợng Q  buộc vào đầu sợi dây quấn vào tang 

quay , nó đƣợc kéo lên theo mặt phẳng nghiêng với phƣơng ngang một góc  . 

Cho biết hệ số ma sát trƣợt giữa vật A  và mặt phẳng nghiêng là f . Áp dụng 

nguyên lý Đalămbe, xác định gia tốc góc của tời và phản lực tại O , xem tời là đĩa 

tròn đồng chất. 

 

 

 

 

 

 

Bài 3: Vật nặng A , trọng lƣợng P , trƣợt xuống mặt phẳng nghiêng một góc   

so với phƣơng ngang, làm cho tời O  quay. Tời O  có trọng lƣợng Q , bán kính R , 

chịu momen cản M . Bỏ qua ma sát giữa vật A  và mặt nghiêng. Áp dụng nguyên 

lý Đalămbe, xác định gia tốc góc của tời và phản lực tại O , xem tời là đĩa tròn 

đồng chất. 

 

 

 

 

 

 

090

E
D

AB

O

O



A

M

O



A

M
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Bài 4: Cho ba vật nặng khối lƣợng m1, m2, m3 nối với nhau bằng dây mềm không 

giãn không trọng lƣợng vắt qua ròng rọc cố định O. Hai vật M1 và M2 nằm trên 

mặt ngang nhẵn, còn vật M3 treo thẳng đứng. Ròng rọc xem là đĩa tròn đồng chất 

khối lƣợng m. Áp dụng nguyên lý đalămbe tìm gia tốc của các tải trọng và sức 

căng dây nối vật M2 với M3. Bỏ qua ma sát ở ổ trục ròng rọc. 

 

 

 

 

 

 

Bài 5: Vật 1 có trọng lƣợng P1 rơi xuống với gia tốc a1 làm cho đĩa 2 quay và đĩa 

3 lăn không trƣợt theo mặt phẳng nghiêng, góc nghiêng α. Đĩa 2 có trọng lƣợng 

P2, bán kính r. Đĩa đồng chất 3 có trọng lƣợng P3, bán kính R. Dây song song với 

mặt phẳng nghiêng. Tìm lực căng của các nhánh dây, lực liên kết tại trục O và 

lực ma sát tại mặt phẳng nghiêng. Bỏ qua ma sát lăn và ma sát ở ổ trục. 

 

 

 

 

 

 

Bài 6: Cho vật 1 có trọng lƣợng P1 rơi xuống làm cho ròng rọc 2 trọng lƣợng Q, 

bán kính quán tính đối với trục quay là  quay quanh trục kéo vật nặng 3 có trọng 

lƣợng P2 đi lên. Kích thƣớc ròng rọc cho trên hình vẽ. Áp dụng nguyên lý 

Đalămbe xác định gia tốc góc của ròng rọc và phản lực tại trục O. 

 

 

 

 

 

 

 

Bài 7: Sợi dây nhẹ không dãn vắt qua ròng rọc tâm O, bán kính r, trọng lƣợng P1, 

một đầu buộc vật A trọng lƣợng P, đầu kia buộc vào tâm I của bánh xe B bán 

kính R trọng lƣợng Q. Vật A rơi xuống làm bánh xe B lăn không trƣợt trên 

1 

2 

3 

O r 

R 

M3 

M1 
M2 

O 

3 

2 

1 α 

O 

a1 
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đƣờng ngang. Xác định gia tốc của vật A nếu bỏ qua ma sát lăn và ma sát ở ổ 

trục ròng rọc, bánh xe và ròng rọc xem nhƣ những đĩa tròn đồng chất. 
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Chƣơng 2 

NGUYÊN LÝ DI CHUYỂN KHẢ DĨ 

2.1. CÁC KHÁI NIỆM VỀ CƠ HỆ KHÔNG TỰ DO 

2.1.1. ĐỊNH NGHĨA CƠ HỆ KHÔNG TỰ DO 

Là tập hợp các chất điểm mà trong chuyển động, ngoài lực tác dụng, vị trí 

và vận tốc của chúng còn bị ràng buộc bởi một số điều kiện hình học và động 

học cho trước. 

Ví dụ xét cơ cấu bốn khâu nhƣ hình 5.1. 

Đây là cơ hệ không tự do vì nó chịu những điều 

kiện ràng buộc về mặt hình học:  

+ ),( 11 AOOA  

+ ),( 11 BOOB  

+ constAB  

Các điều kiện này độc lập với các lực tác 

dụng lên cơ cấu và các điều kiện đầu của chuyển động cơ cấu. 

2.1.2. LIÊN KẾT. PHƢƠNG TRÌNH LIÊN KẾT. PHÂN LOẠI LIÊN KẾT 

1. Liên kết 

Là các điều kiện ràng buộc cơ hệ về mặt hình học và động học. 

2. Phƣơng trình liên kết 

a. Định nghĩa: 

Là các phƣơng trình và bất phƣơng trình biểu thị về mặt toán học mối ràng 

buộc về mặt hình học và động học đối với các chất điểm thuộc cơ hệ. Chúng có 

dạng : 

 0),,,...,,,,,,,...,,,,( 111111 nnnnnn zyxzyxzyxzyxtf 
   ),1( s  (2.1) 

hay dƣới dạng tắt: 

 0),,,,,,( kkkkkk zyxzyxtf 
  (2.2)       (5.2) 

b. Các ví dụ minh hoạ:  

Xét cơ cấu bốn khâu ở ví dụ trên. Các khâu OA và BO1  có chiều dài tƣơng 

ứng là 1r  và 2r , khâu song phẳng AB có chiều dài l. Vị trí của cơ cấu đƣợc xác 

định qua các toạ độ của hai điểm A và B. 

Điều kiện để điểm A không rời khỏi đƣờng tròn ),( 1rO : 

 0),,,,( 2

1

22

1  ryxyxyxtf AABBAA  

Điều kiện để điểm B không rời khỏi đƣờng tròn ),( 21 rO : 

m
21m

O1O

B
A

x

y

Hình 5.1
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 0)()(),,,,( 2

2

22

2  rbyaxyxyxtf BBBBAA  

Với a, b là các toạ độ của 1O , )0,( 1  bOOa  

Điều kiện ràng buộc về khoảng cách hai điểm A và B không đổi: 

 0)()(),,,,( 222

3  lyyxxyxyxtf ABABBBAA  

Nhƣ vậy, ta có ba phƣơng trình liên kết biểu diễn các điều kiện ràng buộc 

đối với cơ cấu bốn khâu. Trong trƣờng hợp này s = 3.  

Xét chuyển động của chất điểm M, khối lƣợng m 

buộc vào đầu một sợi dây không giãn chiều dài l, còn 

đầu kia buộc vào điểm O cố định (Hình 5.2). 

Điều kiện ràng buộc với chất điểm M luôn luôn 

cách O một khoảng không lớn hơn l: 

                 0),,( 222  lyxyxtf MMMM  

Số phƣơng trình liên kết ở đây s = 1. 

Nếu giả thiết dây luôn ở trạng thái căng (coi OM là một thanh mảnh) thì 

phƣơng trình liên kết có dạng: 

 0),,( 222  lyxyxtf MMMM  

Nếu chiều dài của dây biến đổi theo thời gian (tức là )(tll  ) và coi nhƣ dây 

luôn luôn bị căng thì phƣơng trình liên kết là: 

 0)(),,( 222  tlyxyxtf MMMM  

3. Phân loại liên kết 

a. Liên kết giữ và không giữ: 

Nếu các điều kiện ràng buộc đƣợc thể hiện bằng các phƣơng trình thì liên 

kết gọi là liên kết giữ, ngƣợc lại nếu bằng các bất phƣơng trình thì liên kết đƣợc 

gọi là liên kết không giữ. 

b. Liên kết dừng và không dừng: 

Nếu phƣơng trình liên kết không chứa rõ biến thời gian thì liên kết đƣợc gọi 

là liên kết dừng, ngƣợc lại nếu chứa rõ biến thời gian thì liên kết là không dừng. 

c. Liên kết holonom và không holonom: 

Nếu trong phƣơng trình liên kết không chứa các yếu tố vận tốc hoặc có 

chứa các yếu tố vận tốc nhƣng nhờ phép tích phân đƣa về dạng không chứa các 

yếu tố vận tốc thì liên kết đƣợc gọi là holonom. Nếu các phƣơng trình liên kết 

chứa các yếu tố vận tốc nhƣng không thể loại trừ nhờ phép tích phân thì đƣợc gọi 

là không holonom. 

Ở đây chúng ta chỉ khảo sát đối với các cơ hệ chịu liên kết holonom, giữ và 

dừng, tức là phƣơng trình liên kết có dạng: 

 0),,,...,,,( 111 nnn zyxzyxf    s,1  (2.3)    (5.3) 

l
O

M

Hình 5.2
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2.1.3. DI CHUYỂN KHẢ DĨ VÀ SỐ BẬC TỰ DO CỦA CƠ HỆ 

1. Di chuyển khả dĩ 

Di chuyển khả dĩ của hệ là tập hợp tất cả 

các di chuyển vô cùng nhỏ mà các chất điểm 

thuộc hệ có thể thực hiện đƣợc sao cho phù hợp 

với các liên kết tại một thời điểm đã cho.  

Di chuyển khả dĩ của chất điểm đƣợc ký 

hiệu r ( phân biệt với các di chuyển thực rd ) 

Ví dụ: Quả cầu A đặt trên mặt nào đó thì liên kết của quả cầu với mặt tựa 

đó là liên kết tựa (Hình 5.3). Di chuyển khả dĩ là các di chuyển vô cùng nhỏ nằm 

trong mặt phẳng tiếp xúc. 

2. Số bậc tự do của cơ hệ 

Số bậc tự do của cơ hệ bằng số di chuyển khả dĩ độc lập của hệ đó. Giả sử 

hệ có N chất điểm thì có 3N di chuyển khả dĩ độc lập nhƣng có s phƣơng trình 

liên kết. Do đó số bậc tự do của cơ hệ sẽ là n = 3N – s. Trong thực tế ngƣời ta 

xác định số bậc tự do của cơ hệ qua việc phân tích khả năng chuyển động độc lập 

của cơ hệ. 

Phƣơng pháp thực hành xác định số bậc tự do của cơ hệ: 

+ Nếu cản trở một di chuyển khả dĩ độc lập mà cơ hệ đứng yên thì cơ hệ có 

một bậc tự do. 

+ Nếu cản trở hai di chuyển khả dĩ độc lập mà cơ hệ mới đứng yên thì cơ hệ 

có hai bậc tự do. 

2.1.4. TOẠ ĐỘ SUY RỘNG CỦA CƠ HỆ 

Tập hợp các thông số đủ để xác định đƣợc vị trí của cơ hệ trong một hệ quy 

chiếu xác định đƣợc gọi là các toạ độ suy rộng của cơ hệ. 

Các toạ độ suy rộng đƣợc ký hiệu là nqqq ,...,, 21 . Các toạ độ suy rộng có 

thể là toạ độ Đêcác của các chất điểm thuộc cơ hệ, góc quay hay toạ độ cong,... 

Vị trí của cơ hệ đƣợc xác định nhờ các toạ độ suy rộng nên các toạ độ 

Đêcac của các chất điểm thuộc hệ có thể biểu diễn qua các toạ độ suy rộng. 

 ),...,,( 21 nkk qqqxx   

 ),...,,( 21 nkk qqqyy   (2.4)        (5.4) 

 ),...,,( 21 nkk qqqzz   

hay:  ),...,,( 21 nkk qqqrr   (2.5)       (5.5) 

Chú ý: Số bậc tự do bằng số toạ độ suy rộng của cơ hệ.  

Xét trƣờng hợp con lắc kép nhƣ hình 5.4, ta có thể xác định vị trí của con 

lắc kép bằng cách chọn toạ độ suy rộng nhƣ sau: 

r

A

Hình 5.3
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











2

1

q

q
 

Các toạ độ Đêcác của các chất điểm thuộc 

cơ hệ đƣợc biểu diễn thông qua chúng nhƣ sau: 

sin1lxA   ; cos1lyA    

 sinsin 21 llxB   ;   coscos 21 llyB   

 

2.1.5. CÔNG KHẢ DĨ 

Công khả dĩ là công sinh ra bởi lực tác dụng lên chất điểm trên di chuyển 

khả dĩ của chất điểm đó. 

Công khả dĩ của lực hoạt động aF  trên di chuyển khả dĩ là aA  

Công khả dĩ của phản lực liên kết R  trên di chuyển khả dĩ là RA  

2.1.6. LỰC SUY RỘNG 

Cho c¬ hÖ di chuyÓn kh¶ dÜ { kr


}. Khi ®ã, biÓu thøc c«ng kh¶ dÜ sÏ lµ: 

 



N

k

kkzkkykkxkkk zFyFxFrFA
1

)...(.


 

Chän c¸c to¹ ®é suy réng ®ñ: q1, q2,..., qn. 

Tõ biÓu diÔn cña to¹ ®é §Òc¸c qua to¹ ®é suy réng : 

),...,,,(

),...,,,(

),...,,,(

21

21

21

nkk

nkk

nkk

qqqtzz

qqqtyy

qqqtxx







 

Ta cã: 

i

n

i i

k

k

i

n

i i

k
k

i

n

i i

k

k

q
q

z
z

q
q

y
y

q
q

x
x


































1

1

1

 

Thay vµo  biÓu thøc cña c«ng kh¶ dÜ, ta ®­îc: 

i

n

i

ii

n

i

N

k i

k
kz

i

k
ky

i

k
kxk qQq

q

z
F

q

y
F

q

x
FA 






















  

  11 1

)...(  (2.6) 

Trong ®ã: 


 



















N

k i

k

k

N

k i

k

kz

i

k

ky

i

k

kxi
q

r
F

q

z
F

q

y
F

q

x
FQ

11

.)...(


   (2.7) 

2l

l1

B

A





y

x

O

Hình 5.4
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®­îc gäi lµ lùc suy réng t­¬ng øng víi to¹ ®é suy réng qi. 

Chó ý: §èi víi c¬ hÖ h«l«n«m vµ c¸c to¹ ®é suy réng ®ñ th× {qi}trong 
(2.6) ®éc lËp ®èi víi nhau. Cßn trong tr­êng hîp to¹ ®é suy réng d­ th× gi÷a c¸c 

{qi}cã quan hÖ phô thuéc: 

sq
q

f
j

r

j j

,10
1











 

Thø nguyªn cña lùc suy réng: 

 
 
 q

A
Q   

V× vËy, nÕu to¹ ®é suy réng lµ ®é dµi th× lùc suy réng cã thø nguyªn cña lùc 
th«ng th­êng, cßn nÕu to¹ ®é lµ gãc th× lùc suy réng cã thø nguyªn cña ngÉu lùc. 

Ph­¬ng ph¸p tÝnh lùc suy réng 

Ph­¬ng ph¸p 1 

Dùa trùc tiÕp vµo biÓu thøc 


 



















N

k i

k

k

N

k i

k

kz

i

k

ky

i

k

kxi
q

r
F

q

z
F

q

y
F

q

x
FQ

11

.)...(


  

Yªu cÇu: Ph¶i t×m h×nh chiÕu cña c¸c lùc lªn c¸c trôc to¹ ®é §Òc¸c vµ to¹ 
®é ®iÓm ®Æt cña lùc viÕt trong to¹ ®é §Òc¸c th«ng qua to¹ ®é suy réng. 

VÝ dô: XÐt con l¾c kÐp chÞu t¸c ®éng 

cña lùc F


vµ cã träng l­îng : PQ


, . §é dµi 

c¸c thanh: OA = R, AB = l, OC1 = s1, OC2 = 
s2 (C1, C2 lµ träng t©m cña thanh OA, AB). 

- Chän hÖ trôc to¹ ®é vu«ng gãc 
nh­ h×nh vÏ. 

- To¹ ®é suy réng ®ñ lµ :  ,. 

- §iÓm ®Æt cña c¸c lùc.  

+ P


®Æt t¹i C1(x1, y1): 

 








PP

P
P

y

x 0
 













cos

sin

11

11

sy

sx
 

+ Q


 ®Æt t¹i C2(x2, y2): 

 








QQ

Q
Q

y

x 0
 













coscos

sinsin

22

22

sRy

sRx
 

 + F


®Æt t¹i B(x3, y3): 

  








0y

x

F

FF
F


 












cos.cos

sin.sin

3

3

lRy

lRx
 



x

O

y

A

B F
P 

Q 

C1 

C2 

 
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Do Px = Qx= Fy = 0 nªn ta kh«ng ph¶i tÝnh ®¹o hµm riªng cña x1, x2, y3 theo 

c¸c to¹ ®é suy réng , . 

Thùc hiÖn c¸c phÐp tÝnh sau: 










cos.

sin.

sin.

3

2

1
1

R
x

R
y

s
y
















 









cos.

sin.

0

3

2
2

1

l
x

s
y

y
















 

Thay vµo biÓu thøc Qi , ta cã: 

 


 cos..sin..sin..... 1

321 RFRQsP
x

F
y

Q
y

PQ xyy 













  

 


 cos..sin..... 2

321 lFsQ
x

F
y

Q
y

PQ xyy 













  

Ph­¬ng ph¸p 2 

 Dùa vµo biÓu thøc c«ng kh¶ dÜ 

  



N

k

kkzkkykkx

N

k

kkk zFyFxFrFA
11

)...(. 


 

Yªu cÇu: 

- BiÓu diÔn c¸c to¹ ®é §Õc¸c theo to¹ ®é suy réng. 

- TÝnh biÕn ph©n cña to¹ ®é §Òc¸c theo c¸c biÕn ph©n cña to¹ ®é suy 
réng. 

- Thay vµo biÓu thøc c«ng kh¶ dÜ. Khi ®ã, c¸c ®¹i l­îng ®øng tr­íc 
c¸c biÕn ph©n cña to¹ ®é suy réng chÝnh lµ lùc suy réng. 

VÝ dô: §èi víi con l¾c kÐp trªn, biÓu thøc cña to¹ ®é suy réng cã d¹ng 

321 ... xFyQyPAk    

c¸c biÕn ph©n ®­îc tÝnh nh­ sau 

   .sin.cos. 1111 sysy   

   .sin.sin.cos.cos. 2222 sRysRy   

   .cos..cos.sin.sin. 33 lRxlRx   

Thay vµo biÓu thøc c«ng kh¶ dÜ, ta cã 





)sin..cos..()sin..sin..cos.(

)coscos.()sinsin..().sin..(

21

21

sQlFRQsPF

lRFsRQsPAk





 Lùc suy réng nhËn ®­îc 
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







sin..cos..

sin..sin..cos..

2

1

sQlFQ

RQsPRFQ




 

Ph­¬ng ph¸p 3 

 NÕu ta chän c¸c to¹ ®é suy réng ®ñ th× biÕn ph©n cña c¸c to¹ ®é suy réng 
®ñ ®éc lËp víi nhau. Do ®ã, ta cã thÓ tÝnh tõng lùc suy réng riªng rÏ b»ng c¸ch 
chän c¸c di chuyÓn kh¶ dÜ ®Æc biÖt. 

- §Ó tÝnh Qi , ta chän: q1 = 0,..., qi-1 = 0, qi  0, qi+1 = 0, ..., qn = 0. 

- TÝnh c«ng kh¶ dÜ cña c¸c lùc trong di chuyÓn kh¶ dÜ ®Æc biÖt ®· chän

   Ak(qi) 

Mµ:    Ak(qi) = Qi.qi 

Suy ra 

   
i

ik

i
q

qA
Q






)(
     (2.8) 

VÝ dô: Ta lµm vÝ dô ®èi víi con l¾c kÐp trªn 

 §Ó tÝnh Q , ta chän:   ,  = 0 (tøc cho thanh OA di chuyÓn mét gãc 

 cßn thanh AB chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn). C«ng kh¶ dÜ nhËn ®­îc 

  




)sin..sin..cos..(

)cos..()sin().sin..()(

1

1

RQsPRF

RFRQsPAk




 

Suy ra 





 sin..sin..cos..

)(
1 RQsPRF

A
Q

k



 

 §Ó tÝnh Q , ta chän:  = 0,   0 (tøc gi÷ thanh OA cè ®Þnh cho thanh 
AB quay quanh A). BiÓu thøc c«ng kh¶ dÜ nhËn ®­îc : 





)sin..cos..(

.cos...sin..0.)(

2

2

sQlF

lFsQPAk




 

Suy ra 

  



 sin..cos..

)(
2sQlF

A
Q

k



 

NhËn xÐt: Ph­¬ng ph¸p 2 vµ 3 ®­îc sö dông nhiÒu nhÊt ®Æc biÖt lµ ph­¬ng 
ph¸p 3 khi to¹ ®é suy réng ®­îc chän lµ ®ñ. 

Chó ý: Ngoµi ba ph­¬ng ph¸p nªu trªn ta cßn cã thÓ tÝnh lùc suy réng nh­ 
sau. Khi c¸c lùc t¸c dông lªn c¬ hÖ võa lµ lùc cã thÕ vµ kh«ng thÕ.  

*

i

i

i Q
q

Q 



       (2.9) 
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 Trong ®ã:      (q1, q2,…qn) lµ hµm thÕ n¨ng cña c¬ hÖ 

   *

iQ  lµ lùc suy réng cña c¸c lùc kh«ng thÕ 

VÝ dô: Ta lµm vÝ dô ®èi víi con l¾c kÐp ë trªn. 

V× PQ


,  lµ c¸c lùc cã thÕ nªn ta cã hµm thÕ n¨ng 

 

constsQRQsP

constsRQsP

constyQyP











cos..cos)..(

)coscos(cos.

..

21

21

21

 

Nh­ng do F


lµ lùc kh«ng thÕ nªn ta tÝnh 
*

iQ  theo biÓu thøc trªn 

   )cos.cos.(..)( 33  lRFyFxFFA yx 


 

VËy  








cos..

cos..

*

*

lFQ

RFQ




 

Suy ra 

 











cos..sin..

cos..sin)..(

2

*

1

*

lFsQQQ

RFRQsPQQ













 

2.1.7. LIÊN KẾT LÝ TƢỞNG 

Liên kết đƣợc gọi là lý tƣởng nếu tổng công của tất cả các lực liên kết trong 

mọi di chuyển khả dĩ của cơ hệ đều bằng không. 

 0 R

kA  (2.10) 

Ví dụ: Nếu bỏ qua ma sát, khi vật trƣợt trên đƣờng cong ( hay mặt cong ) cố 

định sẽ có công của phản lực liên kết tựa N bằng không. 

 

 2.2. NGUYÊN LÝ DI CHUYỂN KHẢ DĨ 

2.2.1. NỘI DUNG NGUYÊN LÝ 

Điều kiện cần và đủ để hệ có liên kết lý tưởng cân bằng ở vị trí đã cho là 

tổng công nguyên tố các lực hoạt động trong mọi di chuyển khả dĩ của hệ đều 

bằng không. 

 0 kk

a

k rFA   (2.11) 

Chứng minh 

1. Điều kiện cần   

+ Giả thiết hệ có liên kết lý tƣởng và cân bằng. 
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+ Kết luận 0 a

kA  

Theo giả thiết hệ cân bằng nên mọi chất điểm thuộc hệ cũng cân bằng dƣới 

tác dụng của lực chủ động và phản lực liên kết. Xét chất điểm thứ k chịu tác dụng 

của lực hoạt động a

kF và phản lực liên kết 
kR  

Vì chất điểm thứ k cân bằng nên 0 k

a

k RF  

Trên một di chuyển khả dĩ bất kỳ 
kr nào đó, ta có: 

 0)(  kk

a

kk rRFA   

Xét toàn hệ:  0)(   kk

a

kk rRFA  

hay:    k

a

k rF 0 kk rR  

Do hệ chịu liên kết lý tƣởng nên 0 kk rR  

Do đó:  0 k

a

k

a

k rFA   

2. Điều kiện đủ  

+ Giả thiết 0 a

kA  

+ Kết luận hệ cân bằng. 

Giả thiết hệ chịu liên kết lý tƣởng và cân bằng, có tổng công nguyên tố của 

các lực chủ động tác dụng lên hệ thoả mãn 0 a

kA . Khi đó nếu hệ ở trạng thái 

cân bằng thì sẽ cân bằng mãi mãi. Nếu ở một thời điểm nào đó hệ bắt đầu chuyển 

động thì biến thiên động năng 0T . Do đó 0 R

k

a

k AA  . Theo giả thiết 

hệ chịu liên kết lý tƣởng nên 0 R

kA . Từ đó suy ra 0 a

kA , điều này trái 

giả thiết. Vậy hệ phải ở trạng thái cân bằng. 

Chú ý:  

+ Nếu hệ chịu liên kết lý tƣởng thì chỉ cần tính đến các lực hoạt động còn 

phản lực liên kết có thể bỏ qua. 

+ Nếu có ma sát ta coi lực ma sát là lực chủ động. 

2.2.2. ĐIỀU KIỆN CÂN BẰNG CỦA HỆ TRONG TOẠ ĐỘ SUY RỘNG 

Điều kiện cân bằng: 

 0...2211  nnk qQqQqQA   (2.12) 

Do 1q , 2q ,..., nq độc lập với nhau nên đẳng thức trên chỉ thoả mãn khi: 

 0...21  nQQQ  (2.13) 
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Vậy điều kiện cần và đủ để hệ có liên kết lý tƣởng cân bằng trong toạ độ 

suy rộng là tất cả các lực suy rộng tƣơng ứng với các toạ độ suy rộng của hệ bằng 

không. 

Số các điều kiện cân bằng bằng số toạ độ suy rộng hay số bậc tự do của hệ. 

Trƣờng hợp các lực hoạt động tác dụng lên hệ là những lực có thế và hàm 

thế năng có dạng ),...,,( 21 nqqq  ta có điều kiện cân bằng nhƣ sau: 

 ni
qi

,1,0 



 (2.14) 

2.2.3. VÍ DỤ 

1.Ví dụ 1 

Cho cơ hệ đƣợc biểu diễn nhƣ 

hình vẽ. Dây mềm mảnh, nhẹ và không 

giãn đƣợc buộc vào vật A, vòng qua 

ròng rọc cố định C, ròng rọc động D, 

ròng rọc cố định E, cuối cùng đƣợc 

buộc vào vật nặng B. Tại trục ròng rọc 

động D có treo vật K có trọng lƣợng Q. 

Cho biết hai vật A, B có cùng trọng 

lƣợng P. Xác định P theo Q và xác định 

hệ số ma sát trƣợt f giữa vật A và mặt 

phẳng ngang để hệ cân bằng (Hình 5.5). 

Bài giải 

Khảo sát cơ hệ gồm các vật A, K, B. 

Hệ có hai bậc tự do n = 2. 

Chọn các toạ độ suy rộng: 
B

A

sq

sq





2

1  

Để viết các điều kiện cân bằng của cơ hệ, ta tính các lực suy rộng sAQ  và 

sBQ . 

+ Tính lực suy rộng sAQ  : Cho cơ hệ di chuyển khả dĩ 0As  và 0Bs  

 AAmskAmsk s
Q

fPs
Q

FsQsFA  )
2

()
2

(   

Do  KA ss  2 , suy ra: 
2

Q
fPQsA   

+ Tính lực suy rộng sBQ  : Cho cơ hệ di chuyển khả dĩ 0Bs  và 0As  

 BkBk s
Q

PsQsPA  )
2

(   

sB

As

K

B

D

EC
A

Hình 5.5
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Do  KB ss  2 , suy ra: 
2

Q
PQsB   

Điều kiện cân bằng của cơ hệ: 

 0
2


Q
fPQsA     ;       0

2


Q
PQsB  

suy ra: 












1

2

f

Q
P

 

2. Ví dụ 2 

Cho hệ dầm gồm hai thanh AB và BD nối với nhau bằng bản lề B, liên kết 

với tƣờng nhờ ngàm A và với mặt nằm ngang nhờ gối tựa có con lăn D. Trên 

dầm AB có tải trọng phân bố đều cƣờng độ q N/m, tại điểm giữa của dầm OD có 

tác dụng lực tập trung P. Chiều dài dầm AB bằng 2a và chiều dài của BD là 4a 

(Hình 5.6a). 

Tìm phản lực tại gối D và ngàm A. Bỏ qua ma sát. 

Bài giải 

Khảo sát cơ hệ là dầm ghép. Cơ hệ không có bậc tự do. 

 Tìm phản lực tại D: Ta giải phóng liên kết tại D, thay bằng phản lực 
DN  

tƣơng ứng. 

Cơ hệ một bậc tự do.  

Chọn toạ độ suy rộng là góc định vị   của thanh BD đối với thanh AB. 

Tính Q : Cho cơ hệ di chuyển khả dĩ 0  (Hình 5.6b). 

  )42(42 aNaPaNaPsNsPA DDDDCk   

suy ra: aNaPQ D 42   

Từ điều kiện cân bằng : 0Q  

suy ra: 
4

P
N D   

 Tìm phản lực liên kết tại A:  

Giải phóng liên kết tại C, thay bằng các phản lực 
AAA mYX ,,  tƣơng ứng.  

Cơ hệ ba bậc tự do. 

Chọn các toạ độ suy rộng: 











3

2

1

q

q

xq D
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Với Dx  là hoành độ điểm D,   là góc định vị của thanh BD so với trục 

ngang Ox,   là góc định vị của thanh AB đối với thanh BD. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tính xDQ : Cho cơ hệ di chuyển khả dĩ 0,0   Dx  (hình 5.6c). 

 DAk xXA    

2a 2a 2a

q

P
A B C D

Hình 5.6a

DCBA
P

Q (Q = 2aq) ND

 sC
Ds

a

E

Hình 5.6b

Q 
P

B C D

A

AY

XA

m
A

xD

E

Hình 5.6c

AX

YA

A
B

Q 

DC
P

C
E

A 

E

s s
s

Am

Hình 5.6d

P
C D

Q 

B
A

AY

XA

mA

sA

E



E

s
Hình 5.6e

DNQ 
P

B C D

AX

A
m

YA

A
E

Hình 5.6f
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suy ra:  AxD XQ   

Tính lực suy rộng Q : Cho cơ hệ di chuyển khả dĩ 0,0   Dx  

(Hình 5.6d).  





)652(

652

AA

AAAAAECk

maYaQaP

maYaQaPmsYsQsPA
 

suy ra: AA maYaQaPQ  652  

Tính lực suy rộng Q : Cho cơ hệ di chuyển khả dĩ 0,0   Dx  

(Hình 5.6e). 

 




)2(

2

AA

AAAAAEk

maYQa

maYQamxYxQA




 

suy ra: AA maYQaQ  2  

Từ điều kiện cân bằng của hệ: 

 0,0,0   QQQxD  

Ta nhận đƣợc: 

 )(;
2

;0 QPam
P

QYX AAA   

 Chú ý: Có thể đồng thời giải phóng liên kết tại A và D. Lúc đó cơ hệ có 

bốn bậc tự do (Hình 5.6f). Chọn các toạ độ suy rộng : ,,, DD yx  và tiến hành 

tính các lực suy rộng QQQ yDxD ,,  và Q . Từ điều kiện triệt tiêu lực suy rộng ta 

xác định đƣợc các phản lực liên kết AAAC mYXN ,,, . 
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PHẦN BÀI TẬP CHƢƠNG 2 

Bài 1: Cho hệ dầm chịu liên kết và kích thƣớc nhƣ hình vẽ. Bỏ qua trọng lƣợng 

các dầm, biết 8kN/m, 20kNmq M  . Áp dụng nguyên lý di chuyển khả dĩ, tìm 

các phản lực tại A và C. 

 

 

 

 

Bài 2: Cho hệ dầm có kích thƣớc và chịu liên kết nhƣ hình vẽ. Bỏ qua trọng 

lƣợng các dầm. Biết 5kN/m, 20kNmq F  . Áp dụng nguyên lý di chuyển khả dĩ, 

tìm phản lực tại A, C, D. 

 

 

 

 

 

 

Bài 3: Cho hệ thanh nhƣ hình vẽ. Thanh AB có trọng lƣợng P. Hỏi trọng lƣợng Q 

của thanh BC và lực F phải là bao nhiêu để hệ cân bằng ở vị trí và α = 60
0
 và  = 

30
0
. Cho AB = BC = 2L. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bài 4: Tìm trọng lƣợng P1 và P2 của hai vật nặng đƣợc giữ cân bằng trên các mặt 

nghiêng nhờ vật nặng trọng lƣợng P, nếu vật nặng P1 và P2 đƣợc buộc vào 2 đầu 

của một sợi dây, sợi dây này đi từ vật nặng P1 qua ròng rọc O1 gắn trên trục nằm 

ngang đến ròng rọc động O mang vật nặng P, sau đó vòng qua ròng rọc O2 cùng 

trục với ròng rọc O1 và cuối cùng đến vật nặng P2. Ma sát, cũng nhƣ khối lƣợng 

các ròng rọc và dây bỏ qua. 

 

 

A B C D

M

q

1.5m 2m 2m

B

q

1m 2m 2m

A

C

1m 1m

D

060

F

A 

B 

C 

α 

 

F
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Bài 5: Hai thanh đồng chất OA và AB nối với nhau bằng bản lề A đƣợc treo vào 

tƣờng nhờ bản lề O. Tại điểm B có lực F


 tác dụng theo phƣơng ngang hƣớng từ 

trái sang phải. Cho OA = 2l1; AB = 2l2, trọng lƣợng của các thanh OA và AB lần 

lƣợt là P1 và P2. Tìm các góc lệch 1 và  của các thanh OA và AB làm với 

phƣơng thẳng đứng để cơ hệ ở trạng thái cân bằng. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P1 P2 

P 

O 

O1 O2 

α  





x

O

y

A

B F
P1 

P2 
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Chƣơng 3 

PHƢƠNG TRÌNH VI PHÂN CHUYỂN ĐỘNG CỦA CƠ HỆ 

3.1. PHƢƠNG TRÌNH TỔNG QUÁT ĐỘNG LỰC HỌC 

3.1.1. PHƢƠNG TRÌNH TỔNG QUÁT ĐỘNG LỰC HỌC 

 Xét cơ hệ gồm N chất điểm chịu liên kết lý tƣởng. Ngoài lực hoạt động 
a

kF


 và phản lực liên kết 
kR


, ta thêm vào chất điểm thứ k lực quán tính 

kk

qt

k amF


 . Theo nguyên lý Đalămbe cho chất điểm k ta có: 

  0~,, qt

kk

a

k FRF


 

Cho hệ một di chuyển khả dĩ rồi áp dụng nguyên lý di chuyển khả dĩ, ta có 

                                          
    0R

k

qt

k

a

k AAA                                     (3.1) 

Nhƣng do hệ chịu liên kết lý tƣởng nên   0R

kA  do đó  

                                                 
   0qt

k

a

k AA 
                                          

(3.2) 

Vậy ta có                                    0 k

qt

k

a

k rFF



                                          
(3.3) 

Đẳng thức (3.2) gọi là phƣơng trình tổng quát động lực học. 

 Nếu hệ chịu liên kết lý tưởng thì tại mỗi thời điểm tổng công nguyên tố 

của các lực hoạt động và các lực quán tính đặt vào hệ trên mọi di chuyển khả dĩ 

của hệ đều bằng không. 

3.1.2. VÍ DỤ 

 1. Ví dụ 1   

 Tại đĩa C ở dƣới tác dụng một mômen quay M. 

Xác định gia tốc của tải trọng A trọng lƣợng P1 đƣợc 

kéo lên trên, nếu trọng lƣợng của đối trọng B là P2. Các 

đĩa C và D đồng chất cùng bán kính R, trọng lƣợng Q. 

Bỏ qua khối lƣợng của dây. 

Bài giải 

- Xét cơ hệ gồm: Đĩa C, D, tải trọng A, B. 

- Hệ có một bậc tự do 

- Chọn tọa độ suy rộng độc lập là x(độ dịch 

chuyển của tải trọng A). 

- Các lực hoạt động tác dụng lên cơ hệ: 

M ,P ,P ,Q , 21D


CQ  

- Lực quán tính:  
B

2qt

BA
1qt

A aF    ,a
g

p
F

g

P
  

 

O1 

O2 

A 

B 

M 

R 

R 

1P


 

qt

AF


qt

BF


2P


qt

CM

qt

DM

D 

C 
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Với  aA = aB  = a = R  =>  
R

a
   

Từ đó ta có  
2g

QRa
εJM        ,

2g

QRa
εR

2g

Q
εJM Dz

qt

D

2

CZ

qt

C    

Áp dụng phƣơng trình tổng quát động lực học ta có 

0)()(                                 

)()()()()()()( 21



 
qt

B

qt

A

qt

D

qt

CDC

qt

k

a

k

FAFA

MAMAMAPAPAQAQAAA




  








 021 xFxF
R

x
M

R

x
M

R

x
MxPxPA qt

B

qt

A

qt

D

qt

C  

  0)( 21 xFF
R

M

R

M

R

M
PPA qt

B

qt

A

qt

D

qt

C  

Do 0x  suy ra: 021  qt

B

qt

A

qt

D

qt

C FF
R

M

R

M

R

M
PP  

Thay vào ta thu đƣợc kết quả nhƣ sau:   g
RQPP

RPPM
a

)(

)(

21

12




  

2. Ví dụ 2 

Hai vật nặng M1, M2 có trọng lƣợng tƣơng ứng 

P1, P2 đƣợc buộc vào hai dây quấn vào hai tang của 

một tời bán kính R, r. Để nâng vật nặng M1 lên, tác 

dụng lên tời một mômen quay M. Tìm gia tốc góc của 

tời quay. Biết trọng lƣợng của tời là Q và bán kính 

quán tính đối với trục quay là . 

  Bài giải 

- Hệ có một bậc tự do. 

- Các lực hoạt động tác dụng lên hệ:

M ,Q ,P ,P 21


 

- Các lực quán tính: 

  r
g

P
a

g

P
F qt 1

1
1

1  

  R
g

P
a

g

P
F qt 2

2
2

2  

  2

g

Q
JM O

qt

O  

Cho hệ một di chuyển khả dĩ ứng với tời quay một góc  theo chiều 

M, ta có: 

   011221122

qt

O

qtqtqt

k

a

k MsFsFMsPsPAA  

Với    Rrs 21 s       ,  

Thay vào ta thu đƣợc kết quả nhƣ sau: 

M2 

2 

O r 

R 

M1 
2P


 

1P


 

qt

2F


qt

1F


M 

qt

OM

Q

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  g
rPQRP

rPRPM
2

1

22

2

12




  

  

3.2. PHƢƠNG TRÌNH LAGRĂNG II 

3.2.1. PHƢƠNG TRÌNH LAGRĂNG II 

Từ phƣơng trình tổng quát động lực học, ta có 

   0qt

k

a

k AA 
                                          

(3.4) 

Giả sử hệ có n bậc tự do và vị trí của nó đƣợc xác định bởi các tọa độ suy rộng 

q1, q2,…, qn. 

Theo công thức đã biết     nn

a

k qQqQqQA  ...2211

 
Tƣơng tự với các lực quán tính ta cũng có  

  n

qt

n

qtqtqt

k qQqQqQA ...2211

 
          

 
Thay vào (3.4) ta có 

      0...222111  n

qt

nn

qtqt qQQqQQqQQ
 

Vì n21 q ,...,q , q  độc lập nhau nên đẳng thức trên chỉ thỏa mãn khi và chỉ khi 

011  qtQQ
 

022  qtQQ
 

            ……………      
(3.5) 

0 qt

nn QQ
 

Mặt khác, qua một số phép biến đổi toán học và cơ học ta có 

  




























ii

qt

i
q

T

q

T

dt

d
Q

                
(3.6) 

Thay (3.6) vào
 
(3.5) ta thu đƣợc 









































































n

nn

Q
q

T

q

T

dt

d

Q
q

T

q

T

dt

d

Q
q

T

q

T

dt

d







................................

2

22

1

11

                                            
(3.7) 

Hệ (3.7) đƣợc gọi là phƣơng trình Lagrăng II, mô tả chuyển động của cơ hệ. 

Trong đó Q1, Q2,…, Qn là các lực suy rộng ứng với các tọa độ suy rộng là q1, 

q2,…,qn. đã đƣợc xác định ở chƣơng trƣớc. 
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3.2.2. TÍCH PHÂN ĐẦU CỦA CHUYỂN ĐỘNG 

1. Tích phân năng lƣợng 

Khảo sát cơ hệ chịu liên kết hôlônôm, giữ, dừng và lý tƣởng có n bậc tự 

do, Các lực hoạt động là các lực thế. Khi đó cơ năng của cơ hệ. 

  E = T +  = const = h                                         (3.8) 

Đẳng thức (3.8) đƣợc gọi là tích phân năng lƣợng, còn h đƣợc gọi là hằng 

số năng lƣợng, nó đƣợc xác định từ điều kiện đầu của chuyển động. 

2. Tích phân xycơlic 

 Tọa độ qs đƣợc gọi là tọa độ xycơlic, nếu: 

0Q    ,0
q

    ,0 s

s











sq

T

                                  
(3.9) 

 Lúc này phƣơng trình Lagrăng II ứng với tọa độ này có dạng nhƣ sau 

C
qq

T

ss






















T

                ,0
dt

d
                                

(3.10) 

Đẳng thức (3.10) là một tích phân đầu của cơ hệ, đƣợc gọi là tích phân xycơlic. 

3.2.3. VÍ DỤ 

 1. Ví dụ 1 

 Một con lắc toán học khối 

lƣợng m2, dài l đƣợc nối vào con trƣợt 

A khối lƣợng m1. Con trƣợt đƣợc nối 

vào tƣờng bằng lò xo có độ cứng c. 

Cho biết con trƣợt A có thể trƣợt 

không ma sát trên nền nhẵn. Thiết lập 

phƣơng trình vi phân chuyển động của 

cơ hệ. 

  Bài giải 

 

Cơ hệ có 2 bậc tự do: n = 2 

Chọn tọa độ suy rộng:   




2

1

q

xq

 

Phƣơng trình Lagrăng II 

    

















































Q
TT

dt

d

Q
x

T

x

T

dt

d
x




 

Ta có động năng của cơ hệ:  T = TA + TB 

x 

x 

y 

O 
A 

F(t) 

B 

 
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    2

1

2

1
2

1

2

1
xmvmT AA
  

    
2

2
2

1
BB vmT   

Mặt khác  








siny               ,cosy

cosx           ,sin

BB

B

ll

lxlxxB

 

  
222222

B cos2   v   lxlxyx BB  

Vậy thay vào ta thu đƣợc  

    cos
2

1
)(

2

1
2

22

2

2

21
 xlmlmxmmT  





cos)( 221



lmxmm

x

T
 













sincos)( 2

2221



lmlmxmm

x

T

dt

d

 

0




x

T
 





cos2

2

2 xlmlm
T


  













sincos 22

2

2



xlmxlmlm

T

dt

d
 





sin2
xlm

T
 

Tính toán lực suy rộng: Chọn gốc thế năng là O 

   
*

*

 











QQ

Q
x

Q xx

 

Ta có :  
Cglmcx  cos

2

1
2

2

 

Để tính lực suy rộng của các lực không thế ta có:  

     xtFA )(   

      0Q    ),(Q   **

x  tF  

Vậy ta tính đƣợc  

   
  sinQ         ),( 2 glmtFcxQx  
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Thay vào phƣơng trình Lagrăng II ta đƣợc: 

  











0gsinlcosx  

 F(t)cxsinlmcoslmx)m(m 2

2221





 

 

2. Ví dụ 2

  
Tay máy chuyển động trong mặt phẳng thẳng đứng, gồm hai thanh đồng 

chất AB và BD nối với nhau bằng bản lề B. Thanh AB nằm ngang, khối lƣợng 

m1, chịu tác dụng của lực nằm ngang F(t), trƣợt dọc trong rãnh E nhẵn trơn. 

Thanh thẳng BD có chiều dài 2l khối lƣợng m2, chịu tác dụng của ngẫu lực có mô 

men M(t)(Hình 2). Thiết lập phƣơng trình vi phân chuyển động của tay máy theo 

các tọa độ suy rộng x, . 

 

 

 

 

 

Bài giải 

Cơ hệ có 2 bậc tự do: n = 2 

Chọn tọa độ suy rộng:   




2

1

q

xq

 

Phƣơng trình Lagrăng II 

    

















































Q
TT

dt

d

Q
x

T

x

T

dt

d
x




 

Ta có động năng của cơ hệ:  T = TAB + TBD 

  
22

2BD

2

1
2

1

2

1
T   ,

2

1
2

 CzCAB JvmxmT 
 

  







siny        ,cos

cosx    ,sin

22

22

C

C

lly

lxlxx

C

C

 

  3
J        ,cos2

2

2
Cz

222222

222

lm
lxlxyxv CCC  

 

Thay vào ta có động năng của cơ hệ 

  

22

22

2

21 lm
3

2
xlcosmx)m(m

2

1
 T

 

D 

F(t) 

x 

 M(t) 

A 

E 

B 
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



cos)( 221



lmxmm

x

T
 













sincos)( 2

2221



lmlmxmm

x

T

dt

d
 

0




x

T
 








2

22
3

4
cos lmxlm

T
 
















2

222
3

4
sincos lmxlmxlm

T

dt

d
 





sin2
xlm

T
 

Tính toán lực suy rộng 

   
*

*

 











QQ

Q
x

Q xx

 

Ta có :  
Cglm  cos2  

Để tính lực suy rộng của các lực không thế ta có:  

    )()( tMxtFA   

      )(Q    ),(Q   **

x tMtF    

Vậy ta tính đƣợc  

   
)(sinQ         ),( 2 tMglmtFQx    

Thay vào phƣơng trình Lagrăng II ta đƣợc: 

  












)(sin
3

4
cos  

 F(t)sincos)(

2

2

22

2

2221

tMglmlmxlm

lmlmxmm




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PHẦN BÀI TẬP CHƢƠNG 3 

Bài 1: Thành lập phƣơng trình vi phân chuyển động của một con lắc có khối 

lƣợng 2m  và có độ dài l , điểm treo của nó nằm tại tâm của đĩa tròn đồng chất bán 

kính r  và có khối lƣợng 1m . Đĩa có thể lăn không trƣợt dọc theo trục ngang, tâm 

của đĩa nối với giá cố định nhờ một lò xo có độ cứng c . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bài 2: Cho cơ hệ nhƣ trên hình vẽ. Con lăn tâm C  là trụ tròn đồng chất, khối 

lƣợng 2m  lăn không trƣợt trên tấm A . Tấm A  có khối lƣợng 1m , chuyển động 

không ma sát trên nền ngang. Các lò xo có độ cứng lần lƣợt là 1c  và 2c . Khi 

1 0x   và 2x l , các lò xo không biến dạng. Chọn tọa độ suy rộng cho hệ là 1x  và 

2x . Thiết lập phƣơng trình vi phân chuyển động của cơ hệ. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Bài 3: Cho cơ hệ chuyển động trong mặt phẳng thẳng đứng nhƣ hình vẽ. Thanh 

đồng chất OA  trọng lƣợng 1P m g , chiều dài 1l , nối với giá cố định bằng bản lề 

O , khối tâm 1C . Thanh mảnh AC  khối lƣợng không đáng kể, chiều dài 2l , nối 

với thanh OA  bằng bản lề tại A  (các trục khớp vuông góc mặt phẳng hình vẽ). 

Quả cầu nhỏ C  trọng lƣợng 2Q m g  (coi nhƣ chất điểm). Thiết lập phƣơng trình 

vi phân chuyển động của hệ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 





x

O

y

A

C

1x

2x

1c 2c

A

C

c
A

x

C

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Bài 4: Theo mặt phẳng nghiêng của lăng trụ (1) hợp với phƣơng ngang một góc 

 , một khối trụ đồng chất (2) có khối lƣợng 2m  chuyển động lăn không trƣợt 

làm cho lăng trụ dịch chuyển trên mặt phẳng nhẵn nằm ngang và lò xo (3) biến 

dạng. Lò xo (3) gắn vào tƣờng thẳng đứng, có hệ số cứng c . Khi 0x  , lò xo 

không biến dạng. Khối lƣợng của lăng trụ là 1m . 

Thiết lập phƣơng trình vi phân chuyển động của cơ hệ theo các tọa độ suy rộng x  

và s .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bài 5: Thành lập phƣơng trình vi phân chuyển động của một con lắc có khối 

lƣợng 2m  và có độ dài l , điểm treo của nó nằm tại tâm của đĩa tròn đồng chất bán 

kính r  và có khối lƣợng 1m . Đĩa có thể lăn không trƣợt dọc theo trục ngang, tâm 

của đĩa nối với giá cố định nhờ một lò xo có độ cứng c . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bài 6: Cho cơ hệ nhƣ trên hình vẽ. Con lăn tâm C  là trụ tròn đồng chất, khối 

lƣợng 2m  lăn không trƣợt trên tấm A . Tấm A  có khối lƣợng 1m , chuyển động 

không ma sát trên nền ngang. Các lò xo có độ cứng lần lƣợt là 1c  và 2c . Khi 

1 0x   và 2x l , các lò xo không biến dạng. Chọn tọa độ suy rộng cho hệ là 1x  và 

2x . Thiết lập phƣơng trình vi phân chuyển động của cơ hệ. 

 
 
 
 
 
 
 

x

s

 1

 2

 3

c
A

x

C 

1x

2x

1c 2c

A

C
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Bài 7: Cho cơ hệ chuyển động trong mặt phẳng thẳng đứng nhƣ hình vẽ. Thanh 

đồng chất OA  trọng lƣợng 1P m g , chiều dài 1l , nối với giá cố định bằng bản lề 

O , khối tâm 1C . Thanh mảnh AC  khối lƣợng không đáng kể, chiều dài 2l , nối 

với thanh OA  bằng bản lề tại A  (các trục khớp vuông góc mặt phẳng hình vẽ). 

Quả cầu nhỏ C  trọng lƣợng 2Q m g  (coi nhƣ chất điểm). Thiết lập phƣơng trình 

vi phân chuyển động của hệ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bài 8: Tay máy chuyển động trong mặt phẳng thẳng đứng gồm thanh đồng chất 

AB và vật rắn G nối với nhau bằng bản lề B. Thanh AB nằm ngang, trọng lƣợng 

P, chịu tác dụng của lực nằm ngang F(t), trƣợt đƣợc trong rãnh E nhẵn trơn. Vật 

rắn G có trọng lƣợng Q, khoảng cách từ điểm treo B đến khối tâm G là a, mô 

men quán tính của vật G đối với trục đi qua điểm B của nó là JB, đồng thời vật 

rắn G chịu tác dụng của ngẫu lực có mô men M(t)(Hình 2). Thiết lập phƣơng 

trình vi phân chuyển động của tay máy theo các tọa độ suy rộng x và .  

 

 

 

 

 

 

Bài 9: Cho con lăn là hình trụ đồng chất bán kính R trọng lƣợng P lăn không 

trƣợt trên mặt nằm ngang, tâm của đĩa nối với tƣờng cố định nhờ một lò xo có độ 

cứng c. Thanh AB = l đồng chất trọng lƣợng Q nối bàn lề tại A. Hệ chuyển động 

trong mặt phẳng thẳng đứng(hình 2). Thiết lập phƣơng trình vi phân chuyển động 

của cơ hệ theo các tọa độ suy rộng x và . 
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Bài 10: Vật 1 có khối lƣợng m0, có biên dạng là cung phần tƣ đƣờng tròn, bán 

kính R, có thể trƣợt không ma sát theo phƣơng ngang. Đĩa tròn đồng chất C, có 

khối lƣợng m, bán kính r, lăn không trƣợt theo cung tròn AB. Bỏ qua ma sát 

lăn(hình 2). Viết phƣơng trình vi phân chuyển động của cơ hệ theo các tọa độ suy 

rộng x và . 

 

 

 

 

 

 

Bài 11: Trong xà 1 khối lƣợng m1, có khoét theo chiều dọc một rãnh trụ có bán 

kính R, một hình trụ tròn đồng chất 2 bán kính r, khối lƣợng m2 lăn không trƣợt 

trong rãnh. Trục rãnh và trục hình trụ 2 song song với nhau. Xà 1 chuyển động 

trên mặt phẳng ngang nhẵn dƣới tác dụng của lực ngang F(t), lực đàn hồi tuyến 

tính của lò xo có độ cứng c(hình 2). Thiết lập phƣơng trình vi phân chuyển động 

của cơ hệ theo tọa độ suy rộng x và . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bài 12: Vật 1 có khối lƣợng m1 đặt trên nền ngang nhẵn. Con lắc 2 có khối lƣợng 

m2 quay đƣợc quanh trục A, mô men quán tính đối với trục qua khối tâm G là J, 

khoảng cách AG = L. Lò xo có độ cứng c, khi x = 0 lò xo không biến dạng(hình 

2). Thiết lập phƣơng trình vi phân chuyển động của hệ theo tọa độ suy rộng x và 

. 
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Chƣơng 4 

Va ch¹m cña c¸c vËt r¾n 

Va ch¹m lµ mét hiÖn t­îng c¬ häc hay gÆp trong kü thuËt. Cã nh÷ng vµ 

ch¹m cã h¹i, ta kh«ng mong muèn ( va ch¹m cña hai «t«, ... ), nh­ng còng cã 

nh÷ng hiÖn t­îng va ch¹m cã lîi, ®­îc sö dông trong kü thuËt ( bóa ®ãng cäc, 

c¸c m¸y va rung, ... ). 

 

4.1.C¸c gi¶ thiÕt gÇn ®óng trong qu¸ tr×nh va ch¹m 

4.1.1.§Þnh nghÜa  

Va ch¹m cña c¸c vËt r¾n lµ sù tiÕp xóc bÊt th×nh l×nh cña c¸c vËt r¾n, g©y 

nªn sù thay ®æi c¸c ®Æc tr­ng c¬ häc cña c¸c vËt thÓ nµy : vËn tèc c¸c ®iÓm vµ 

vËn tèc gãc cña c¸c vËt r¾n va nhau thay ®æi mét l­îng h÷u h¹n trong mét 

kho¶ng thêi gian rÊt bÐ. 

4.1.2.C¸c ®Æc ®iÓm cña qu¸ tr×nh va ch¹m 

1.Thêi gian va ch¹m 

Trong qu¸ tr×nh va ch¹m gi÷a c¸c vËt r¾n, thêi gian va ch¹m rÊt bÐ. Ký hiÖu 

1t  lµ thêi ®iÓm ®Çu va ch¹m, 2t  lµ thêi ®iÓm cuèi va ch¹m, ta cã 12 ttt   rÊt bÐ. 

2.Sù biÕn d¹ng vµ kh«i phôc khi va ch¹m 

Trong qu¸ tr×nh va ch¹m, c¸c vËt r¾n va nhau vµ bÞ biÕn d¹ng ë vïng tiÕp 

xóc. Møc ®é vµ tr¹ng th¸i biÕn d¹ng phô thuéc vµo b¶n chÊt ®µn håi cña hai mÆt 

va ch¹m vµo nhau. Quan s¸t c¸c vËt thÓ va ch¹m, ta thÊy : Lóc ®Çu c¸c vËt thÓ bÞ 

biÕn d¹ng ë vïng tiÕp xóc, sau ®ã do tÝnh chÊt ®µn håi cña vËt liÖu, chóng kh«i 

phôc l¹i dÇn h×nh d¸ng cò. C¨n cø vµo tÝnh chÊt ®µn håi cña vËt liÖu, ng­êi ta 

ph©n lo¹i va ch¹m nh­ sau : 

- Va ch¹m mÒm : kh«ng cã giai ®o¹n kh«i phôc. 

- Va ch¹m ®µn håi : cã giai ®o¹n kh«i phôc. 

- Va ch¹m tuyÖt ®èi ®µn håi : C¸c vËt thÓ kh«i phôc l¹i ®óng h×nh d¸ng cò. 

3.Lùc va ch¹m vµ xung lùc va ch¹m 

Khi hai vËt r¾n va nhau, c¸c lùc liªn kÕt xuÊt hiÖn ë c¸c vËt va nhau trong 

thêi gian va ch¹m ®­îc gäi lµ c¸c lùc va ch¹m. C¸c lo¹i lùc ho¹t ®éng kh¸c t¸c 

dông lªn c¸c vËt r¾n va ch¹m ®­îc gäi lµ c¸c lùc th«ng th­êng. Ký hiÖu lùc va 

ch¹m lµ )(tR . 

Do qu¸ tr×nh va ch¹m x¶y ra trong kho¶ng thêi gian rÊt nhá, vËn tèc c¸c 

®iÓm thay ®æi mét l­îng h÷u h¹n, cho nªn c¸c lùc va ch¹m cã trÞ sè rÊt lín vµ 

biÕn thiªn rÊt nhanh. V× vËy, ng­êi ta th­êng ®¸nh gi¸ t¸c dông cña lùc va ch¹m 

qua xung l­îng cña chóng. 
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§Þnh nghÜa : Xung l­îng cña lùc va ch¹m trong thêi gian va ch¹m 

12 ttt   ®­îc gäi lµ xung lùc va ch¹m. 


2

1

)(

t

t

dttRS          (4.1) 

4.1.3.C¸c gi¶ thiÕt gÇn ®óng 

+ Vïng tiÕp xóc biÕn d¹ng cña c¸c vËt r¾n lµ mét vïng nhá so víi diÖn tÝch 

bÒ mÆt cña c¸c vËt r¾n va ch¹m vµo nhau. Do ®ã, ta cã thÓ sö dông m« h×nh hai 

vËt r¾n tiÕp xóc ®iÓm khi tÝnh to¸n va ch¹m cña c¸c vËt r¾n. 

+ Trong qu¸ tr×nh va ch¹m, do thêi gian va ch¹m t  rÊt bÐ, sù thay ®æi vÞ trÝ 

c¸c vËt thÓ va ch¹m lµ nhá. Do ®ã, ta cã thÓ bá qua dÞch chuyÓn trong va ch¹m. 

+ C¸c lùc va ch¹m lín tíi møc cã thÓ bá qua t¸c dông cña c¸c lùc th«ng 

th­êng ( träng l­îng, søc ®Èy cña giã, lùc c¶n kh«ng khÝ, ... ) trong thêi gian va 

ch¹m. 

4.1.4.M« h×nh c¬ häc cña hai vËt r¾n ph¼ng va ch¹m 

XÐt hai vËt r¾n 1 vµ 2. Trong thêi gian va ch¹m, chóng tiÕp xóc víi nhau t¹i 

®iÓm P. Ta ký hiÖu 1P  lµ ®iÓm thuéc vËt r¾n 1, 2P  lµ ®iÓm thuéc vËt r¾n 2, t¹i thêi 

®iÓm va ch¹m chóng trïng nhau t¹i P. 

1.MÆt ph¼ng tiÕp xóc vµ ®­êng va ch¹m 

Khi hai vËt r¾n ch¹m vµo nhau, ë ®iÓm tiÕp xóc P, chóng cã chung mét mÆt 

ph¼ng tiÕp tuyÕn gäi lµ mÆt ph¼ng tiÕp xóc. §­êng ph¸p tuyÕn chung víi mÆt 

ph¼ng tiÕp xóc t¹i P gäi lµ ®­êng va ch¹m, ký hiÖu Pn. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.Sù ph©n lo¹i va ch¹m 

a.Va ch¹m xuyªn t©m vµ va ch¹m kh«ng xuyªn t©m : 

 

 

 

 

 

 

c c1 2

MÆt ph¼ng 

tiÕp xóc chung

1 2

p n

(E)

(E)

np 21 cc

(E)

np

21 cc
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NÕu ®­êng va ch¹m ®i qua 21, CC  th× va ch¹m ®­îc gäi lµ xuyªn t©m. 

NÕu ®­êng va ch¹m kh«ng ®i qua 21, CC  th× va ch¹m ®­îc gäi lµ kh«ng 

xuyªn t©m. 

b.Va ch¹m th¼ng vµ va ch¹m xiªn 

 

 

 

 

 

 

NÕu vËn tèc ë ®iÓm tiÕp xóc P däc theo h­íng ®­êng va ch¹m th× va ch¹m 

®­îc gäi lµ va ch¹m th¼ng. Ng­îc l¹i khi vËn tèc ë ®iÓm tiÕp xóc P kh«ng trïng 

víi h­íng cña ®­êng va ch¹m th× va ch¹m ®­îc gäi lµ va ch¹m xiªn. 

c.Va ch¹m nh½n ( kh«ng cã ma s¸t ) vµ kh«ng nh½n ( cã ma s¸t ) : 

                 
21 RR        

tt

nn

RR

RR

21

21




 

Va ch¹m ®­îc gäi lµ nh½n nÕu lùc va ch¹m gi÷a hai vËt thÓ däc theo h­íng 

cña ®­êng va ch¹m. Ng­îc l¹i, khi lùc va ch¹m cã thµnh phÇn tiÕp tuyÕn kh¸c 

kh«ng, va ch¹m ®­îc gäi lµ kh«ng nh½n. 

3.§Þnh luËt Niut¬n vµ Poatx«ng vÒ va ch¹m  

a.§Þnh luËt Niut¬n  

 

 

 

 

 

 

 

                  Tr­íc va ch¹m                                                   Sau va ch¹m 

Ta cã : const
vv

vv
e

nPnP

nPnP 





12

12 ''
      (4.2) 

21, PP vv  : vËn tèc cña 21, PP  tr­íc va ch¹m. 
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R
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p

®uêng 

va ch¹m

1

1n
v

p

2
v

p

p
v

2n

1
v

P'

P'
v

1n

2n
v

p'

p'
v

2



Bài giảng Cơ lý thuyết 2-18402 

   40 

21 ',' PP vv  : vËn tèc cña 21, PP  sau va ch¹m. 

e : hÖ sè kh«i phôc ( hÖ sè va ch¹m ). HÖ sè nµy phô thuéc vµo tÝnh chÊt cña 

vËt liÖu c¸c vËt va ch¹m, th­êng ®­îc x¸c ®Þnh b»ng thùc nghiÖm. 

b.§Þnh luËt Poatx«ng : 

Thêi gian va ch¹m ®­îc chia lµm hai giai ®o¹n : giai ®o¹n biÕn d¹ng 

)( 1 Cttt   vµ giai ®o¹n kh«i phôc )( 2tttC  . 

Ký hiÖu 
1S  lµ xung lùc va ch¹m trong giai ®o¹n biÕn d¹ng, 

2S  lµ xung lùc 

va ch¹m trong giai ®o¹n kh«i phôc. 

Ta cã : const
S

S
e 

1

2 ,   e  : hÖ sè kh«i phôc ( hÖ sè biÕn d¹ng ). 

NÕu va ch¹m nh½n ( kh«ng cã ma s¸t ) th× ee  . 

Do ®ã ta dïng ký hiÖu e ®Ó chØ hÖ sè kh«i phôc Niut¬n còng nh­ Poatx«ng. 

NhËn xÐt : 

+ Va ch¹m mÒm : e = 0. 

+ Va ch¹m tuyÖt ®èi ®µn håi : e = 1. 

+ Va ch¹m ®µn håi : 0 < e < 1. 

 

4.2.C¸c ®Þnh lý tæng qu¸t cña ®éng lùc häc 

Trong qu¸ tr×nh va ch¹m 

4.2.1.§Þnh lý ®éng l­îng  

§Þnh lý ®éng l­îng cña c¬ hÖ :  e

kSQQ 12     (4.3) 

 e

kS  : tæng xung l­îng cña c¸c ngo¹i lùc e

kF . 

Trong bµi to¸n va ch¹m, do bá qua c¸c lùc th«ng th­êng nªn  e

kS  lµ tæng 

xung l­îng c¸c lùc va ch¹m ngoµi. 

MÆt kh¸c : 

)(),( 2211 tvMQtvMQ CC         (4.4) 

Víi M lµ khèi l­îng toµn c¬ hÖ,  )(),( 21 tvtv CC  lµ vËn tèc khèi t©m cña c¬ hÖ 

tr­íc vµ sau va ch¹m. 

§Þnh lý : BiÕn thiªn ®éng l­îng cña c¬ hÖ trong va ch¹m b»ng tæng xung 

l­îng c¸c lùc va ch¹m ngoµi. 

 e

kCC StvMtvM )()( 12        (4.5) 

4.2.2.§Þnh lý momen ®éng l­îng 

§Þnh lý momen ®éng l­îng ®èi víi c¬ hÖ cã d¹ng : 

)(0
0 e

kFm
dt

Ld
         (4.6) 
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0L  : momen ®éng l­îng c¬ hÖ ®èi víi ®iÓm O. 

e

kk

e

k FrFm  )(0  : tæng momen cña c¸c ngo¹i lùc va ch¹m t¸c dông 

lªn c¬ hÖ ®èi víi ®iÓm O, 
kr  : vect¬ ®Þnh vÞ cña chÊt ®iÓm kM  ®èi víi ®iÓm O. 

dtFrdtFmLd e

kk

e

k )()(00    

TÝch ph©n hai vÕ trong kho¶ng thêi gian va ch¹m t , ta cã : 

)()( 0

2

1

2

1

)1(

0

)2(

0

e

k

e

kk

t

t

e

kk

t

t

e

kk SmSrdtFrdtFrLL     

Do bá qua sù dÞch chuyÓn trong va ch¹m nªn constrk  . 

e

kS  : xung l­îng cña lùc va ch¹m ngoµi t¸c dông lªn chÊt ®iÓm kM . 

VËy : )(0

)1(

0

)2(

0

e

kSmLL         (4.8) 

Tõ ®ã ta cã : 

)()1()2( e

kzzz SmLL          (4.9) 

Trong tr­êng hîp vËt r¾n quay quanh trôc cè ®Þnh, ta cã : 

)(12

e

kzzz SmJJ                   (4.10) 

4.3.Va ch¹m th¼ng xuyªn t©m 

Cña hai vËt r¾n chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn 

4.3.1.M« h×nh c¬ häc 

Cho hai qu¶ cÇu ®ång chÊt, khèi l­îng 21, mm  chuyÓn ®éng tÞnh tiÕn víi vËn 

tèc 
21, vv  ( 21 vv  ) cïng h­íng theo ®­êng va ch¹m, ®ång thêi còng lµ ®­êng 

xuyªn t©m 21PCC . T×m vËn tèc khèi t©m hai vËt sau va ch¹m 
21 ',' vv  vµ l­îng mÊt 

®éng n¨ng T  qua va ch¹m. Cho biÕt hÖ sè kh«i phôc lµ e. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C¸c giai ®o¹n va ch¹m  

v1 2v u 1v' 2v'

m1 2m 1m 1mm2 m2

BiÕn d¹ng Kh«i phôc



Bài giảng Cơ lý thuyết 2-18402 

   42 

+ Giai ®o¹n biÕn d¹ng: x¶y ra trong kho¶ng thêi gian tõ Ctt 1 , b¾t ®Çu tõ 

lóc hai vËt tiÕp xóc nhau, cã vËn tèc kh¸c nhau 
21, vv  vµ kÕt thóc khi chóng cã 

vËn tèc b»ng nhau u . Gäi xung lùc va ch¹m trong giai ®o¹n nµy lµ 
1S . 

+ Giai ®o¹n kh«i phôc: x¶y ra trong kho¶ng thêi gian tõ 
2ttC  , b¾t ®Çu tõ 

lóc hai vËt cã vËn tèc b»ng nhau u  vµ kÕt thóc khi hai vËt rêi nhau vµ cã vËn tèc 

21 ',' vv . Gäi xung lùc va ch¹m trong giai ®o¹n nµy lµ 
2S . 

Do bá qua ma s¸t t¹i ®iÓm tiÕp xóc P nªn 
21, SS  h­íng theo ®­êng va ch¹m 

21PCC . 

4.3.2.C¸c ph­¬ng tr×nh va ch¹m 

Dùa vµo ®Þnh lý ®éng l­îng trong va ch¹m, ta viÕt ph­¬ng tr×nh va ch¹m 

cho tõng vËt trong c¸c giai ®o¹n va ch¹m. 

Trong giai ®o¹n biÕn d¹ng : 

+ vËt 1 : 1111 Svmum   

+ vËt 2 : 1222 Svmum   

Trong giai ®o¹n kh«i phôc : 

+ vËt 1 : 2111 ' Sumvm   

+ vËt 2 : 2222 ' Sumvm   

§Þnh luËt Poatx«ng : 

12 eSS   

KÕt qu¶ : 

21

2211

mm

vmvm
u




                   (4.11) 

=> )( 21

21

21
1 vv

mm

mm
S 


                 (4.12) 

=> )( 21

21

21
12 vv

mm

mm
eeSS 


                (4.13) 

=> 























)()1('

)()1('

12

21

1
22

21

21

2
11

vv
mm

m
evv

vv
mm

m
evv

               (4.14) 

4.3.3.X¸c ®Þnh l­îng mÊt ®éng n¨ng qua va ch¹m 

BiÓu thøc ®éng n¨ng hÖ hai qu¶ cÇu tr­íc vµ sau va ch¹m lµ : 

2

22

2

111
2

1

2

1
vmvmT   

2

22

2

112 '
2

1
'

2

1
vmvmT   
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=> 2

21

21

21

2
2

2

2

22

2

1

2

1121 )(
2

1
)'(

2

1
)'(

2

1
vv

mm

mme
vvmvvmTTT 




 (4.15) 

C«ng thøc (4.15) biÓu diÔn l­îng mÊt ®éng n¨ng qua va ch¹m. 

§¹i l­îng 
1T

T
  ®­îc gäi lµ hÖ sè hiÖu dông va ch¹m. 

XÐt tr­êng hîp riªng, khi 02 v  ( vËt r¾n thø hai ®øng yªn ). Khi ®ã biÓu 

thøc (3.12) cã d¹ng : 

,
2

1 2

1

21

21

2

v
mm

mme
T




    2

111
2

1
vmT   

=> 
21

22

1

)1(
mm

m
e

T

T





  

Trªn c¬ së c«ng thøc (3.13) rót ra mét sè kÕt luËn øng dông quan träng nh­ 

sau : 

+ Khi 1m  ( khèi l­îng vËt va ch¹m ) >> 2m  ( khèi l­îng vËt bÞ va ch¹m ) 

21

2

mm

m


 << 1 => T  nhá. 

VËy khi ®ãng cäc, ®ãng ®inh, ... khèi l­îng bóa ph¶i lín h¬n khèi l­îng 

cña cäc, cña ®inh nhiÒu lÇn ®Ó gi¶m n¨ng l­îng bÞ tiªu hao vµo biÕn d¹ng. 

+ Khi 1m  ( khèi l­îng vËt va ch¹m ) << 2m  ( khèi l­îng vËt bÞ va ch¹m ) 

21

2

mm

m


   1 => T  lín. 

Nh­ vËy khi rÌn, c¾t th× khèi l­îng ®e ph¶i lín h¬n khèi l­îng bóa nhiÒu 

lÇn ®Ó t¨ng n¨ng l­îng tiªu hao sö dông vµo biÕn d¹ng. 

4.3.4.VÝ dô  

§Ó gia cè nÒn mãng, ng­êi ta dïng bóa ®ãng cäc 

xuèng nÒn ®Êt. Bóa cã khèi l­îng 1m , r¬i kh«ng vËn tèc ®Çu 

tõ ®é cao h so víi ®Çu cäc, cäc cã khèi l­îng 2m . Sau mçi 

lÇn va ®Ëp, cäc ®i xuèng mét ®o¹n d. T×m lùc c¶n trung b×nh 

cña ®Êt lªn cäc. Gi¶ thiÕt va ch¹m cña bóa vµ cäc lµ va ch¹m 

mÒm. 

Bµi gi¶i 

Do va ch¹m lµ mÒm nªn chØ cã giai ®o¹n biÕn d¹ng vµ 

hÖ sè kh«i phôc e = 0. ¸p dông ®Þnh luËt b¶o toµn c¬ n¨ng, 

t×m ®­îc vËn tèc cña bóa tr­íc khi va ch¹m : 

ghvghm
vm

2
2

11

2

11    

VËn tèc cña cäc 02 v  

h
d

2m

m1
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KÕt thóc qu¸ tr×nh va ch¹m, vËn tèc chung cña bóa vµ cäc lµ u : 

gh
mm

m

mm

vm
u 2

21

1

21

11





  

Sau khi bóa vµ cäc nhËn ®­îc vËn tèc u th× cïng lón xuèng mét ®o¹n d råi 

dõng l¹i. ¸p dông ®Þnh lý biÕn thiªn ®éng n¨ng d¹ng h÷u h¹n 

d

h

mm

m
g

d

umm
F

dFumm

tb

tb

)(2

)(

)(
2

1
0

21

2

1

2

21

2

21









 

 

4.4.Va ch¹m cña vËt 

Quay quanh mét trôc cè ®Þnh 

4.4.1.§Æt bµi to¸n 

XÐt mét tÊm ph¼ng, khèi l­îng M cã khèi 

t©m C n»m trong mÆt ph¼ng ®èi xøng Oxy vµ quay 

quanh Oz cè ®Þnh vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng xy. 

Xung lùc va ch¹m S  t¸c dông n»m trong mÆt 

ph¼ng ®èi xøng t¹i ®iÓm K vµ nghiªng gãc víi trôc 

OC mét gãc  . Gi¶ thiÕt ban ®Çu OC = a n»m trªn 

®­êng th¼ng ®øng vµ vËn tèc gãc cña tÊm ph¼ng lµ 

0 . 

X¸c ®Þnh vËn tèc gãc   cña tÊm sau va ®Ëp 

vµ xung lùc cña ph¶n lùc ë t¹i trôc quay Oz. 

¸p dông ®Þnh lý biÕn thiªn ®éng l­îng ta cã :  

0SSuMvM CC                       (4.16) 

Trong ®ã, M lµ khèi l­îng cña tÊm, CC vu ,  lµ vËn tèc khèi t©m C cña tÊm 

tr­íc vµ sau va ch¹m. 

0S  : xung l­îng va ch¹m cña ph¶n lùc t¹i O. 

ChiÕu ®¼ng thøc (9.16) lªn hai trôc Ox vµ Oy, ta cã : 

xCC SSMuMv 0sin                   (4.17) 

ySS 0cos0                    (4.18) 

¸p dông ®Þnh lý biÕn thiªn momen ®éng l­îng ta cã : 

)(0000 SmJJ zzz                    (4.19) 

=> hSJ z .sin)( 00                   (4.20) 

Víi 0auC   vµ avC  . Thay vµo (4.17)  

=> xSSMa 00 sin)(                   (4.21) 

s0x

0ys

x

y

Cv
c

K

a

h

O

s


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Tõ ph­¬ng tr×nh (4.18) => cos0 SS y   

Tõ ph­¬ng tr×nh (4.19) vµ (4.20) : 

=> )1(sin
0

0 
z

x
J

Mah
SS   

Tõ ph­¬ng tr×nh (4.21) ta cã : 

 sin
0

0 S
J

h

z

                  (4.22) 

Nh­ vËy, d­íi t¸c dông cña xung lùc va ch¹m S  th× t¹i trôc quay Oz xuÊt 

hiÖn hai thµnh phÇn cña xung lùc ph¶n lùc ®éng 
0S  lµ 

xS0
 vµ 

yS0
. Hai thµnh 

phÇn xung lùc nµy cã t¸c dông ph¸ ho¹i rÊt lín ®èi víi æ trôc. 

§iÒu kiÖn kh«ng xuÊt hiÖn ph¶n lùc va ®Ëp ë trôc quay )0( 00  yx SS  

2
0cos0


  SS y                 (4.23) 

Ma

J
h

J

Mah

J

Mah
SS z

zz

x
0

00

0 10)1(sin                (4.24) 

VËy, ®iÒu kiÖn ®Ó kh«ng xuÊt hiÖn xung ph¶n lùc va ®Ëp ë trôc quay khi vËt 

r¾n chÞu t¸c dông cña xung lùc va ch¹m S  lµ : xung lùc va ch¹m S  ph¶i vu«ng 

gãc víi ®­êng OC vµ ®iÓm K c¸ch O mét ®o¹n 
Ma

J
OKh z0  

§Þnh nghÜa t©m va ch¹m : §iÓm K trªn ®­êng OC mµ 
Ma

J
OK z0  ®­îc gäi lµ 

t©m va ch¹m cña vËt r¾n quay. 

4.4.2.VÝ dô 

X¸c ®Þnh t©m va ch¹m cña mét thanh AB = b, quay trong mÆt ph¼ng th¼ng 

®øng quanh ®iÓm O cè ®Þnh. 

Bµi gi¶i 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c

k

b

O

a

x
a

y

h

a

O

b     K

c

b
/3

2
b
/3

c

a     o

2
b
/3

b
/3

k

b

h×nh a h×nh b h×nh c
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Gi¶ sö ®iÓm O c¸ch ®Çu A mét ®o¹n OA = x. Gäi K lµ t©m va ch¹m, c¸ch 

®Çu B mét ®o¹n KB = y. §Æt OK = h vµ OC = a. 

Theo biÓu thøc : 

Ma

J
hOK z0          (a) 

Ta biÕt : 2

0 MaJJ Czz   

=> a
Ma

J

Ma

MaJ
h CzCz 




2

        

Thay : 
12

;
2

;
2

2Mb
Jx

b
ay

b
ah Cz   

Thay vµo biÓu thøc (a) vµ biÕn ®æi ta cã : 

2

2

1

2

1
12 bxy 

















         (b) 

Tõ (b) ta thÊy khi cho biÕt x th× x¸c ®Þnh ®­îc y vµ ng­îc l¹i. Hai th«ng sè 

nµy cã thÓ ho¸n vÞ ®­îc cho nhau. §iÒu nµy cã nghÜa lµ t©m va ch¹m vµ trôc quay 

cã thÓ thay ®æi vÞ trÝ cho nhau. 

+ NÕu gi¶ sö cho 0y  th× 
3

b
x  , tøc lµ khi t©m va ch¹m K n»m t¹i mét ®Çu 

B cña thanh th× trôc quay O ë c¸ch ®Çu kia mét ®o¹n b»ng 
3

b
. Víi b lµ chiÒu dµi 

thanh ( h×nh b ). 

§iÒu nµy ®­îc x¸c nhËn trong c¸c tr­êng hîp : khi cÇm bóa, cÇm r×u, cÇm 

cuèc ®Ó chç tay cÇm kh«ng bÞ ®au ( kh«ng xuÊt hiÖn xung ph¶n lùc ) th× ®iÓm 

cÇm cña tay ( trôc quay O ) ph¶i c¸ch ®Çu kia mét ®o¹n b»ng 
3

1
 chiÒu dµi c¸n 

bóa. 

+ NÕu cho 0x  th× 
3

b
y  , nghÜa lµ trôc quay O n»m t¹i mét ®Çu thanh th× 

t©m va ch¹m K n»m c¸ch trôc quay O mét ®o¹n bOK
3

2
 . Tr­êng hîp nµy thÊy 

râ trong m¸y nghiÒn bña ®Ó nghiÒn vËt liÖu. Muèn trôc quay cña bóa kh«ng xuÊt 

hiÖn xung ph¶n lùc, cÇn ph¶i cho vËt liÖu nghiÒn va ch¹m víi bóa t¹i ®iÓm c¸ch 

trôc quay b»ng 
3

2
 chiÒu dµi c¸n bóa ( h×nh c ). 
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Chƣơng 5 

 DAO ĐỘNG TUYẾN TÍNH HỆ MỘT BẬC TỰ DO 

Dao động là một quá trình thay đổi theo thời gian mà có một đặc điểm nào 

đó lặp lại ít nhất một lần.  

Dao động là một hiện tƣợng phổ biến trong thiên nhiên cũng nhƣ trong kỹ 

thuật và sản xuất. Nghiên cứu lý thuyết dao động cho phép vận dụng giải quyết 

các bài toán dao động thực tế, lý thuyết dao động đã trở thành một yêu cầu của 

cán bộ kỹ thuật, đặc biệt là các ngành cơ khí, chế tạo máy, xây lắp máy, giao 

thông vận tải, xây dựng, cầu đƣờng, thuỷ lợi, kiến trúc, ... 

Trong phạm vi bài giảng, thông qua nghiên cứu dao động tuyến tính của hệ 

một bậc tự do, chúng ta sẽ tiếp cận các khái niệm cơ bản ban đầu của môn học 

quan trọng này. 

5.1 Dao động tự do không cản 

5.1.1 Các thí dụ về thiết lập phương trình vi phân dao động 

Thí dụ 1: Dao động của một vật nặng treo vào lò xo. 

Xét vật nặng có khối lƣợng m treo vào lò xo có hệ số 

cứng c. Bỏ qua khối lƣợng của lò xo. 

Động năng và thế năng của hệ có dạng 

          2

2

1
xmT   2

2

1
cx  

Thế vào phƣơng trình Lagrange II 

         
xx

T

x

T

dt

d
























 

Ta nhận đƣợc phƣơng trình dao động của hệ 

           0 cxxm   

Thí dụ 2: Dao động của con lắc toán học 

Động năng và thế năng của hệ có dạng  

           2222

2

1
)(

2

1
 mlyxmT   

           cosmglmgy   

Thê vào phƣơng trình Lagrange loại hai ta có phƣơng trình sau 

           0sin  
l

g
  

Trƣờng hợp con lắc dao động nhỏ, ta có  sin . Khi đó phƣơng trình dao động 

nhỏ của con lắc toán học có dạng. 

c 

x 

m 

Vị trí 

CB 

tĩ nh 

 

o 

l 

P 



Q 
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            0 
l

g
  

5.1.2 Tính toán dao động tự do không cản 

Nếu sử dụng ký hiệu  
m

c
2

0       (1.1) 

Thì phƣơng trình dao động tự do không cản có dạng  

  02

0  qq          (1.2) 

Nghiệm của phƣơng trình (2.1) có dạng 

  tCtCq 0201 sincos         (1.3) 

Trong đó C1, C2 là các hằng số tùy ý. Các hằng số này đƣợc xác định từ điều kiện 

đầu 

  00 q(0)q     ;qq(0)      ;0  t  

Để xác định các hằng số C1, C2 ta đạo hàm (1.3) theo thời gian 

  tCtCq 002001 cossin        (1.4) 

Thế các điểu kiện đầu vào (1.3) và (1.4) ta đƣợc  

  C1 = q0,    
0

0

2


q
C


        (1.5) 

Chú ý nghiệm (1.3) cũng có thể viết dƣới dạng  

  )sin( 0   tAq        (1.6) 

Trong đó A và  là các hằng số tùy ý. Do hệ thức  

  ttt 000 cossincossin)sin(    

Nên từ (1.3) (1.5) và (1.6) dễ dàng tính đƣợc 

  














0

2

02

0

2

2

2

1


q
qCCA


, 

0

0

0

2

1

q

q

C

C
tg


    (1.7) 

Biểu thức (1.6) ta thấy dao động tự do không cản của hệ một bậc tự do đƣợc mô 

tả bởi hàm điều hòa. Vì vậy dao động tự do không cản còn đƣợc gọi là dao động 

điều hòa. 

* Nhận xét, dao động tự do không cản của hệ một bậc tự do là dao động điều hòa 

có các tính chất sau: 

- Tần số riêng và chu kỳ dao động không phụ thuộc vào các điều kiện đầu mà chỉ 

phụ thuộc vào các tham số của hệ. 

- Biên độ dao động là hằng số. Biên độ dao động và pha ban đầu của dao động tự 

do không cản phụ thuộc vào các điều kiện đầu và các tham số của hệ. 
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Việc xác định tần số dao động riêng (1.1) là nhiệm vụ quan trọng nhất của bài 

toán dao động tự do. 

5.2 Dao động tự do có cản 

Quan sát hệ dao động, ta thấy dao động tự do nói chung tắt dần theo thời gian đó 

là ảnh hƣởng của lực cản. Hai loại lực cản phổ biến nhất là lực ma sát nhớt tỷ lệ 

bậc nhất với vận tốc và lực ma sát khô. 

  Tính toán dao động tự do có ma sát nhớt 

Xét dao động của hệ nhƣ hình vẽ. Do có thêm lực cản nhớt tỷ lệ bậc nhất với vận 

tốc, nên phƣơng trình vi phân dao động của hệ là. 

  0 cqqbqm         (2.1) 

Nếu ta đƣa vào các ký hiệu 

  
m

c
2

0 ;  
m

b
2   (2.2) 

Phƣơng trình (2.1) có dạng  

  02 2

0  qqq      (2.3) 

Phƣơng trình đặc trƣng của (2.3) là 

  02 2

0

2          (2.4) 

Tùy theo quan hệ giữa   và 0 , có thể xảy ra các trƣờng hợp sau 

  0  (lực cản nhở):  22

02,1   i  

  0  (lực cản lớn):  2

0

2

2,1     

a) Trường hợp thứ nhất 0  (lực cản nhỏ) 

Nghiệm tổng quát của phƣơng trình vi phân dao động (2.3) có dạng 

  )sincos( 21 tCtCeq t         (2.5) 

Trong đó  22

0          (2.6) 

Các hằng số C1 và C2 đƣợc xác định từ điều kiện đầu 

  t=0:   q(0)=q0  0)0( qq    

Từ các điều kiện đầu dễ dàng xác định đƣợc  

  C1 = q0;  


 00

2

qq
C





    (2.7) 

Để biến đổi biểu thức (2.5) ta đƣa vào các hằng số A và  xác định theo biểu 

thức sau 

  C1 = Asin  C2 = Acos 

m 
c 

b 

q 
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Từ đó suy ra  2

2

2

1 CCA    
2

1

C

C
tg   

Biểu thức nghiệm (2.5) bây giờ có thể viết dƣới dạng  

  )sin(    tAeq t        (2.8) 

Từ biểu thức nghiệm (2.8) ta thấy: Khi lực cản đủ nhỏ, hệ thực hiện dao động tắt 

dần. Độ lệch tAe   giảm theo luật số mũ, tiệm cận tới không. Dao động đƣợc mô 

tả bởi phƣơng trình (2.8) là dao động họ hình sin.  

 Để đặc trƣng cho độ tắt dần của dao động tự do có cản nhớt, ta đƣa vào 

khái niệm độ tắt lôga. Độ tắt lôga   đƣợc xác định bởi hệ thức  

  T
Ttq

tq





)(

)(
ln  

Độ tắt lôga đặc trƣng cho độ giảm “biên độ” dao động tắt dần. Trong thực tế ta 

thƣờng xác định tỷ số hai biên độ dao động sau k chu kỳ 

  kT

kTt

t

e
e

e

kTtq

tq 






 



)()(

)(
 

Từ đó ta suy ra 

  
)(

)(
ln

1

kTtq

tq

k
T


        (*) 

b) Trường hợp thứ hai 0  (lực cản lớn) 

Nghiệm tổng quát của phƣơng trình vi phân (2.3) có dạng 

  )( 2

0

2    tshAeq t       (2.9) 

c. Trường hợp thứ ba 0  (lực cản tới hạn) 

Nghiệm tổng quát của phƣơng trình vi phân (2.3) có dạng 

  )( 21 CtCeq t                  (2.10) 

Chuyển động của hệ là tắt dần, không dao động. Trong một số tài liệu ngƣời ta 

còn sử dụng khái niệm độ cản Lehr(Ký hiệu D) đƣợc xác định bởi hệ thức 

  
mc

b

m

b
D

22 00





 

Phƣơng trình vi phân dao động tự do có cản nhớt (2.3) có thể viết dƣới dạng  

  02 2

00  qqDq    

Do hệ thức 2

0

22

0 1 D   chuyển động của hệ đƣợc phân thành ba 

trƣờng hợp sau: 

  D<1( 0  ): độ cản nhỏ 
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  D =1( 0  ): độ cản tới hạn  

  D>1( 0  ): độ cản lớn 

Căn cứ vào độ cản Lehr ta có kết luận: Khi D<1 chuyển động của hệ là dao động 

tắt dần, khi D1 chuyển động của hệ tắt dần, không dao động. 

Ta có hệ thức liên hệ giữa độ tắt lôga và độ cản Lehr 

 
21

2
D

D
T


      (**) 

Thí dụ 3: Gắn một khối 

lƣợng m vào đầu thanh. Gắn 

vào thanh các phần tử cản 

và đàn hồi nhƣ hình vẽ. Bỏ 

qua khối lƣợng của thanh. 

- Phải chọn độ lớn của hệ số 

cản b nhƣ thế nào để hệ có 

khả năng dao động nhỏ? 

- Xác định độ cản Lehr D 

cần thiết để sau mƣời dao động. biên độ giảm còn 1/10 biên độ của chu kỳ đầu, 

sau đó xác định chu kỳ dao động. 

Lời giải 

Áp dụng định lý biến thiên moomen động lƣợng đối với trục đi qua A và do  

nhỏ xấp xỉ sin  , cos  1, ta thu đƣợc phƣơng trình vi phân dao động của hệ. 

  0)
2

(
4


a

g

m

c

m

b
  

                  02 2

0
   

Trong đó   
a

g

m

c

m

b

2
    ,

4
2 2

0
  

Để hệ có khả năng dao động nhỏ thì 0
 . Từ đó suy ra 

aa

g

m

c

m

b

2

gm
cm8 b       

28

2

  

Từ các công thức (*) và (**) ta có 

  730,0

1
ln10

20

1
D     10lnln

1

2
10

2

10
2










 






n

n

q

q

D

D
 

Chu kỳ dao động tự do 

A 

m c 

b a 

a 

A 

mg 

Fdh 

FC 
 
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gmac

am

D
T



















2

2
2

2

1

22

0
2

0

 

5.3 Dao động cƣỡng bức của hệ chịu kích động điều hòa 

5.3.1 Các dạng kích động và phương trình vi phân dao động 

a) Kích động lực  

Trên hình vẽ là mô hình dao động khối lƣợng – lò xo 

chịu kích động lực. Giả sử tFtF 


sin)( , trong đó 


F  

là giá trị cực đại của hàm F(t). Đối với mô hình này ta 

có  

2

2

1
ymT  ; 2

2

1
cy ; 2

2

1
yb ; )(* tFQ   

Thế các biểu thức trên vào phƣơng trình Lagrange II 

  *Q
yyy

T

y

T

dt

d






























 

Ta đƣợc tFcyybym 


sin  (3.1) 

Chia hai vế (3.1) cho m và đƣa vào ký hiệu 

c

F
y




 , biến đổi (3.1) về dạng 

    tyyyy 


sin2 2

0

2

0       (3.1a) 

b) Kích động bởi khối lượng lệch tâm 

Mô hình nhƣ hình vẽ. Rô to có khối lƣợng lệch 

tâm m1, quay đều với vận tốc góc .  

  2

11

2

0
2

1

2

1
vmymT    

Do   tetex  sinx        ;cos 11
  

  teyteyy  cosy     ;sin 11
  

Nên   2222

1

2

1

2

1 cos2  eteyyyxv   

  22

11

2

2

1
cos

2

1
 emteymymT   trong đó  m = m0+m1 

Các biểu thức thế năng và hàm hao tán 

  22

2

1
     ;

2

1
ybcy   

Thế các biêu thức vào phƣơng trình Lagrange loại 2, ta đƣợc 

  temcyybym  sin2

1
       (3.2) 

m 

F(t) 

y 

c b 

 

x1 

c b 

m0 y1 

y 

e t 

m1 
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Biến đổi phƣơng trình trên ta có 

  tyyyy 


sin2 22

0               (3.2a) 

Trong đó e
mm

m
y

10

1






 

c) Kích động bằng lực đàn hồi 

Trên hình vẽ là mô hình hệ chịu kích động lực đàn hồi tuyến tính. Bỏ qua ma sát 

trƣợt động(=0). Cho biết tutu 


sin)(  

Phƣơng trình vi phân dao động của hệ có dạng 

  0)(01  tuxcxcxbxm   

Do tutu 


sin)(  nên ta có 

  tuccxxbxm 


sin0
       (3.3) 

Trong đó  c = c1+c0 

Nếu ta sử dụng ký hiệu 



 u

cc

c
x

01

0  thì phƣơng trình (3.3) biến đổi đƣợc về dạng 

  txxxx 


sin2 2

0

2

0        (33a) 

d) Kích động động học  

Trên hình vẽ là mô hình chịu kích động động học. Giả sử 

điểm chân của bộ lò xo và cản nhớt chuyển động theo qui 

luật điều hòa tutu 


sin)( . Phƣơng trình vi phân dao động 

của hệ có dạng 

  0)()(  uycuybym   

Thế tutu 


sin)( ;  tutu  cosˆ)(  vào phƣơng trình trên 

ta đƣợc 

 )cossin(ˆ tbtcucyybym            (3.4) 

Chia hai vế (3.4) cho m ta đƣợc  

  )cos2sin(ˆ2
0

00

2

0 ttyyyy 





            (3.4a) 

Trong đó uy ˆˆ   

e) Kích động bằng lực cản nhớt 

Hình vẽ dƣới là mô hình hệ chịu kích động bằng lực cản nhớt. Mặt trƣợt nhẵn 

tuyệt đối( = 0). Phƣơng trình vi phân dao động của hệ có dạng  

m 

y 

c b 

u(t) 

 

m c1 

b 

x u(t) 

c0 
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    0)(01  tuxbcxxbxm   

Cho biết  tcosû(t)u    ;sinˆ)(  tutu  khi đó phƣơng trình trên có dạng 

  tubcxxbxm  cosˆ
0

       (3.5) 

với b=b0 +b1 

Chia hai vế (3.5) cho m ta đƣợc 

txxxx  cosˆ22 2

0                          (3.5a) 

Trong đó  u
b

b
x ˆˆ 0  

Qua các thí dụ trên ta thấy: Phƣơng trình vi phân dao động tuyến tính của hệ một 

bậc tự do chịu kích động điều hòa có dạng 

  tHtHcqqbqm  cossin 21
            (3.5b) 

Hoặc   ththqqq  cossin2 21

2

0               (3.5c) 

Chú ý, nếu ta sử dụng độ cản Lehr D thì phƣơng trình (3.1a) có dạng nhƣ sau 

  tyyyDy  sinˆ2 2

0

2

00                (3.5d) 

Trong đó  
m

c
2

0  
cm

b
D

20





 

5.3.2 Tính toán dao động cưỡng bức không cản  

 Phƣơng trình vi phân dao động cƣỡng bức không cản của hệ một bậc tự do 

có dạng  

  tHcqqm  sin        (3.6) 

Ta đƣa vào các ký hiệu  
m

H
h      ;2

0 
m

c
  thì phƣơng trình (3.6) có dạng 

  thqq  sin2

0        (3.7) 

Nghiệm tổng quát của phƣơng trình này bao gồm nghiệm tổng quát của phƣơng 

trình vi phân tuyến tính thuần nhất và một nghiệm riêng của phƣơng trình có vế 

phải. Để giải phƣơng trình vi phân (3.7) ta xét hai trƣờng hợp. 

 0(xa cộng hƣởng) và 0(gần cộng hƣởng). 

- Khi  0 ta tìm nghiệm riêng của (3.7) dƣới dạng 

tAq  sin*         (3.8) 

Thế (3.8) vào phƣơng trình (3.7), so sánh với các hệ số của sint, ta có  

  
22

0 



h
A  với  0  

Nghiệm tổng quát của phƣơng trình (3.7) có dạng  

m c 
b0 

x u(t) 

b1 
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  t
h

tCtCtq 


 sinsincos)(
22

0

0201


    (3.9) 

Các hằng số C1 và C2 đƣợc xác định từ điều kiện đầu. Giả sử t = 0; q(0)=q0; 

0)0( qq   .Thế các điều kiện này vào biểu thức (3.9) và đạo hàm của nó, ta có 

  C1 = q0;   
)( 22

000

0

2







hq
C


 

Vậy nghiệm (3.9) có dạng 

 t
h

t
h

t
q

tqtq 






 sinsin

)(
sincos)(

22

0

022

00

0

0

0

00











      (3.10) 

Nếu bỏ qua các thành phần dao động tự do trong (3.10) ta có biểu thức xác định 

trạng thái bình ổn của dao động cƣỡng bức. 

  t
c

H
t

h
tq 





 sin

)1(
sin)(

222

0

*


            (3.11) 

Từ biểu thức nghiệm (3.10). Khi 000  qq  ; biểu thức nghiệm (3.10) có dạng 

  








 



 tt

h
tq 0

0

22

0

sinsin)( 


             (3.12) 

Ta xét trƣờng hợp khi tần số  của lực kích động rất gần với tần số dao động tự 

do 0. Ta đƣa vào ký hiệu  - 0 =2 

Trong đó  là một đại lƣợng vô cùng bé. Bỏ qua các số hạng bé cỡ  trong biểu 

thức q ta có 

  

t
th

tt
h

tt
h

tt
h

q


















cos
2

sin

2
cossin

2
    

2
sin

2
cos

2
)sin(sin

0

22

0

00

22

0

022

0














(3.13) 

Do  là một vô cùng bé nên hàm sint biến thiên chậm, còn chu kỳ của nó 2/ 

rất lớn. Trong trƣờng hợp này có thể xem biểu thức (3.13) là qui luật dao động 

với chu kỳ 2/ và biên độ biến đổi (h/2)sint. Hiện tƣợng dao động này gọi 

là hiện tƣợng phách. 

- Xét trƣờng hợp 0( 0). Khi đó, ta có thể thay sint bằng t trong 

biểu thức (3.13) và ta có hệ thức  

  t
ht

q 0

0

cos
2




                (3.14) 

Nhận xét: -  Trƣờng hợp xa cộng hƣởng  0  
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- Trƣờng hợp gần cộng hƣởng 0. Trong trƣờng hợp này khi  

= 0 +2 ta có hiện tƣợng phách, khi = 0 ta có hiện tƣợng cộng hƣởng. 

Thí dụ 4: Bánh xe O lăn không 

trƣợt trên mặt đƣờng gồ ghề 

lƣợn song. Vận tốc tâm O của 

bánh xe luôn không đổi là v = 

60 km/h. Mặt đƣờng lƣợn sóng 

có phƣơng trình là )sin(ˆ
L

x
ss


  

với cm  2ˆ s , L= 100 cm. Xác 

định biên độ dao động cƣỡng 

bức thẳng đứng của vật thể M có khối lƣợng m, nối với trục bánh xe bằng lò xo 

có độ cứng c. Biết rằng biến dạng tĩnh của lò xo dƣới tác dụng của vật thể là 0 = 

10 cm. 

  Lời giải 

Từ điều kiện cân bằng tĩnh  c0 = mg ta suy ra  
0



mg

c  

Phƣơng trình vi phân chuyển động của vật M có dạng 

  
L

x
sysycym


 sinˆy       0)( 2

0

2

0
  

Với    2

00

2

0
1/s   1,98







g

m

mg

m

c
  

  t
L

vt

L

x






, với  





 6,16

1

6,16

L

v
 

Khi đó nghiệm riêng của phƣơng trình trên là 

 tAy  sin , với  cm  075,0

1,98

)6,16(
1

2

1

ˆˆ
22

0

22

0

2

0 


























ss
A  

5.3.3 Tính toán dao động cưỡng bức có ma sát nhớt 

Các phƣơng trình vi phân dao động tuyến tính chịu kích động điều hòa của hệ 

một bậc tự do có ma sát nhớt có thể viết dƣới dạng nhƣ sau 

  ththqqq  cossin2 21

2

0              (3.15) 

Ta tìm nghiệm riêng của phƣơng trình này dƣới dạng  

  tNtMtq  cossin)(*              (3.16) 

L 

s(t) 

x 

s 

y 

M 

O 
v 
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Thế (3.16) vào phƣơng trình (3.15) rồi so sánh các hệ số của sint và cost, ta 

rút ra hệ hai phƣơng trình đại số tuyến tính để xác định M và N. 

  
2

22

0

1

22

0

)(2

2)(

hNM

hNM








 

Giải rat a đƣợc  

  

22222

0

2

22

01

22222

0

21

22

0

4)(

)(2

4)(

2)(



















hh
N

hh
M

               (3.17) 

Nghiệm tổng quát của phƣơng trình vi phân (3.15) là tổng của nghiệm riêng 

(3.16) và nghiệm tổng quát của phƣơng trình vi phân thuần nhất. 

  tNtMtAetq t   cossin)sin()(             (3.18) 

Số hạng thứ nhất của biểu thức nghiệm (3.18) biểu diễn thành phần dao động tự 

do tắt dần. Hai số hạng sau có tần số  của ngoại lực biểu diễn thành phần dao 

động cƣỡng bức của hệ. 

Thành phần dao động cƣỡng bức (3.16) có thể biểu diễn dƣới dạng 

  )sin(ˆ)(*  tqtq              (3.19) 

Trong đó  
22222

0

2

2

2

1

22222

0

2

2

2

122

4)1(4)(
ˆ

 D

hhhh
NMq









 (3.20) 

  
M

N
tg   

Ở đây, ta dùng ký hiệu 
00

D  ,





 


 . So sánh phƣơng trình vi phân (3.15) với 

các phƣơng trình vi phân (3.5b), (3.5c) và (3.5d) ta rút ra các hệ thức sau: 

-  Trƣờng  hợp kích động lực hoặc kích động qua lò xo 

     2

1

2222

11
41V          ;ˆ)D ,(ˆ



 DyVq  

- Trƣờng hợp kích động động học 

  
1

22

22
41V          ;ˆ)D ,(ˆ VDyVq   

-  Trƣờng hợp kích động bởi khối lƣợng lệch tâm 

  
1

2

33
V          ;ˆ) ,(ˆ VyDVq   

Các hàm V1, V2, V3 đƣợc gọi là các hàm khuếch đại(hay các hệ số động lực).  

Thí dụ 5: Bộ phận làm việc của máy đầm đất có khối lƣợng M tựa trên các lò xo 

nhƣ hình vẽ. Khối lƣợng vỏ máy là m. Ở bộ phận làm việc có hai khối lƣợng lệch 
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tâm(mỗi khối lƣợng là m2/2) quay với số vòng quay là n. Hãy chọn các tham số 

của máy sao cho máy làm việc ở vùng cộng hƣởng và trong quá trình làm việc vỏ 

máy không nẩy lên khỏi đất. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Lời giải: Mô hình cơ học của bộ phận làm việc của máy nhƣ hình b. Bộ phận này 

dao động quanh vị trí cân bằng tĩnh. Tọa độ của m2 là 

  texx  cos
2  

Phƣơng trình vi phân chuyển động của mô hình máy làm đất là 

  temcxxbxM  cos
2

2  

  txxxx  cos2
0

22

0
     với  

M

em
x 2

0
  

Nghiệm của phƣơng trình này theo (3.19) có dạng 

  )cos(
30

 tVxx  

Với   
2222

2

3

4)1( 




D
V  

Khi cản nhỏ, hiện tƣợng cộng hƣởng xảy ra khi   1 

  M
n

c
M

cn
2

0
3030








 



  

Khi cộng hƣởng  
D

V
2

1
3
  

Để đơn giản bỏ lực cản. Khi đó phản lực pháp tuyến của nền tác dụng lên vỏ máy 

hình c. 

  cxgmMN  )(  

Do 
D

V
2

1
3
  nên ta có  

m 

m2/2 
n 

e 

c/2 c/2 b 

M-m2 

c b 

x 

e 

m2 

t 

N 

cx/2 cx/2 

(M+m)g 

c) b) a) 
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D

cx
gmMcxgmMN

2
)()( 0

maxmin
  

Điều kiện để vỏ máy không nẩy khỏi nền 

  
gmM

cx
D

D

cx
gmMN

)(22
)(0 00

min


  

5.3.4 Một vài nhận xét về tính chất dao động cưỡng bức khi có ma sát 

 Qua các tính toán trên ta có một số nhận xét về tính chất của dao động 

tuyến tính có cản nhớt chịu kích động điều hòa ở trạng thái bình ổn nhƣ sau: 

- Dao động cƣỡng bức khi có cản xảy ra với tần số của lực kích động. 

- Biên độ dao động cƣỡng bức không phụ thuộc vào các điều kiện đầu và 

thời gian. Do đó dao động cƣỡng bức không tắt dần vì lực cản. 

- Khi  = ω0 biên độ dao động cƣỡng bức tuy khá lớn, nhƣng vẫn là đại 

lƣợng hữu hạn. Nó chƣa phải là giá trị lớn nhất trong các giá trị của biên 

độ. 

- Trong dao động cƣỡng bức có cản nhớt luôn xảy ra sự lệch pha giữa pha 

dao động và pha của lực kích động. 

- Ở xa vùng cộng hƣởng, biên độ dao động cƣỡng bức với lực cản nhỏ 

không khác mấy so với biên độ dao động cƣỡng bức không cản. Ở vùng 

gần cộng hƣởng lực cản có một vai trò rất quan trọng. 


