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Chương 1

HÀM SỐ NHIỀU BIẾN SỐ

1.1. Định nghĩa hàm số nhiều biến số

1.1.1. Không gian metric

Kí hiệu Rn là tập các bộ có thứ tự n số thực x = (x1, x2, ..., xn), mà ta cũng gọi là các điểm.
Ta gọi khoảng cách giữa hai điểm x = (x1, x2, ..., xn) và y = (y1, y2, ..., yn) của Rn là biểu thức

d(x, y) =
»

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + ...+ (xn − yn)2. (1.1)

Dễ thấy, khoảng cách trong Rn được cho bởi (1.1) có ba tính chất cơ bản sau của metric là

(a) d(x, y) ≥ 0,∀x, y ∈ Rn, d(x, y) = 0⇔ x = y;

(b) d(x, y) = d(y, x),∀x, y ∈ Rn;

(c) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),∀x, y, z ∈ Rn.

Như vậy, tập Rn với khoảng cách được cho bởi công thức (1.1) là không gian metric.

Giả sử x∗ ∈ Rn và ε > 0. Ta gọi ε - lân cận của x∗ là tập hợp sau của Rn

Vε(x
∗) = {x ∈ Rn|d(x, x∗) < ε}.

Ta gọi lân cận của x∗ là mọi tập của Rn chứa được một ε - lân cận nào đó của x∗. Lân cận

của x∗ được kí hiệu là V (x∗). Tập
0

Vε(x
∗) = Vε(x

∗)\{x∗} được gọi là ε- lân cận thủng của x∗ .

Tập
0

V (x∗) = V (x∗)\{x∗} được gọi là lân cận thủng của x∗.

Giả sử D ⊂ Rn. Điểm x∗ ∈ D được gọi là điểm trong của D nếu tồn tại một ε - lân cận của
x∗ nằm hoàn toàn trong D . Tập D được gọi là mở nếu mọi điểm của D đều là điểm trong của
nó.

Điểm y∗ ∈ Rn được gọi là điểm biên của D nếu mọi ε- lân cận của x∗ đều vừa chứa điểm
thuộc D, vừa chứa điểm không thuộc D. Điểm biên của D có thể thuộc D, cũng có thể không
thuộc D. Tập các điểm biên của D được gọi là biên của nó và được kí hiệu là ∂D.

Tập D được gọi là đóng nếu nó chứa tất cả các điểm biên của nó.

Ví dụ ε- lân cận Vε(x
∗) của x∗ là tập mở. Ta gọi Vε(x

∗) là quả cầu mở tâm x∗, bán kính ε.
Biên của quả cầu ấy là tập các điểm x ∈ Rn sao cho d(x, x∗) = ε. Tập {x ∈ Rn|d(x, x∗) ≤ ε}
là một tập đóng và được gọi là quả cầu đóng tâm x∗, bán kính ε.

Tập D được gọi là bị chặn nếu tồn tại một quả cầu chứa nó.
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Tập D được gọi là liên thông nếu có thể nối hai điểm bất kì của D bằng một đường liên
tục nằm hoàn toàn trong D. Tập D liên thông được gọi là đơn liên nếu biên của nó gồm một
mặt kín, được gọi là đa liên nếu biên của nó gồm nhiều mặt kín rời nhau từng đôi một.

1.1.2. Định nghĩa hàm nhiều biến

? Định nghĩa 1.1. Giả sử D ⊂ Rn. Ánh xạ

f : D → R
(x1, x2, ...xn) 7→ u = f(x1, x2, ..., xn)

,

được gọi là hàm số n biến số. Tập D được gọi là tập xác định, x1, x2, ..., xn được gọi là các biến
độc lập, u được gọi là biến phụ thuộc của hàm f(x, y).

Hàm hai biến thường được kí hiệu là z = f(x, y), còn hàm ba biến thường được kí hiệu là
u = f(x, y, z).

Về sau ngoài các chữ cái như x, y, z, ... ta còn kí hiệu các điểm của Rn bằng các chữ cái in
hoa như M,N,P, .... Cũng giống như với hàm một biến số, với hàm nhiều biến số ta có quy ước
sau: Nếu hàm nhiều biến số được cho bằng biểu thức giải tích u = f(x1, x2, ..., xn) và không
nói gì thêm về tập xác định của hàm số đó thì ta quy ước tập xác định của nó là tập tất cả
các điểm M ∈ Rn, sao cho f(M) có nghĩa.

•Ví dụ 1.1. Tập xác định của hàm z =
√

4− x2 − y2 là tập các điểm (x, y) ∈ R2 thoả mãn

4− x2 − y2 ≥ 0⇔ x2 + y2 ≤ 4.

Đó là hình tròn tâm O(0, 0), bán kính bằng 2.

Sau đây, các khái niệm về sự liên tục của hàm nhiều biến trong mục 1.1.3, đạo hàm riêng
và vi phân trong mục 1.2, cực trị của hàm nhiều biến trong mục 1.3 được trình bày cho hàm
hai biến. Các kết quả nhận được có thể được mở rộng cho hàm số nhiều hơn hai biến số.

1.1.3. Sự liên tục của hàm nhiều biến

? Định nghĩa 1.2. Giả sử hàm f(x, y) xác định trong tập D ⊂ R2, điểm M0(x0, y0) ∈ D. Ta
nói hàm f liên tục tại M0 nếu với mọi ε > 0 tồn tại δ > 0 sao cho với mọi điểm M(x, y) thỏa
mãn các điều kiện M ∈ D, d(M,M0) < δ, ta đều có

|f(x, y)− f(x0, y0)| < ε.

Theo định nghĩa trên, nếu M0 là điểm cô lập của D, tức là trong một lân cận nào đó của
M0 chỉ có một điểm duy nhất của D (chính là điểm M0), thì hàm f liên tục tại M0. Nếu M0 là
điểm giới hạn của D, tức là trong mọi lân cận thủng của M0 đều có ít nhất một điểm của D,
thì hàm f liên tục tại M0 khi và chỉ khi

lim
M→M0
M∈D

f(M) = f(M0).

Hàm f liên tục tại mọi điểm của D được gọi là liên tục trên D.

Hàm f được gọi là liên tục đều trên D nếu với mọi ε > 0 tồn tại δ > 0 sao cho với mọi cặp
điểm M,N ∈ D thỏa mãn điều kiện d(M,N) < δ, ta đều có

|f(M)− f(N)| < ε.
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Hàm f liên tục trên tập đóng, bị chặn D (tập compact) có các tính chất tương tự như hàm
một biến, đó là f bị chặn trên D, f đạt được giá trị lớn nhất và nhỏ nhất trên D, f liên tục
đều trên D.

Nhận xét 1.1. Các tính chất cơ bản của sự liên tục của tổng, hiệu, tích, thương của các hàm
một biến liên tục vẫn còn đúng với hàm hai biến.

•Ví dụ 1.2. Khảo sát sự liên tục của hàm số

f(x, y) =


|xy|α

x2 + y2
khi (x, y) 6= (0, 0)

0 khi (x, y) = (0, 0),

trong đó α > 1.

Lời giải. Hàm f liên tục tại mọi (x, y) 6= (0, 0) vì khi đó hàm f là tỉ số của hai hàm liên
tục mà mẫu số khác 0. Để xét tính liên tục của hàm f tại (0, 0), ta tính giới hạn của hàm số
ấy tại (0, 0). Theo bất đẳng thức Cauchy

|xy|α ≤
î
x2+y2

2

óα
,

do đó, với (x, y) 6= (0, 0), ta có

0 ≤ f(x, y) ≤
î
x2+y2

2

óα
1

x2+y2
= (x2+y2)

α−1

2α
.

Vì α− 1 > 0 nên

lim
(x,y)→(0,0)

(x2+y2)
α−1

2α
= 0.

Theo định lí kẹp về giới hạn của hàm số, ta suy ra

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 = f(0, 0),

tức là hàm f liên tục tại (0, 0). Vậy hàm f liên tục tại mọi (x, y) ∈ R2.

1.2. Đạo hàm riêng và vi phân

1.2.1. Định nghĩa đạo hàm riêng

? Định nghĩa 1.3. Giả sử hàm z = f(x, y) xác định trong lân cận của điểm M0(x0, y0). Với
∆x có giá trị tuyệt đối đủ nhỏ, đặt

∆xf = f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0).

Đại lượng ∆xf được gọi là số gia riêng của hàm f theo biến x tại M0. Đạo hàm riêng của
hàm f theo biến x tại M0 là

∂f
∂x

(M0) = lim
∆x→0

∆xf
∆x

,

nếu giới hạn ở vế phải của đẳng thức trên tồn tại. Đạo hàm riêng ấy cũng được kí hiệu bằng
một trong các kí hiệu sau

f ′x(M0), ∂z
∂x

(M0), z′x(M0).

Đạo hàm riêng của hàm f theo biến y tại M0 được định nghĩa tương tự.
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Từ định nghĩa 1.3, ta suy ra quy tắc thực hành tính các đạo hàm riêng của hàm hai biến
như sau.

Quy tắc thực hành. Nếu tính đạo hàm riêng theo biến nào đó thì ta coi biến còn lại là
hằng số.

•Ví dụ 1.3. Với z = arctan y
x
, ta có

z′x = 1
1+(y/x)2

( y
x
)′x = 1

1+(y/x)2
(− y

x2
) = − y

x2+y2
,

z′y = 1
1+(y/x)2

( y
x
)′y = 1

1+(y/x)2
1
x

= x
x2+y2

.

1.2.2. Vi phân toàn phần

? Định nghĩa 1.4. Giả sử hàm z = f(x, y) xác định trong lân cận của điểm M0(x0, y0). Với
∆x, ∆y có giá trị tuyệt đối đủ nhỏ, đặt

∆f = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0).

Đại lượng ∆f được gọi là số gia toàn phần của hàm f tại M0(x0, y0). Nếu ∆f có dạng

∆f = a∆x+ b∆y + o(ρ), (1.2)

trong đó a, b là các số thực không phụ thuộc vào ∆x và ∆y, ρ =
√

∆x2 + ∆y2, o(ρ) là vô cùng
bé bậc cao hơn ρ khi ρ dần đến 0, thì hàm f được gọi là khả vi tại M0 và biểu thức

df = a∆x+ b∆y (1.3)

được gọi là vi phân toàn phần của hàm f tại M0.

♦ Định lí 1.1. Nếu hàm f(x, y) khả vi tại M0(x0, y0) thì f có các đạo hàm riêng tại M0 và vi
phân toàn phần của hàm f tại M0 là

df = f ′x(M0)∆x+ f ′y(M0)∆y. (1.4)

∆.Áp dụng biểu diễn (1.2) với ∆y = 0, để ý rằng khi đó ∆f = ∆xf , ρ =
√

∆x2 = |∆x|, ta
được

∆xf = a∆x+ o(|∆x|).

Với ∆x 6= 0, chia hai vế của đẳng thức trên cho ∆x, ta được

∆xf
∆x

= a+ o(|∆x|)
∆x

.

Vế phải của đẳng thức cuối cùng dần tới a khi ∆x → 0 vì o(|∆x|)
∆x

= ±o(|∆x|)
|∆x| → 0 khi

∆x→ 0. Suy ra, ∆xf
∆x

có giới hạn bằng a khi ∆x→ 0, tức là f có đạo hàm riêng theo x tại M0

và a = f ′x(M0). Tương tự, ta có hàm f có đạo hàm riêng theo y tại M0 và b = f ′y(M0). Cuối

cùng, thay a = f ′x(M0) và b = f ′y(M0) vào (1.3) ta được (1.4). �.

Định lí đảo của Định lí 1.1 không đúng, tức là tính có các đạo hàm riêng của hàm số tại
một điểm không kéo theo tính khả vi của hàm số tại điểm ấy. Đây là điểm khác biệt giữa hàm
hai biến và hàm một biến. Định lí dưới đây cho ta một điều kiện đủ của hàm khả vi.

♦ Định lí 1.2. Nếu hàm f(x, y) có các đạo hàm riêng trong lân cận của M0(x0, y0) và các đạo
hàm riêng ấy liên tục tại M0 thì hàm f khả vi tại M0.
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Ta thừa nhận Định lí 1.2. Áp dụng định lí này ta thấy hàm f(x, y) = x có các đạo hàm
riêng f ′x = 1 và f ′y = 0 liên tục trên toàn R2 nên khả vi trên toàn R2. Theo công thức (1.4), ta

có dx = 1.∆x + 0.∆y hay ∆x = dx. Tương tự, ta có ∆y = dy. Do đó, công thức (1.4) còn có
dạng

df = f ′x(M0)dx+ f ′y(M0)dy. (1.5)

•Ví dụ 1.4. Tìm vi phân toàn phần của hàm z =
√
x2 + y2.

Ta có

dz = z′xdx+ z′ydy,

với

z′x = x√
x2+y2

, z′y = y√
x2+y2

.

Do đó

dz = xdx√
x2+y2

+ ydy√
x2+y2

.

Phần cuối của mục này giới thiệu một ứng dụng của vi phân toàn phần. Giả sử hàm f(x, y)
khả vi tại M0(x0, y0). Khi đó, số gia toàn phần ∆f có dạng (1.2). Bỏ qua vô cùng bé o(ρ) bậc
cao hơn ρ ta được công thức xấp xỉ

∆f ≈ a∆x+ b∆y = f ′x(M0)∆x+ f ′y(M0)∆y,

hay

f(x0 + ∆x, y0 + ∆y) ≈ f(x0, y0) + f ′x(M0)∆x+ f ′y(M0)∆y. (1.6)

Công thức (1.6) cho phép ta tính giá trị gần đúng của hàm f tại điểm đủ gần điểm M0.

•Ví dụ 1.5. Tính gần đúng giá trị biểu thức

A =
√

2.982 + 4.012.

Lời giải. Đặt z(x, y) =
√
x2 + y2 thì a = z(2.98, 4.01). Viết a dưới dạng a = z(3−0.02, 4+

0.01), áp dụng công thức (1.6), ta được

a ≈ z(3, 4) + z′x(3, 4)(−0.02) + z′y(3, 4)0.01,

trong đó

z(x, y) =
√
x2 + y2 ⇒ z(3, 4) =

√
32 + 42 = 5,

z′x(x, y) =
x√

x2 + y2
⇒ z′x(3, 4) =

3√
32 + 42

=
3

5
,

z′y(x, y) =
y√

x2 + y2
⇒ z′y(3, 4) =

4√
32 + 42

=
4

5
.

Vậy, a ≈ 5 +
3

5
(−0.02) +

4

5
0.01⇒ a ≈ 4.996.

1.2.3. Đạo hàm riêng và vi phân cấp cao
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1.2.3.1. Đạo hàm riêng cấp cao

Giả sử hàm f(x, y) có các đạo hàm riêng f ′x và f ′y trên tập mở D ⊂ R2. Các đạo hàm riêng

này là các hàm hai biến xác định trên D. Nếu các đạo hàm riêng của các đạo hàm riêng này
tồn tại thì ta gọi chúng là các đạo hàm riêng cấp hai của hàm f . Có bốn đạo hàm riêng cấp
hai của hàm f như sau

• ∂
∂x

(∂f
∂x

), đạo hàm riêng cấp hai này còn được kí hiệu là ∂2f
∂x2

hay f ′′xx hay f ′′x2 .

• ∂
∂y

(∂f
∂x

), đạo hàm riêng cấp hai này còn được kí hiệu là ∂2f
∂y∂x

hay f ′′xy.

• ∂
∂x

(∂f
∂y

), đạo hàm riêng cấp hai này còn được kí hiệu là ∂2f
∂x∂y

hay f ′′yx.

• ∂
∂y

(∂f
∂y

), đạo hàm riêng cấp hai này còn được kí hiệu là ∂2f
∂y2

hay f ′′yy hay f ′′y2 .

Các đạo hàm riêng của các đạo hàm riêng cấp hai của hàm f nếu tồn tại được gọi là các
đạo hàm riêng cấp ba của hàm f . . . .

•Ví dụ 1.6. Với hàm z = x3 − 3x+ x2y2, ta có

z′x = 3x2 − 3 + 2xy2, z′y = 2x2y,
z′′xx = 6x+ 2y2, z′′xy = 4xy, z′′yx = 4xy, z′′yy = 2x2.

Các đạo hàm z′′xy và z′′yx được gọi là các đạo hàm hỗn hợp của hàm z. Trong ví dụ trên ta

thấy các đạo hàm hỗn hợp của hàm z bằng nhau. Không phải hàm số nào cũng có tính chất
này. Định lí sau cho ta một điều kiện đủ để các đạo hàm hỗn hợp bằng nhau.

♦ Định lí 1.3. (Định lý Schwartz). Nếu hàm f(x, y) có các đạo hàm hỗn hợp trong lân cận
của M0(x0, y0) và các đạo hàm hỗn hợp ấy liên tục tại M0 thì các đạo hàm hỗn hợp ấy bằng
nhau tại M0.

Ta thừa nhận không chứng minh Định lí 1.3.

1.2.3.2. Vi phân cấp cao

Ta gọi vi phân toàn phần df = f ′xdx + f ′ydy của hàm f(x, y) tại một điểm là vi phân cấp

một của nó tại điểm ấy. Giả sử ta đã định nghĩa vi phân cấp n ≥ 1 của hàm f tại một điểm.
Nếu vi phân cấp n của hàm f xác định trên miền D và khả vi tại điểm M0 nào đó thì vi phân
của vi phân cấp n ấy tại M0 được gọi là vi phân cấp (n+ 1) của hàm f tại M0. Vi phân cấp n
nguyên dương của hàm f tại M0 được kí hiệu là dnf(M0).

Giả sử f là hàm số của hai biến độc lập x và y, có các đạo hàm riêng cấp hai trong lân cận
của M0(x0, y0), và các đạo hàm riêng cấp hai ấy liên tục tại M0 (do đó, f ′′xy(M0) = f ′′yx(M0)

theo Định lí Schwartz). Khi đó, f ′x và f ′y khả vi tại M0 theo Định lí 1.2. Vì x và y là các biến

độc lập nên dx = ∆x và dy = ∆y là các hằng số, do đó, df = f ′xdx+ f ′ydy khả vi tại M0 và vi

phân của df tại M0 thỏa mãn

d(df)(M0) = d(f ′xdx+ f ′ydy)(M0)
= d(f ′xdx)(M0) + d(f ′ydy)(M0)
= d(f ′x)(M0)dx+ d(f ′y)(M0)dy
= (f ′′xx(M0)dx+ f ′′xy(M0)dy)dx+ (f ′′yx(M0)dx+ f ′′yy(M0)dy)dy
= f ′′xx(M0)dx2 + f ′′xy(M0)dxdy + f ′′yx(M0)dxdy + f ′′yy(M0)dy2.
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Trong dãy đẳng thức trên, thay biểu thức đầu tiên bằng d2f(M0) theo định nghĩa, và thay
f ′′yx(M0) = f ′′xy(M0) trong biểu thức cuối cùng ta được công thức của vi phân cấp hai của hàm

f là

d2f(M0) = f ′′xx(M0)dx2 + 2f ′′xy(M0)dxdy + f ′′yy(M0)dy2. (1.7)

Ta thường dùng kí hiệu tượng trưng để biểu diễn công thức trên như sau

d2f(M0) = ( ∂
∂x
dx+ ∂

∂y
dy)2f(M0),

trong đó ( ∂
∂x

)2 chỉ phép lấy đạo hàm riêng hai lần theo x, ( ∂
∂y

)2 chỉ phép lấy đạo hàm riêng hai

lần theo y, ∂2

∂x∂y
chỉ phép lấy đạo hàm riêng một lần theo y, một lần theo x. Tương tự, nếu f là

hàm số của hai biến độc lập x và y, có các đạo hàm riêng cấp n trong lân cận của M0(x0, y0),
và các đạo hàm riêng cấp n liên tục tại M0, thì khả vi đến cấp n tại M0. Trong trường hợp
này, ta cũng có công thức lũy thừa tượng trưng sau

dnf(M0) = ( ∂
∂x
dx+ ∂

∂y
dy)nf(M0).

•Ví dụ 1.7. Với hàm z = x3 − 3x+ x2y2, theo công thức (1.7), ta có

d2z = z′′xxdx
2 + 2z′′xydxdy + z′′yydy

2.

Do đó,

d2z = (6x+ 2y2)dx2 + 8xydxdy + 2x2dy2.

Nói riêng, ta có

d2z(1, 0) = 6dx2 + 2dy2.

1.2.4. Công thức Taylor đối với hàm nhiều biến

Phần này sẽ phát biểu định lí về công thức Taylor cho hàm số hai biến số và không chứng
minh định lí này. Công thức Taylor thường được sử dụng để khảo sát cực trị của hàm số n biến
số với n ≥ 1.

♦ Định lí 1.4. Giả sử hàm f(x, y) có các đạo hàm riêng đến cấp n + 1 liên tục trong ε - lân
cận Vε(Mo) của điểm M0(x0, y0) và (x0 + dx, y0 + dy) ∈ Vε(M0). Khi đó, ∃θ ∈ (0, 1) sao cho

∆f = f(x0 + dx, y0 + dy)− f(x0, y0) =

= df(M0) + 1
2!
d2f(M0) + ...+ 1

n!
dnf(M0) + 1

(n+1)!
dn+1f(x0 + θdx, y0 + θdy).

(1.8)

1.3. Cực trị của hàm nhiều biến

Mục này sẽ trình bày ba loại cực trị của hàm nhiều biến, đó là cực trị tự do hay cực trị
không điều kiện, cực trị có điều kiện, giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số nhiều biến trên
miền đóng, bị chặn. Như đã nói từ trước, ta sẽ xét các khái niệm này đối với hàm số hai biến
số.
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1.3.1. Cực trị tự do của hàm hai biến

? Định nghĩa 1.5. Hàm f(x, y) được gọi là có cực đại tại điểm M0(x0, y0) nếu tồn tại lân cận
V (M0(x0, y0)) của điểm M0(x0, y0) sao cho

f(M) < f(M0), ∀M ∈
0

V (M0).

Khi đó, điểm M0 được gọi là điểm cực đại của hàm f , f(M0) được gọi là giá trị cực đại của
hàm f và được kí hiệu là fCĐ(M0).

Điểm cực tiểu, giá trị cực tiểu của hàm hai biến được định nghĩa tương tự. Giá trị cực tiểu
của hàm f được kí hiệu là fCT (M0).

Điểm cực đại và điểm cực tiểu của hàm hai biến được gọi chung là điểm cực trị. Tương tự
như vậy đối với giá trị cực đại và giá trị cực tiểu của hàm nhiều biến.

Kí hiệu

p = z′x(x, y), q = z′y(x, y), A = z′′xx(x, y), B = z′′xy(x, y), C = z′′yy(x, y).

♦ Định lí 1.5. Nếu hàm f(x, y) có cực trị và có các đạo hàm riêng tại điểm M0(x0, y0) thì

p(M0) = 0, q(M0) = 0.

∆.Từ giả thiết của Định lí 1.5, suy ra hàm một biến g(x) = f(x, y0) có cực trị tại x0. Hàm
g có đạo hàm tại x0 là g′(x0) = f ′x(x0, y0). Theo định lí Fermat, g′(x0) = f ′x(x0, y0) = 0 hay
p(M0) = 0. Hoàn toàn tương tự, ta có q(M0) = 0 . �.

Ta gọi các điểm tới hạn của hàm hai biến là các điểm mà ở đó các đạo hàm riêng của nó
tồn tại và triệt tiêu hoặc ở đó có ít nhất một trong hai đạo hàm riêng của hàm số ấy không
tồn tại. Từ Định lí 1.5, suy ra nếu một điểm là điểm cực trị của hàm hai biến thì nó là điểm
tới hạn. Khẳng định ngược lại không đúng.

Định lí dưới đây cho phép ta kiểm tra một số điểm tới hạn của hàm hai biến có phải là
điểm cực trị của hàm số ấy hay không, trong đó có cả các điểm mà ở đó các đạo hàm riêng tồn
tại và triệt tiêu được gọi là các điểm dừng của hàm số.

♦ Định lí 1.6. Giả sử hàm f(x, y) có các đạo hàm riêng đến cấp hai liên tục trong lân cận
nào đó của điểm M0(x0, y0). Giả sử p(M0) = 0, q(M0) = 0. Khi đó, tại điểm M0

(i) Nếu B2 − AC < 0 thì M0 là điểm cực trị của hàm f . Đó là điểm cực tiểu nếu A > 0, là
điểm cực đại nếu A < 0.

(ii) Nếu B2 − AC > 0 thì M0 không là điểm cực trị của hàm f .

(iii) Nếu B2 − AC = 0 thì M0 có thể là điểm cực trị của hàm f , cũng có thể không là điểm
cực trị của hàm f .

∆.Giả sử h2 + k2 6= 0 và h2 + k2 đủ nhỏ. Áp dụng công thức (1.8) và sử dụng giả thiết
p(M0) = 0, q(M0) = 0, ta được

∆f = f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0) =
= 1

2

[
f ′′xx(x0 + θh, y0 + θk)h2 + 2f ′′xy(x0 + θh, y0 + θk)hk + f ′′yy(x0 + θh, y0 + θk)k2

]
=

= 1
2

[
f ′′xx(x0, y0)h2 + 2f ′′xy(x0, y0)hk + f ′′yy(x0, y0)k2

]
+ 1

2
[αh2 + 2βhk + γk2] ,

trong đó
α = f ′′xx(x0 + θh, y0 + θk)− f ′′xx(x0, y0),
β = f ′′xy(x0 + θh, y0 + θk)− f ′′xy(x0, y0),
γ = f ′′yy(x0 + θh, y0 + θk)− f ′′yy(x0, y0).
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Do các đạo hàm cấp hai của hàm f liên tục tại M0 nên α, β, γ dần đến 0 khi ρ =
√
h2 + k2

dần đến 0. Từ đó, ta có

∆f = 1
2

[
Ah2 + 2Bhk + Ck2

]
+ o(ρ2), (1.9)

trong đó

A = f ′′xx(x0, y0),
B = f ′′xy(x0, y0),
C = f ′′yy(x0, y0).

Giả sử B2 − AC < 0. Khi đó, A 6= 0. Giả sử A > 0. Xét hàm

g(u, v) = 1
2

[
Au2 + 2Buv + Cv2

]
.

Vì g liên tục trên đường tròn u2 + v2 = 1 nên đạt được giá trị nhỏ nhất tại (u0, v0) nào đó
trên đường tròn đó. Ta có

g(u, v) ≥ g(u0, v0) = 1
2A

î
(Au0)2 + 2Au0Bv0 + ACv0

2
ó

= 1
2A

î
(Au0 +Bv0)2 − (B2 − AC)v0

2
ó
> 0,∀(u, v) : u2 + v2 = 1.

Từ (1.9), suy ra

∆f = ρ2
¶

1
2

[
Au2 + 2Buv + Cv2

]
+ o(ρ2)

ρ2

©
,

trong đó u =
h

ρ
, v =

k

ρ
.

Theo chứng minh trên

∆f ≥ ρ2
¶
g(u0, v0) + o(ρ2)

ρ2

©
> 1

2
ρ2g(u0, v0) > 0

với mọi ρ đủ nhỏ. Điều này chứng tỏ M0 là điểm cực tiểu của hàm f . Chứng minh tương tự,
ta được nếu A < 0 thì M0 là điểm cực đại của hàm f .

Giả sử B2 − AC > 0. Nếu A 6= 0 thì
1

2
[At2 + 2Bt+ C] là tam thức bậc hai. Nó đổi dấu

trên R vì B2 − AC > 0. Giả sử t1, t2 là hai giá trị thỏa mãn

1
2

[
At1

2 + 2Bt1 + C
]
< 0,

1
2

[
At2

2 + 2Bt2 + C
]
> 0.

Áp dụng công thức (1.9) với h = t1δ, k = δ, δ 6= 0. Khi đó, ρ2 = (t1
2 + 1)δ2 nên o(ρ2) = o(δ2).

Từ đó, ta có

∆f = 1
2

[
At1

2δ2 + 2Bt1δ
2 + Cδ2

]
+ o(δ2) = δ2

¶
1
2

[
At1

2 + 2Bt1 + C
]

+ o(δ2)
δ2

©
< 0

với mọi δ có giá trị tuyệt đối đủ nhỏ. Tương tự, áp dụng công thức (1.9) với h = t2λ, k = λ, λ 6= 0,
ta được

∆f = λ2
¶

1
2

[
At1

2 + 2Bt1 + C
]

+ o(λ2)
λ2

©
> 0

với mọi λ có giá trị tuyệt đối đủ nhỏ. Ta thấy, ∆f đổi dấu trong mọi lân cận của M0, điều đó
chứng tỏ M0 không là điểm cực trị của hàm f . Nếu C 6= 0 lập luận tương tự ta cũng có kết
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luận M0 không là điểm cực trị của hàm f . Nếu A = C = 0 thì B 6= 0. Đầu tiên áp dụng (1.9)
với h = k = ξ 6= 0, khi đó ρ2 = ξ2 + ξ2 = 2ξ2. Do đó, o(ρ2) = o(ξ2), ta được

∆f = Bξ2 + o(ξ2) = ξ2
î
B + o(ξ2)

ξ2

ó
,

suy ra ∆f cùng dấu với B khi ξ có giá trị tuyệt đối đủ nhỏ. Sau đó, áp dụng (1.9) với
h = ζ, k = −ζ, ζ 6= 0, ta được

∆f = −Bζ2 + o(ζ2) = ζ2
î
−B + o(ζ2)

ζ2

ó
.

Suy ra, ∆f trái dấu với B khi ζ có giá trị tuyệt đối đủ nhỏ. Các lập luận trên chứng tỏ ∆f đổi
dấu trong mọi lân cận của M0, điều đó chứng tỏ M0 không là điểm cực trị của hàm f .
Để kết thúc chứng minh định lí ta đưa ra hai ví dụ về điểm tới hạn mà tại đó B2 − AC = 0.
Trong một trường hợp điểm tới hạn là điểm cực trị, trong trường hợp còn lại điểm tới hạn
không là điểm cực trị.

• Đầu tiên xét hàm f(x, y) = x4 + y4. Ta có, p = f ′x = 4x3, q = f ′y = 4y3, A = f ′′xx =
12x2, B = f ′′xy = 0, C = f ′′yy = 12y2.

Điểm tới hạn của hàm f là nghiệm của hệß
p = 0
q = 0

⇔
ß

4x3 = 0
4y3 = 0

⇔
ß
x = 0
y = 0.

Ta thấy, f có một điểm tới hạn (điểm dừng) duy nhất là O(0, 0). Tại điểm dừng đó,
A = 0, B = 0, C = 0⇒ B2−AC = 0. Để biết O(0, 0) có là điểm cực trị không ta lấy h, k
thỏa mãn h2 + k2 6= 0, h2 + k2 đủ nhỏ, và xét dấu của ∆f = f(h, k)− f(0, 0). Ta có

∆f = f(h, k)− f(0, 0) = h4 + k4 − 04 − 04 = h4 + k4 > 0,

Suy ra, O(0, 0) là điểm cực tiểu của hàm f .

• Tiếp theo, xét hàm g(x, y) = x3 + y3. Tương tự như đối với hàm f , hàm g cũng có một
điểm dừng duy nhất là O(0, 0) và tại đó B2 − AC = 0. Với h, k thỏa mãn k = 0, h 6= 0,
ta có

∆g = g(h, 0)− g(0, 0) = h3 + 03 − 03 − 03 = h3.

Ta thấy, ∆g đổi dấu dù h có giá trị tuyệt đối nhỏ bao nhiêu chăng nữa, tức là ∆g đổi
dấu trong mọi lân cận của O(0, 0). Điều đó chứng tỏ O(0, 0) không là điểm cực trị của
hàm g �.

Từ các Định lí 1.5 và Định lí 1.6, ta suy ra thuật toán tìm cực trị của hàm z = f(x, y) có các
đạo hàm riêng đến cấp hai liên tục trên tập xác định của hàm số ấy như sau

• Bước 1. Tính các đạo hàm riêng cấp một p = z′x, q = z′y.

• Bước 2. Tìm điểm dừng của hàm z = f(x, y) bằng cách giải hệ phương trình

ß
p = 0
q = 0.

• Bước 3. Tính các đạo hàm riêng cấp hai A = z′′xx, B = z′′xy, C = z′′yy.

• Bước 4. Với mỗi điểm dừng của hàm z = f(x, y), kiểm tra xem trường hợp nào trong các
trường hợp (i), (ii), (iii) của Định lí 1.6 xảy ra. Nếu xảy ra trường hợp (i) hoặc (ii) thì
đưa ra kết luận tương ứng. Nếu xảy ra trường hợp (iii) thì cần khảo sát thêm về điểm
dừng bằng các công cụ khác để biết điểm dừng ấy có phải là điểm cực trị không. Chẳng
hạn có thể dựa vào định nghĩa cực trị như trong chứng minh của Định lí 1.6. Chúng tôi
không đi sâu vào phân tích các phương pháp khảo sát đối với điểm dừng trong trường
hợp này.
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Để dễ nhớ Định lí 1.6 chúng tôi đưa ra bảng sau

B2 − AC A Kết luận

< 0
> 0 Điểm dừng là điểm cực tiểu
< 0 Điểm dừng là điểm cực đại

> 0 Bất kì Điểm dừng không là điểm cực trị

= 0 Bất kì
Chưa kết luận được. Điểm dừng có thể là điểm cực trị,
có thể không là điểm cực trị

•Ví dụ 1.8. Tìm cực trị của hàm số z = 3x4 + 8x3 − 6x2 − 24x+ x3y2.

Lời giải. Ta có
z = 3x4 + 8x3 − 6x2 − 24x+ x3y2,
p = z′x = 12x3 + 24x2 − 12x− 24 + 3x2y2,
q = z′y = 2x3y,
A = z′′xx = 36x2 + 48x− 12 + 6xy2,
B = z′′xy = 6x2y,
C = z′′yy = 2x3.

Ta tìm các điểm dừng của hàm z bằng cách giải hệß
p = 0
q = 0

⇔
ß

12x3 + 24x2 − 12x− 24 + 3x2y2 = 0
2x3y = 0

⇔


 x = −2
x = −1
x = 1

y = 0.

Suy ra, hàm z có ba điểm dừng là M(−2, 0), N(−1, 0), P (1, 0). Ta có bảng sau.

Điểm
dừng

A B C B2 − AC Kết luận

M(−2, 0) 36 > 0 0 −16 576 > 0 M không là điểm cực trị
của hàm z

N(−1, 0) −24 < 0 0 −2 −48 < 0 N là điểm cực đại của hàm z,
zCĐ(N) = 13

P (1, 0) 72 > 0 0 2 −144 < 0 P là điểm cực tiểu của hàm z,
zCT (P ) = −19

1.3.2. Cực trị có điều kiện của hàm hai biến

Bài toán tìm cực trị của hàm số
z = f(x, y), (1.10)

trong đó các biến số bị ràng buộc bởi hệ thức

g(x, y) = 0 (1.11)

được gọi là bài toán tìm cực trị có điều kiện của hàm hai biến.

♦ Định lí 1.7. Giả sử M0(x0, y0) là điểm cực trị của hàm số (1.10) với điều kiện (1.11). Giả
sử

(i) Trong lân cận của M0 các hàm số f(x, y) và g(x, y) có các đạo hàm riêng cấp một liên
tục,
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(ii) Các đạo hàm riêng g′x, g
′
y không đồng thời bằng không tại M0.

Khi đó, tại điểm M0 ∣∣∣∣ f ′x f ′y
g′x g′y

∣∣∣∣ = 0. (1.12)

Ta thừa nhận không chứng minh định lí này.

Hệ thức (1.12) cùng với điều kiện (1.11) cho phép ta xác định (x0, y0).

Chú thích 1.1. Hệ thức (1.12) có thể viết lại thành

f ′x(M0)g′y(M0)− f ′y(M0)g′x(M0) = 0,

hay
f ′x(M0)
g′x(M0)

=
f ′y(M0)

g′y(M0)
. (1.13)

Đặt các giá trị chung của các vế ở đẳng thức (1.13) là −λ, ta đượcß
f ′x(M0) + λg′x(M0) = 0
f ′y(M0) + λg′y(M0) = 0.

Ngược lại, nếu tồn tại λ thỏa mãn hệ trên thì f
′
x(M0)

g′x(M0)
và

f ′y(M0)

g′y(M0)
bằng nhau vì đều bằng −λ, tức

là hệ thức (1.13), do đó, (1.12) được thỏa mãn. Vậy, nếu M0 thỏa mãn các điều kiện (i) và (ii)
của Định lí 1.7 thì tồn tại λ sao cho tại M0ß

f ′x(x, y) + λg′x(x, y) = 0
f ′y(x, y) + λg′y(x, y) = 0.

(1.14)

Hệ (1.14) cùng với điều kiện (1.11) cho phép ta xác định (x0, y0, λ). Đặt

F (x, y, λ) = f(x, y) + λg(x, y) (1.15)

thì
F ′x = f ′x(x, y) + λg′x(x, y)
F ′y = f ′y(x, y) + λg′y(x, y)
F ′λ = g(x, y).

Do đó, hệ (1.14) cùng với điều kiện (1.11) có thể viết lại thành F ′x = 0
F ′y = 0
F ′λ = 0.

(1.16)

Hàm F (x, y, λ) trong công thức (1.15) được gọi là hàm Lagrange.

Ta gọi điểm tới hạn của hàm số (1.10) với điều kiện (1.11) là điểm thuộc một trong hai loại
sau

• Loại 1: Gồm các điểm (x, y) thỏa mãn các điều kiện (i) và (ii) của Định lí 1.7 và hệ (1.16)
với λ nào đó.

• Loại 2: Gồm các điểm tại đó một trong hai điều kiện (i), (ii) của Định lí 1.7 không thỏa
mãn.
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Từ Định lí 1.7, các lập luận sau định lí ấy và chú thích 1.1, suy ra, nếu M0 là điểm cực trị
có điều kiện của hàm số (1.10) với điều kiện (1.11) thì M0 là điểm tới hạn. Khẳng định ngược
lại không đúng.

Định lí dưới đây cho phép ta kiểm tra một số điểm tới hạn loại 1 của hàm số (1.10) với điều
kiện (1.11) có phải là điểm cực trị của hàm số ấy không.

♦ Định lí 1.8. Giả sử M0(x0, y0) là điểm tới hạn loại 1 của hàm số (1.10) với điều kiện (1.11).
Giả sử (x0, y0, λ0) là nghiệm của (1.16). Xét vi phân cấp hai

d2F (x0, y0, λ0) = F ′′xx(M0)h2 + 2F ′′xy(M0)hk + F ′′yy(M0)k2

khi h, k không đồng thời bằng 0 và thỏa mãn

g′x(M0)h+ g′y(M0)k = 0.

(a) Nếu d2F (x0, y0, λ0) > 0 thì M0 là điểm cực tiểu của hàm số (1.10) với điều kiện (1.11).

(b) Nếu d2F (x0, y0, λ0) < 0 thì M0 là điểm cực đại của hàm số (1.10) với điều kiện (1.11).

(c) Nếu d2F (x0, y0, λ0) = 0 thì M0 có thể là điểm cực trị, cũng có thể không là điểm cực trị
của hàm số (1.10) với điều kiện (1.11).

Ta thừa nhận không chứng minh định lí này. Sau đây, ta xét một ví dụ áp dụng định lí ấy.

•Ví dụ 1.9. Tìm cực trị của hàm số z = 3x+ 4y với điều kiện x2 + y2 = 1.

Bài giải.

Ràng buộc đối với x, y là g(x, y) = 0, trong đó g(x, y) = x2 + y2 − 1.

Dễ thấy, các hàm z và g có các đạo hàm riêng liên tục trên R2. Hơn nữa, g′x = 2x, g′y = 2y

không đồng thời bằng không vì x2 + y2 = 1. Suy ra, hàm z với điều kiện g(x, y) = 0 chỉ có các
điểm tới hạn loại 1. Hàm Lagrange là

F (x, y, λ) = 3x+ 4y + λ(x2 + y2 − 1).

Ta có
F ′x = 3 + 2λx,
F ′y = 4 + 2λy,
F ′λ = x2 + y2 − 1.

Do đó, hệ (1.16) trở thành 3 + 2λx = 0
4 + 2λy = 0

x2 + y2 − 1 = 0
⇔
ï
x = −3

5
, y = −4

5
, λ = 5

2

x = 3
5
, y = 4

5
, λ = −5

2
.

Suy ra, bài toán có hai điểm tới hạn là M(−3
5
,−4

5
), tương ứng λ = 5

2
, và N(3

5
, 4

5
), tương ứng

λ = −5
2
. Ta có

F ′′xx = 2λ, F ′′xy = 0, F ′′yy = 2λ,
g′x = 2x, g′y = 2y.

Khi x = −3
5
, y = −4

5
, λ = 5

2
, ta có F ′′xx = 5, F ′′xy = 0, F ′′yy = 5, g′x = −6

5
, g′y = −8

5
.

Do đó, ta cần xét

d2F (−3
5
,−4

5
, 5

2
) = F ′′xxh

2 + 2F ′′xyhk + F ′′yyk
2 = 5h2 + 5k2,
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khi h, k không đồng thời bằng 0 và bị ràng buộc bởi điều kiện

g′x(−3
5
,−4

5
)h+ g′y(−3

5
,−4

5
)k = −6

5
h− 8

5
k = 0. (1.17)

Từ ràng buộc (1.17) và điều kiện h, k không đồng thời bằng 0. Suy ra, h = −4

3
k và k 6= 0.

Do đó, d2F (−3
5
,−4

5
, 5

2
) = 125

9
k2 > 0.

Theo Định lí 1.8, M(−3
5
,−4

5
) là điểm cực tiểu có điều kiện của hàm z. Giá trị cực tiểu là

zCT (M) = −5.

Tính toán tương tự, khi x = 3
5
, y = 4

5
, λ = −5

2
, ta thấy N(3

5
, 4

5
) là điểm cực đại có điều kiện của

hàm z. Giá trị cực đại là

zCĐ(N) = 5.

Trên đây, ta đã dựa vào Định lí 1.8 để xét xem điểm M(−3
5
,−4

5
) có là điểm cực trị có điều

kiện của hàm z không. Từ đó, ta có kết luận d2F (−3
5
,−4

5
, 5

2
) > 0, với mọi h, k không đồng thời

bằng 0 và bị ràng buộc bởi điều kiện (1.17) nhanh hơn như sau.

Ta có

d2F (−3
5
,−4

5
, 5

2
) = 5h2 + 5k2 > 0

với mọi h, k không đồng thời bằng 0. Bất đẳng thức trên vẫn đúng khi h, k bị ràng buộc thêm
bởi điều kiện (1.17).

1.3.3. Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm hai biến trên miền

đóng, bị chặn

Giả sử hàm f liên tục trên miền D đóng và bị chặn. Theo tính chất của hàm liên tục suy ra
f đạt giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên miền D. Giả sử giá trị lớn nhất của hàm f đạt
được tại M0 ∈ D. Khi đó, f(M) ≤ f(M0),∀M ∈ D. Giả sử M0 là điểm trong của D. Khi đó,
tồn tại lân cận V (M0) nào đó của điểm M0 sao cho V (M0) ⊂ D. Nếu M ∈ V (M0) thì M ∈ D,
do đó f(M) ≤ f(M0). Suy ra, M0 là điểm cực đại không nghiêm ngặt, do đó là điểm tới hạn
của hàm f . Điểm M0 cũng có thể là điểm biên của miền D.

Từ các lập luận trên, ta suy ra thuật toán tìm giá trị lớn nhất của hàm z = f(x, y) có các
đạo hàm riêng tại tất cả các điểm trong của miền D đóng và bị chặn như sau.

• Bước 1. Tính các đạo hàm riêng cấp một của hàm z là p = z′x, q = z′y.

• Bước 2. Tìm các điểm tới hạn của hàm z là các điểm trong của miền D có tọa độ thỏa
mãn hệ phương trình ß

p = 0
q = 0

và tính giá trị của hàm f tại các điểm ấy.

• Bước 3. Tìm giá trị lớn nhất của hàm f trên biên của miền D.

• Bước 4. Tìm giá trị lớn nhất trong số các giá trị tìm được ở bước 2 và bước 3. Giá trị lớn
nhất ấy chính là giá trị lớn nhất của hàm f trên miền D.
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Nếu các điểm tới hạn ở bước 2 không tồn tại thì hàm f đạt giá trị lớn nhất trên biên của
miền D, tức là giá trị lớn nhất của hàm f trên biên của D tìm được ở bước 3 cũng chính là giá
trị lớn nhất của nó trên toàn miền D.

Thuật toán tìm giá trị nhỏ nhất của hàm f trên miền D tương tự thuật toán tìm giá trị lớn
nhất của hàm số ấy trên miền D.

•Ví dụ 1.10. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số z = 2x2 + y2 − x2y trên miền
0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 2x.

x

O

y

y = 2x

A

B

3

6

Hình 1.1

Lời giải.

• Kí hiệu D là miền 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 2x. Ta có®
p = z′x = 4x− 2xy,

q = z′y = 2y − x2
.

Giải hệ phương trìnhß
p = 0
q = 0

⇔
ß

4x− 2xy = 0
2y − x2 = 0

⇔


ß
x = 0
y = 0ß
x = ±2
y = 2.

Vậy, hàm số có ba điểm tới hạn là O(0, 0), M1(−2, 2), M2(2, 2). Trong ba điểm trên, ta
thấy chỉ có điểm M2(2, 2) là điểm trong của D. Ta có

z(M2) = z(2, 2) = 4. (1.18)

• Xét hàm z(x, y), khi (x, y) là các điểm trên biên của miền D.
Đặt O(0, 0); A(3, 0); B(3, 6). Biên của miền D gồm ba đoạn thẳng là OA, AB, BO.

– Đoạn OA có phương trình là y = 0, 0 ≤ x ≤ 3, và trên OA ta có

z = f(x) = 2x2, 0 ≤ x ≤ 3,

f ′(x) = 4x = 0⇔ x = 0 /∈ (0, 3).

Ta có
f(0) = z(0, 0) = 0, (1.19)

f(3) = z(3, 0) = 18. (1.20)
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– Đoạn AB có phương trình là x = 3, 0 ≤ y ≤ 6, và trên AB ta có

z = g(y) = y2 − 9y + 18, 0 ≤ y ≤ 6,

g′(y) = 2y − 9 = 0⇔ y =
9

2
∈ (0, 6).

Ta có
g(0) = z(3, 0) = 18, (1.21)

g(
9

2
) = z(3,

9

2
) = −9

4
, (1.22)

g(6) = z(3, 6) = 0. (1.23)

– Đoạn OB có phương trình là y = 2x, 0 ≤ x ≤ 3, và trên OB ta có

z = h(x) = 6x2 − 2x3, 0 ≤ x ≤ 3,

h′(x) = 12x− 6x2 = 0⇔
ï
x = 0 /∈ (0, 3)
x = 2 ∈ (0, 3),

Ta có
h(0) = z(0, 0) = 0, (1.24)

h(2) = z(2, 4) = 8, (1.25)

h(3) = z(3, 6) = 0. (1.26)

So sánh các giá trị tại (1.18) - (1.26), ta thu được kết quả sau đây

max
M∈D

z(M) = z(3, 0) = 18, min
M∈D

z(M) = z(3, 9
2
) = −9

4
.

•Ví dụ 1.11. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số z = x2 + y2 − 12x + 16y
trên miền x2 + y2 ≤ 25.

x

O

y

5-5

-5

5

Hình 1.2

Lời giải.

Kí hiệu D là miền x2 + y2 ≤ 25. Đó là hình tròn đóng tâm O(0, 0) bán kính bằng 5.
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Ta có ®
p = z′x = 2x− 12

q = z′y = 2y + 16
.

Do đó, ß
p = 0
q = 0

⇔
ß

2x− 12 = 0
2y + 16 = 0

⇔
ß

x = 6
y = −8

.

Vì 62 + (−8)2 = 100 > 25 nên điểm (6,−8) không phải là điểm trong của miền D. Suy ra,
trong D hàm z không có điểm tới hạn nên nó đạt được giá trị lớn nhất và nhỏ nhất trên biên
của D.

Xét hàm z(x, y) khi (x, y) là điểm trên biên của miền D.

Khi đó, x2 + y2 = 25 hay

ß
x = 5 cos t
y = 5 sin t

.

Suy ra
z = 25− 60 cos t+ 80 sin t, z = 25 + 100(−3

5
cos t+ 4

5
sin t).

Đặt cosα = −3
5
, sinα = 4

5
, ta có

z = 25 + 100(cosα cos t+ sinα sin t), z = 25 + 100 cos(t− α).

Từ đó, suy ra
−75 ≤ z ≤ 125.

Dấu bằng thứ nhất xảy ra khi và chỉ khi

cos(t− α) = −1
⇔ t− α = π + k2π, (k ∈ Z)
⇔ t = α + π + k2π

⇒
®
x = 5 cos t = −5 cosα = −5(−3

5
) = 3

y = 5 sin t = −5 sinα = −5(4
5
) = −4

.

Dấu bằng thứ hai xảy ra khi và chỉ khi

cos(t− α) = 1
⇔ t− α = k2π, (k ∈ Z)
⇔ t = α + k2π

⇒
®
x = 5 cos t = 5 cosα = 5(−3

5
) = −3

y = 5 sin t = 5 sinα = 5(4
5
) = 4

.

Vậy,

max
M∈D

z(M) = max
M∈∂D

z(M) = 125, giá trị lớn nhất đạt được tại (−3, 4),

và min
M∈D

z(M) = min
M∈∂D

z(M) = −75, giá trị nhỏ nhất đạt được tại (3,−4).
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Bài tập chương 1

Bài 1.1. Tính đạo hàm riêng của các hàm số sau
a) z = x3+y3

x2+y2
,

b) z = ln(x+
√
x2 + y2),

c) z = y2 sin x
y
,

d) z = xy
3
, x > 0,

e) z = arctan y
x
,

f) z = arcsin(x− 2y),

g) z = ln

√
x2+y2−x√
x2+y2+x

,

h) z = arctan
√

x2−y2
x2+y2

,

i) u = xy
z
;x, y > 0,

j) u = e
1

x2+y2+z2 ,
k) u = exyz sin y

z
.

Bài 1.2. Chứng minh rằng hàm số z = y ln(x2 − y2) thoả mãn phương trình 1
x
z′x + 1

y
z′y = z

y2
.

Bài 1.3. Tìm vi phân toàn phần của các hàm số
a) z = sin(x2 + y2),
b) z = ex(cos y + x sin y),
c) z = ln tan y

x
,

d) z = arctan x+y
x−y ,

e) u = xy
2z, x > 0.

Bài 1.4. Tính gần đúng
a) 3
√

1.022 + 0.052 ,
b) ln( 3

√
1.03 + 4

√
0.98− 1) .

Bài 1.5. Tính các đạo hàm riêng cấp 2 của các hàm số sau

a) z = 1
3

»
(x2 + y2)3 ,

b) z = x2 ln(x+ y) ,
c) z = ln(x+

√
x2 + y2) ,

d) z = arctan y
x
.

Bài 1.6. Tìm hàm f(x, y) thoả mãn
a) f ′′xy = 0,
b) f ′′xx = 0 ,
c) f ′′xx = 12x2y + 2, f ′y = x4 − 30xy5, f(0, 0) = 1, f(1, 1) = −2,
d) f ′x = x2 − 2xy2 + 3, f ′y = y2 − 2x2y + 3.

Bài 1.7. Tìm hàm u(x, y, z) thoả mãn u′′′xyz = 0.

Bài 1.8. Chứng minh rằng
a) Hàm số u = ln 1√

x2+y2
thoả mãn phương trình ∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
= 0,

b) Hàm số u = 1√
x2+y2+z2

thoả mãn phương trình ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

= 0.

Bài 1.9. Tìm cực trị của các hàm số sau
a) z = x2 + y2 + x3 + xy2;
b) z = y3 − 3x2 − 3y2 + 9x+ 3;
c) z = x3 − 3y + y2 − 3x+ 3;
d) z = 2x3 + 6xy2 + 3x2 − 3y2;
e) z = −x3 + 3x2 − 12xy2 − 12y2;
f) z = x3 + y2 + 2xy + 1;
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g) z = x2 + 8y2 − 2xy2 + 10;
h) z = x+ y − xey;
i) z = 2x4 + y4 − x2 − 2y2.
Bài 1.10. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm z trên miền D tương ứng với
a) z = x2 − y2, D là miền tròn x2 + y2 ≤ 4;
b) z = x2 + xy2 + 1, D là miền tròn giới hạn bởi x2 + 2x+ y2 = 8;
c) z = x2y(4−x−y), D là hình tam giác giới hạn bởi các đường thẳng x = 0, y = 0 và x+y = 6;
d) z = x2 + 3y2 + x − y, D là hình tam giác giới hạn bởi các đường thẳng x = 1, y = 1 và
x+ y = 1;
e) z = x2 + 2xy − 4x + 8y, D là hình chữ nhật giới hạn bởi các đường x = 0, x = 1, y = 0 và
y = 2;
f) z = x3 − 6x2 + xy2, D là hình vuông giới hạn bởi các đường x = 0, x = 4, y = 0 và y = 4;
g) z = x3 + y3 − 3xy, D là miền xác định bởi 0 ≤ x ≤ 2,−1 ≤ y ≤ 2;
h) z = e−(x2+y2)(2x2 + 3y2), D là miền tròn x2 + y2 ≤ 1;

i) z = sinx+ siny + sin(x+ y), D là hình chữ nhật giới hạn bởi x = 0, x =
π

2
, y = 0 và y =

π

2
;

j) z = 2x+1 + 2y+1 − 2x+y, D là hình tam giác giới hạn bởi các đường thẳng x = 0, y = 0 và
x+ y = 4.
Bài 1.11. Tìm cực trị của
a) z = 1

x
+ 1

y
với điều kiện 1

x2
+ 1

y2
= 1

a2
, a > 0,

b) z = xy với điều kiện x+ y = 1.

Đáp số bài tập chương 1

Bài 1.1.

a) z′x =
x4 + 3x2y2 − 2xy3

(x2 + y2)2
, z′y =

y4 + 3x2y2 − 2x3y

(x2 + y2)2
;

b) z′x = 1√
x2+y2

, z′y = y

x2+y2+x
√
x2+y2

;

c) z′x = y cos x
y
, z′y = 2y sin x

y
− x cos x

y
;

d) z′x = y3xy
3−1, z′y = xy

3
lnx.3y2;

e) z′x = − y
x2+y2

, z′y = x
x2+y2

;

f) z′x = 1√
1−(x−2y)2

, z′y = − 2√
1−(x−2y)2

;

g) z′x = − 2√
x2+y2

, z′y = 2x

y
√
x2+y2

;

h) z′x = y2

x
√
x4−y4

, z′y = − y√
x4−y4

;

i) u′x = yzxy
z−1, u′y = xy

z
lnx.zyz−1, u′z = xy

z
lnx.yz ln y;

j) u′x = −2xu
(x2+y2+z2)2

, u′y = −2yu

(x2+y2+z2)2
, u′z = −2zu

(x2+y2+z2)2
;

k) u′x = yzexyz sin y
z
, u′y = xzexyz sin y

z
+ exyz.1

z
cos y

z
, u′z = xyexyz sin y

z
− exyz. y

z2
cos y

z
.

Bài 1.2. Độc giả tự chứng minh
Bài 1.3.
a) 2 cos(x2 + y2)(xdx+ ydy);
b) ex [(x cos y − sin y)dy + (sin y + cos y + x sin y)dx] ;

c) 2(xdy−ydx)
x2 sin(2y/x)

;

d) xdy−ydx
x2+y2

;

e) y2zxy
2z−1dx+ xy

2z lnx2yzdy + xy
2z lnxy2dz.

Bài 1.4. a) 1.013; b) 0.005.
Bài 1.5.



24 HÀM SỐ NHIỀU BIẾN SỐ

a) z′′xx = 2x2+y2√
x2+y2

, z′′xy = xy√
x2+y2

, z′′yy = x2+2y2√
x2+y2

;

b) z′′xx = 2 ln(x+ y) + 2x
x+y

+ x2+2xy

(x+y)2
, z′′xy = 2x

x+y
− x2

(x+y)2
, z′′yy = − x2

(x+y)2
;

c) z′′xx = − x

(x2+y2)3/2
, z′′xy = − y

(x2+y2)3/2
, z′′yy =

x3+(x2−y2)
√
x2+y2

(x2+y2)3/2(x+
√
x2+y2)

2 ;

d) z′′xx = 2xy

(x2+y2)2
, z′′xy = y2−x2

(x2+y2)2
, z′′yy = − 2xy

(x2+y2)2

Bài 1.6.
a) f(x, y) = F (x) +G(y), F (x) là hàm khả vi, G(y) là hàm bất kì;
b) f(x, y) = xF (y) +G(y), F và G là 2 hàm bất kì;
c) f(x, y) = x4y − 5xy6 + x2 + 1;

d) f(x, y) = x3+y3

3
− x2y2 + 3(x+ y) + C.

Bài 1.7.
u(x, y, z) = G(y, z) +H(x, z) + F (x, y), F có đạo hàm riêng cấp 2 F ′′xy, H có đạo hàm theo x,

G là hàm bất kì.
Bài 1.8. Độc giả tự chứng minh
Bài 1.9.
a) zCT = 0 tại (0, 0);

b) zCĐ =
39

4
tại (

3

2
, 0);

c) zCT = −5

4
tại (1,

3

2
);

d) zCĐ = 1 tại (−1, 0);
e) zCĐ = 4 tại (2, 0);

f) zCT =
23

27
tại (

2

3
,−2

3
);

g) zCT = 10 tại (0, 0);
h) Không có cực trị;

i) zCT = −9

8
tại

Å
1

2
, 1

ã
,

Å
1

2
,−1

ã
,

Å
−1

2
, 1

ã
,

Å
−1

2
,−1

ã
và zCĐ = 0 tại (0, 0).

Bài 1.10.
a) Giá trị lớn nhất là 4 tại (2, 0) và (−2, 0), giá trị nhỏ nhất là −4 tại (0, 2) và (0,−2);
b) Giá trị lớn nhất là 17 tại (−4, 0), giá trị nhỏ nhất là −11 tại (−2, 2

√
2) và (−2,−2

√
2);

c) Giá trị lớn nhất là 4 tại (2, 1), giá trị nhỏ nhất là −64 tại (4, 2);

d) Giá trị lớn nhất là 4 tại (1, 1), giá trị nhỏ nhất là 1 tại (
1

2
,
1

2
);

e) Giá trị lớn nhất là 17 tại (1, 2), giá trị nhỏ nhất là −3 tại (1, 0);
f) Giá trị lớn nhất là 32 tại (4, 4), giá trị nhỏ nhất là −32 tại (4, 0);
g) Giá trị lớn nhất là 13 tại (2,−1), giá trị nhỏ nhất là −1 tại (0,−1) và (1, 1);

h) Giá trị lớn nhất là
3

e
tại (0, 1) và (0,−1), giá trị nhỏ nhất là 0 tại (0, 0);

i) Giá trị lớn nhất là
3
√

3

2
tại (

π

3
,
π

3
), giá trị nhỏ nhất là 0 tại (0, 0);

j) Giá trị lớn nhất là 18 tại (4, 0) và (0, 4), giá trị nhỏ nhất là 0 tại (2, 2).
Bài 1.11.

a) zCT = −
√

2

a
tại (−a

√
2,−a

√
2), zCĐ =

√
2
a

tại (a
√

2, a
√

2);

b) zCĐ = 1
4
tại (1

2
, 1

2
).



Chương 2

TÍCH PHÂN BỘI, TÍCH PHÂN

ĐƯỜNG LOẠI HAI

2.1. Tích phân kép

2.1.1. Định nghĩa tích phân kép

2.1.1.1. Bài toán tính thể tích vật thể hình trụ

Cho z = f(x, y) là một hàm số xác định, liên tục, không âm trong một miền D đóng, bị
chặn, có biên L trong mặt phẳng Oxy. Tính thể tích của vật thể giới hạn bởi miền D, mặt
z = f(x, y) và mặt trụ có đường sinh song song với Oz tựa trên L.

Chia miền D một cách tùy ý thành n mảnh nhỏ. Gọi tên và cả diện tích của các mảnh đó
là ∆S1, ∆S2, . . . , ∆Sn. Lấy mỗi mảnh nhỏ đó làm đáy, dựng vật thể hình trụ mà mặt xung
quanh có đường sinh song song với Oz và trên giới hạn bởi mặt cong z = f(x, y). Vậy, vật thể
hình trụ đã được chia thành n vật thể hình trụ nhỏ. Trong mỗi mảnh ∆Si, (i = 1, . . ., n), ta
lấy một điểm tùy ý Mi(xi, yi).

Hình 2.1

Tích f(xi, yi).∆Si là thể tích hình trụ thẳng có đáy là ∆Si
và chiều cao là f(xi, yi), nó khác rất ít thể tích ∆Vi của vật
thể hình trụ nhỏ thứ i nếu mảnh ∆Si có đường kính di

1 khá
nhỏ, vì hàm số f(x, y) liên tục. Vậy, có thể xem thể tích V
của vật thể hình trụ xấp xỉ bằng

∑n
i=1 f(xi, yi).∆Si.

V ≈
n∑
i=1

f(xi, yi).∆Si.

Phép tính gần đúng này càng chính xác nếu n càng lớn
và các mảnh ∆Si có đường kính càng nhỏ. Do đó, thể tích V
của vật thể hình trụ đã cho bằng giới hạn (nếu có) của tổng
trên khi n→∞ sao cho đường kính lớn nhất trong các đường
kính di của các mảnh ∆Si dần tới 0, giới hạn đó không phụ
thuộc vào cách chia miền D thành các mảnh nhỏ cũng như
cách chọn điểm Mi trong ∆Si.

V = lim
max di→0

n∑
i=1

f(xi, yi).∆Si.

1Đường kính di của một miền Si là khoảng cách lớn nhất giữa các điểm trên biên của miền ấy.
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2.1.1.2. Tính khối lượng của bản phẳng không đồng chất

Cho một bản phẳng chiếm một miền D trong mặt phẳng Oxy. Lấy một mảnh tùy ý của
bản ấy có diện tích ∆S và giả sử khối lượng của mảnh ấy là ∆m. Giới hạn nếu có của tỉ số
∆m

∆S
khi ∆S → 0 sao cho mảnh ấy thu về một điểm P được gọi là khối lượng riêng của bản tại

P và được kí hiệu là ρ(P ). Nếu bản đồng chất thì ρ không đổi. Nếu bản không đồng chất thì
ρ là một hàm số của P .

Bây giờ, giả sử khối lượng riêng của bản là một hàm số liên tục ρ(P ) = ρ(x, y). Hãy tính
khối lượng của bản. Chia miền D thành n miền nhỏ ∆S1, ∆S2, . . . , ∆Sn có đường kính tương
ứng là di và chọn trong mỗi mảnh ∆Si một điểm tùy ý Pi(xi, yi). Khối lượng của bản được
tính xấp xỉ bằng tổng

n∑
i=1

ρ(Pi)∆Si.

Giới hạn nếu có của tổng trên khi n → ∞ sao cho d = max
i=1,n

di → 0 được gọi là khối lượng

của bản

m = lim
d→0

n∑
i=1

ρ(Pi).∆Si.

2.1.1.3. Định nghĩa tích phân kép

Nhiều bài toán trong các lĩnh vực khác nhau của khoa học kĩ thuật đưa đến việc tìm giới
hạn của tổng có dạng trên. Ta đưa ra định nghĩa sau đây.

? Định nghĩa 2.1. Cho hàm z = f(x, y) xác định trong một miền đóng, bị chặn D. Chia miền
D một cách tùy ý thành n mảnh nhỏ, gọi tên và diện tích của các mảnh đó là ∆S1, ∆S2, . . . ,
∆Sn. Trong mỗi mảnh ∆Si, lấy một điểm tùy ý Mi(xi, yi). Tổng In =

∑n
i=1 f(xi, yi).∆Si được

gọi là tổng tích phân của hàm số f(x, y) trong miền D.

Nếu khi n→∞ sao cho d→ 0 mà In dần tới một giới hạn xác định I, không phụ thuộc vào
cách chia miền D và cách lấy điểm Mi trong mỗi mảnh ∆Si , thì giới hạn đó được gọi là tích
phân kép của hàm số f(x, y) trong miền D và được kí hiệu là

∫∫
D

f(x, y)dS. Vậy∫∫
D

f(x, y)dS = lim
d→0

n∑
i=1

f(xi, yi)∆Si. (2.1)

Hàm hai biến số f(x, y) được gọi là hàm dưới dấu tích phân, D là miền lấy tích phân, dS
là yếu tố diện tích, x, y là biến tích phân. Nếu tồn tại tích phân (2.1) thì hàm f(x, y) được gọi
là khả tích trong miền D.

Người ta chứng minh được rằng nếu f(x, y) liên tục trong miền D thì
∫∫
D

f(x, y)dS tồn tại,

tức là f(x, y) khả tích trong miền D.

∗ Chú ý: Vì tích phân kép không phụ thuộc vào cách chia miền D thành các mảnh nhỏ như
đã nêu trong định nghĩa nên ta có thể chia miền D bằng hai họ đường thẳng song song với các
trục tọa độ. Do đó, dS = dx.dy và

∫∫
D

f(x, y)dS =
∫∫
D

f(x, y)dxdy.

2.1.1.4. Các tính chất của tích phân kép

Giả sử f(x, y), g(x, y) là các hàm số khả tích trên một miền D. Ta có
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a.
∫∫
D

[f(x, y) + g(x, y)] dxdy =
∫∫
D

f(x, y)dxdy +
∫∫
D

g(x, y)dxdy.

b.
∫∫
D

kf(x, y)dxdy = k
∫∫
D

f(x, y)dxdy, với k là hằng số bất kì.

c. Nếu có thể chia miền D thành hai miền D1, D2 sao cho diện tích của miền D1 ∩D2 bằng
0 thì ∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D1

f(x, y)dxdy +

∫∫
D2

f(x, y)dxdy.

d. Nếu f(x, y)≤g(x, y), ∀(x, y) ∈ D thì∫∫
D

f(x, y)dxdy ≤
∫∫
D

g(x, y)dxdy.

e. Nếu m≤f(x, y)≤M, ∀(x, y) ∈ D, với m và M là các hằng số thì

mS ≤
∫∫
D

f(x, y)dxdy ≤MS, S là diện tích của miền D.

f. Nếu f(x, y) liên tục trong miền đóng, bị chặn, liên thông D thì trong D có ít nhất một
điểm (x, y) sao cho∫∫

D

f(x, y)dxdy = f(x, y)S, S là diện tích của miền D.

2.1.2. Cách tính tích phân kép trong hệ tọa độ Đề-các

2.1.2.1. Miền D là hình chữ nhật

Giả sử phải tính tích phân kép I =
∫∫
D

f(x, y)dxdy, trong đó D là hình chữ nhật a≤x≤b;

c≤y≤d và hàm f(x, y) liên tục trong D. Ta có định lí sau đây.

♦ Định lí 2.1. (Định lý Fubini).

Giả sử f(x, y) là hàm số khả tích trong hình chữ nhật D = [a, b]× [c, d]. Khi đó,

a. Nếu ∀x ∈ [a, b], hàm số y 7→ f(x, y) khả tích trên [c, d] thì hàm số x 7→ I(x) =
d∫
c

f(x, y)dy

khả tích trên [a, b] và

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

I(x)dx =

b∫
a

( d∫
c

f(x, y)dy
)
dx =

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dy. (2.2)

b. Nếu ∀y ∈ [c, d], hàm số x 7→ f(x, y) khả tích trên [a, b] thì hàm số y 7→ J(y) =
b∫
a

f(x, y)dx

khả tích trên [c, d] và
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∫∫
D

f(x, y)dxdy =

d∫
c

J(y)dy =

d∫
c

( b∫
a

f(x, y)dx
)
dy =

d∫
c

dy

b∫
a

f(x, y)dx. (2.3)

Ta thừa nhận không chứng minh định lí này.

5 Hệ quả 2.1. Nếu f(x, y) liên tục trên D = [a, b]× [c, d] thì∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dy =

d∫
c

dy

b∫
a

f(x, y)dx. (2.4)

Như vậy, việc tính tích phân kép trên được đưa về việc tính hai tích phân đơn liên tiếp,

khi tính tích phân đơn thứ nhất
d∫
c

f(x, y)dy ta coi x là hằng số (hoặc khi tính tích phân đơn

b∫
a

f(x, y)dx ta coi y là hằng số).

∗ Chú ý: Nếu f(x, y) = f1(x).f2(y) thì∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

f1(x)dx.

d∫
c

f2(y)dy. (2.5)

•Ví dụ 2.1. Tính I =
∫∫
D

(x2 + y2)dxdy, trong đó D là miền xác định bởi 0≤x≤1; 0≤y≤1.

Lời giải. Vì x2 + y2 liên tục trên D nên I =
1∫
0

dx
1∫
0

(x2 + y2)dy =
1∫
0

(x2y +
y3

3
)

∣∣∣∣1
0

dx

=
1∫
0

(x2 +
1

3
)dx =

Å
x3

3
+
x

3

ã∣∣∣∣1
0

=
2

3
.

•Ví dụ 2.2. Tính I =
∫∫
D

x2ydxdy, trong đó D là miền xác định bởi −1≤x≤2; 0≤y≤1.

Lời giải. Theo công thức (2.5), ta có I =
2∫
−1

x2dx.
1∫
0

ydy =
x3

3

∣∣∣∣2
−1

.
y2

2

∣∣∣∣1
0

=
3

2
.

2.1.2.2. Miền D là miền bất kì

♦ Định lí 2.2. Giả sử D = {(x, y) : a≤x≤b; y1(x)≤y≤y2(x)}, y1(x) và y2(x) là những hàm số
liên tục trên [a, b], y1(x)≤y2(x) với ∀x ∈ [a, b] (xem Hình 2.2 ở dưới). Giả sử f(x, y) là hàm số
khả tích trên D. Nếu ∀x ∈ [a, b], hàm số y 7→ f(x, y) khả tích trên đoạn [y1(x), y2(x)] thì hàm
số

x 7→ I(x) =

y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy,

khả tích trên [a, b] và

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

I(x)dx =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy. (2.6)
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x

O

y

a b

y = y1(x)

y = y2(x)

Hình 2.2

♦ Định lí 2.3. Giả sử D = {(x, y) : c ≤ y ≤ d; x1(y) ≤ x ≤ x2(y)}, x1(y) và x2(y) là hai hàm
số liên tục trên [c, d], x1(y) ≤ x2(y) với ∀y ∈ [c, d] (xem Hình 2.3 ở dưới). Giả sử f(x, y) là
hàm số khả tích trên D. Nếu ∀y ∈ [c, d], hàm số x 7→ f(x, y) khả tích trên đoạn [x1(y), x2(y)]
thì hàm số

y 7→ J(y) =

x2(y)∫
x1(y)

f(x, y)dx,

khả tích trên [c, d] và

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

d∫
c

J(y)dy =

d∫
c

dy

x2(y)∫
x1(y)

f(x, y)dx. (2.7)

y

O

x

c

d

x = x1(y) x = x2(y)

Hình 2.3

5 Hệ quả 2.2.

• Giả sử D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b; y1(x) ≤ y ≤ y2(x)}; y1(x) và y2(x) là hai hàm số liên tục
trên [a, b]. Nếu f là một hàm số liên tục trên D thì

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy.
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• Giả sử D = {(x, y) : c≤y≤d; x1(y)≤x≤x2(y)}, x1(y) và x2(y) là hai hàm số liên tục trên
[c, d]. Nếu f là một hàm số liên tục trên D thì∫∫

D

f(x, y)dxdy =

d∫
c

dy

x2(y)∫
x1(y)

f(x, y)dx.

x

O

y

a b

c

d

N

Q

M P

Hình 2.4

∗ Chú ý: Giả sử mỗi đường thẳng song song với Ox và Oy
đều cắt biên của miền D nhiều nhất tại hai điểm. Dựng hình
chữ nhật a≤x≤b; c≤y≤d mà các cạnh của nó tiếp xúc với
biên của D tại các điểmM,N,P,Q. Các điểmM,P chia biên

của D thành hai cung ṀNP và cung ṀQP có các phương
trình theo thứ tự là y = y1(x), y = y2(x). Các điểm N,Q chia

biên của miền D thành hai cung ṄMQ và cung N̆PQ có các
phương trình theo thứ tự là x = x1(y), x = x2(y) (xem Hình
2.4).

Nếu f(x, y) liên tục trên D, ta có thể tính
∫∫
D

f(x, y)dxdy

theo công thức (2.6) hoặc (2.7). Khi đó, ta có

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy =

d∫
c

dy

x2(y)∫
x1(y)

f(x, y)dx. (2.8)

Đó là công thức đổi thứ tự lấy tích phân.

•Ví dụ 2.3. Xác định các cận tích phân trong tích phân kép

I =

∫∫
D

f(x, y)dxdy,

trong đó D là miền {y ≥ 0; y ≤ x2; x+ y ≤ 2; x ≥ 0}.

x

O

y

1 2

1

2
y = x2

y = 2− x

D1 D2

Hình 2.5

Lời giải. (Xem Hình 2.5)

Miền D được xác định bởi 0 ≤ y ≤ 1;
√
y ≤ x ≤ 2− y.

Do đó,
∫∫
D

f(x, y)dxdy =
1∫
0

dy
2−y∫
√
y

f(x, y)dx.

Để đổi thứ tự tích phân ta chia miền D thành hai miền

D1 và D2 bởi đường x = 1,

trong đó D1 được xác định 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ x2,

D2 được xác định 1 ≤ x ≤ 2; 0 ≤ y ≤ 2− x.
Do đó,

I =
1∫
0

dx
x2∫
0

f(x, y)dy +
2∫
1

dx
2−x∫
0

f(x, y)dy.

Rõ ràng, cách tính thứ nhất đơn giản hơn.

Qua ví dụ trên ta thấy khi tính tích phân kép cần chọn thứ tự tích phân sao cho cách tính
đơn giản hơn.

•Ví dụ 2.4. Tính I =
∫∫
D

(x2 − 2xy + 4y) dxdy, trong đó D là miền giới hạn bởi các đường

y = x2 − x; y = 2x.
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x

O 1 3

6

y

y = 2x

y = x2 − x

Hình 2.6

Lời giải. (Xem Hình 2.6)
Miền D được xác định bởi các bất đẳng thức

0≤x≤3; x2 − x≤y≤2x.

Do đó,

I =
3∫
0

dx
2x∫

x2−x
(x2 − 2xy + 4y) dy

=
3∫
0

(x2y − xy2 + 2y2)

∣∣∣∣2x
x2−x

dx

=
3∫
0

(x5 − 5x4 + 4x3 + 6x2)dx

= (
x6

6
− x5 + x4 + 2x3)

∣∣∣∣3
0

=
27

2
.

•Ví dụ 2.5. Tính I =
∫∫
D

xydxdy, trong đó D là miền giới hạn bởi các đường y = x − 4,

y2 = 2x.

x

O 1 2 3 4 5 6 7 8

y

−4
−3
−2
−1

1

2

3

4

N

M

y = x− 4

y2 = 2x

Hình 2.7

Lời giải. (Xem Hình 2.7)

Trước hết, ta tìm giao điểm của hai đường®
y = x− 4

y2 = 2x
⇔
®

(x− 4)2 = 2x

y = x− 4

⇔


®
x = 8

y = 4®
x = 2

y = −2
.

Vậy hai đường cắt nhau tại hai điểm M(8, 4) và
N(2,−2).

Miền D được xác định bởi các bất đẳng thức sau

−2 ≤ y ≤ 4;
y2

2
≤ x ≤ y + 4.

Do đó,

I =

4∫
−2

dy

y+4∫
y2/2

xydx =

4∫
−2

yx2

2

∣∣∣∣y+4

y2/2

dy =
1

2

4∫
−2

(y3 + 8y2 + 16y − y5

4
)dy

=
1

2

Å
y4

4
+

8y3

3
+ 8y2 − y6

24

ã∣∣∣∣4
−2

= 90.

2.1.3. Đổi biến số sang hệ tọa độ cực

2.1.3.1. Công thức đổi biến số trong tích phân kép

Trong nhiều trường hợp tính tích phân kép
∫∫
D

f(x, y)dxdy trong tọa độ Đề-các không thuận

lợi. Khi đó, ta có thể dùng phương pháp đổi biến sau đây.
Xét tích phân kép I =

∫∫
D

f(x, y)dxdy, trong đó f(x, y) là hàm số liên tục trên D.
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Thực hiện phép đổi biến số ß
x = x(u, v)
y = y(u, v)

. (2.9)

Giả sử

• x(u, v), y(u, v) là những hàm số liên tục và có các đạo hàm riêng liên tục trong một
miền đóng D′ của mặt phẳng O′uv.

• Các công thức (2.9) xác định một song ánh từ miền D′ lên miền D của mặt phẳng Oxy.

• Định thức Jacobi J =
D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣
x′u x′v

y′u y′v

∣∣∣∣∣∣ 6= 0 trong miền D′.

Khi đó, ta có công thức∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D′

f(x(u, v), y(u, v)) |J | dudv. (2.10)

Công thức (2.10) được gọi là công thức đổi biến trong tích phân kép.
∗ Chú ý: Khi đổi biến người ta thường chọn phép biến đổi sao cho đường biên của miền D′

trong hệ tọa độ mới có phương trình đơn giản để cho việc xác định cận của u và v đơn giản
hơn.

•Ví dụ 2.6. Tính I =
∫∫
D

(x + y)dxdy với D là miền giới hạn bởi các đường sau y = −x;

y = −x+ 3; y = 2x− 1; y = 2x+ 1.

x

O

y

1 2 3

1

2

3

-1
y = −x

y = 3− x

y = 2x− 1

y = 2x+ 1

u

O

v

3

1

-1

D’

Hình 2.8

Lời giải. Thực hiện phép đổi biến

ß
u = x+ y
v = −2x+ y

⇔


x =

u

3
− v

3

y =
2u

3
+
v

3
.

Định thức Jacobi J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

3

−1

3

2

3

1

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

3
6= 0.
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Công thức trên xác định một song ánh biến miền D thành hình chữ nhật D′ giới hạn bởi các
đường u = 0, u = 3, v = −1, v = 1 (Xem Hình 2.8).

Do J =
1

3
6= 0, nên áp dụng công thức (2.10), ta được

J =
1

3

∫∫
D′

ududv =
1

3

3∫
0

udu

1∫
−1

dv =
1

3

u2

2

∣∣∣∣3
0

v|1−1 =
1

3
.
9

2
.2 = 3.

•Ví dụ 2.7. Tính I =
∫∫
D

xydxdy, trong đó D là miền xác định bởi

x ≤ y ≤ 3x; x2 ≤ y ≤ 3x2.

x

O

y

1 3

1

3

9

y = x

y = x2

y = 3x

y = 3x2

u

O

v

1 3

1

3

Hình 2.9

Lời giải. Thực hiện phép đổi biến


u =

y

x

v =
y

x2

⇔


x =

u

v

y =
u2

v

.

Định thức Jacobi J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

v
− u

v2

2u

v
−u

2

v2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
u2

v3
.

Công thức trên xác định một song ánh biến miền D thành hình vuông D′ giới hạn bởi các

đường u = 1, u = 3, v = 1, v = 3 (Xem Hình 2.9). Do J =
u2

v3
6= 0 trong miền D′ nên áp

dụng (2.10), ta được

J =

∫∫
D′

u

v
.
u2

v
.
u2

v3
dudv =

∫∫
D′

u5

v5
dudv =

3∫
1

u5du

3∫
1

1

v5
dv =

u6

6

∣∣∣∣3
1

v−4

−4

∣∣∣∣3
1

=
7280

243
.
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2.1.3.2. Tính tích phân kép trong hệ tọa độ cực

x

y

O
α

β

r = r2(ϕ)

r = r1(ϕ)

Hình 2.10

x

y

O 2π
ϕ

Hình 2.11

x

y

O

α

β

Hình 2.12

Công thức liên hệ giữa tọa độ Đề-các (x, y) và tọa độ cực
(r, ϕ) của cùng một điểm là®

x = rcosϕ

y = rsinϕ
. (2.11)

Nếu r > 0, 0≤ϕ < 2π thì công thức trên xác định một
song ánh giữa mặt phẳng Oxy, trừ gốc O, và tập hợp trên
của mặt phẳng O′rϕ. Riêng tại gốc tọa độ có r = 0 và ϕ tùy
ý.

Xem công thức (2.11) như một phép biến đổi biến số,
ta có

J =
D(x, y)

D(r, ϕ)
=

∣∣∣∣ cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣ = r 6= 0 trừ tại gốc O.

Do đó, từ công thức (2.10), ta có∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D′

f(r cosϕ, r sinϕ)rdrdϕ. (2.12)

Công thức trên vẫn đúng khi miền D chứa gốc O.

Nếu miền D là miền giới hạn bởi các đường cong
r = r1(ϕ), r = r2(ϕ) và các tia cực ϕ = α, ϕ = β (α < β)
(Xem Hình 2.10), thì ta có∫∫

D

f(x, y)dxdy =

β∫
α

dϕ

r2(ϕ)∫
r1(ϕ)

f(r cosϕ, r sinϕ)rdr. (2.13)

Đó là công thức tính tích phân kép trong hệ tọa độ cực.

Chú thích 2.1.

• Nếu miền D chứa gốc tọa độ O và mọi tia xuất phát từ
O đều cắt biên của miền D tại một điểm có bán kính
cực r = r(ϕ) thì

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

2π∫
0

dϕ

r(ϕ)∫
0

f(r cosϕ, r sinϕ)rdr. (2.14)

Đặc biệt, khi D là hình tròn tâm O bán kính R thì

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

2π∫
0

dϕ

R∫
0

f(r cosϕ, r sinϕ)rdr. (2.15)

• Nếu miền D có biên đi qua O và có tại đó hai tiếp tuyến xác định bởi ϕ = α, ϕ = β
(α < β) và biên của D có phương trình r = r(ϕ) (Xem Hình 2.12), thì

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

β∫
α

dϕ

r(ϕ)∫
0

f(r cosϕ, r sinϕ)rdr. (2.16)

∗
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Chú ý: Người ta thường tính tích phân kép trong hệ tọa độ cực khi biên hay một phần của
biên của D là cung tròn.

•Ví dụ 2.8. Tính I =
∫∫
D

√
1− x2 − y2dxdy, với

a) D là miền giới hạn bởi đường tròn x2 + y2 = 1.

b) D là một phần tư hình tròn x2 + y2 ≤ 1 nằm trong góc phần tư thứ nhất.

x

O

y

-1 1

-1

1
r = 1

Hình 2.13

x

O

y

1

1
r = 1

Hình 2.14

Lời giải.

a) (Xem Hình 2.13)

Chuyển sang tọa độ cực, đặt

ß
x = r cosϕ
y = r sinϕ.

. Khi đó,

phương trình đường tròn trong tọa độ cực là r = 1.
Vậy,

I =

2π∫
0

dϕ

1∫
0

√
1− r2rdr

=− 1

2

2π∫
0

dϕ

1∫
0

(1− r2)1/2d(1− r2)

=− 1

2
ϕ

∣∣∣∣2π
0

.
2

3
.
(
1− r2

)3/2
∣∣∣1
0

=
2π

3
.

b) (Xem Hình 2.14)

Chuyển sang tọa độ cực, ta có

I =

π/2∫
0

dϕ

1∫
0

√
1− r2.rdr =

π

6
.

•Ví dụ 2.9. Tính I =
∫∫
D

dxdy√
4− x2 − y2

, trong đó D

là miền giới hạn bởi đường tròn x2 + y2 = 2x.

x

O

y

1 2

Hình 2.15

Lời giải. (Xem Hình 2.15)

Chuyển sang tọa độ cực, đặt

ß
x = r cosϕ
y = r sinϕ

.

Khi đó, phương trình đường tròn trên trong tọa độ cực là
r = 2cosϕ.

Miền D′ được xác định bởi −π
2
≤ ϕ ≤ π

2
; 0≤r≤2cosϕ.

Do đó,

I =

π/2∫
−π/2

dϕ

2 cosϕ∫
0

r√
4− r2

dr = −1

2

π/2∫
−π/2

dϕ

2 cosϕ∫
0

Ä√
4− r2

ä−1/2
d(4− r2)
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= −
π/2∫

−π/2

(4− r2)1/2
∣∣∣2cosϕ
0

dϕ =

π/2∫
−π/2

2dϕ−
π/2∫

−π/2

2| sinϕ|dϕ

=

π/2∫
−π/2

2dϕ− 4

π/2∫
0

sinϕdϕ = 2ϕ|π/2−π/2 + 4 cosϕ|π/20 = 2π − 4.

•Ví dụ 2.10. Tính I =
∫∫
D

xdxdy, D là miền thỏa mãn x2 + y2 ≤ 2y, y ≤ x.

x

y

O

1

2

1

y=x

r = 2sinϕ

Hình 2.16

x

O

y

a-a

b

b

Hình 2.17

Lời giải. (Xem Hình 2.16)

Chuyển sang tọa độ cực, đặt

ß
x = r cosϕ
y = r sinϕ

.

Khi đó, phương trình đường tròn trong tọa độ cực là

r = 2sinϕ.

Miền D′ được xác định bởi 0 ≤ ϕ ≤ π

4
; 0 ≤ r ≤ 2 sinϕ.

Do đó,

I =

π/4∫
0

dϕ

2 sinϕ∫
0

r2 cosϕdr =

π/4∫
0

cosϕ · r
3

3

∣∣∣∣2 sinϕ

0

dϕ

=
8

3

π/4∫
0

cosϕ. sin3 ϕdϕ =
8

3

π/4∫
0

sin3 ϕd (sinϕ)

=
8

3
.
sin4 ϕ

4

∣∣∣∣π/4
0

=
1

6
.

∗ Chú ý:

• Nếu D là miền giới hạn bởi đường elip

x2

a2
+
y2

b2
= 1, a > 0, b > 0,

thì thực hiện phép đổi biến sang hệ tọa độ cực suy rộng bằng
cách đặt ®

x = ar cosϕ

y = br sinϕ
.

Khi đó, J = abr và miền D′ được xác định bởi

0 ≤ ϕ < 2π; 0 ≤ r ≤ 1.

• Nếu D là miền giới hạn bởi đường tròn (x− a)2 + (y− b)2 = R2

thì thực hiện phép đổi biếnß
x = a+ r cosϕ
y = b+ r sinϕ

.

Khi đó, J = r và miền D′ được xác định bởi 0≤ϕ < 2π; 0≤r≤R.
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2.1.4. Ứng dụng của tích phân kép

2.1.4.1. Ứng dụng hình học của tích phân kép

a. Tính diện tích hình phẳng
Diện tích S của hình phẳng D được cho bởi công thức

S =

∫∫
D

dxdy. (2.17)

•Ví dụ 2.11. Tính diện tích hình phẳng D giới hạn bởi các đường y = lnx; y = 0; x = e.

x

y

O

1

e1

y = lnx

x = e

Hình 2.18

x

O

y

21 4

r = 4 cosϕ

r = 2 cosϕ

Hình 2.19

Lời giải. (Xem Hình 2.18)

Miền D được xác định 1 ≤ x ≤ e; 0 ≤ y ≤ lnx.

Vậy, S =
∫∫
D

dxdy =
e∫

1

dx
lnx∫
0

dy =
e∫

1

y|lnx0 dx =
e∫

1

lnxdx

= lnx.x|e1 −
e∫

1

x.
dx

x
= lnx.x|e1 −

e∫
1

dx = 1.

•Ví dụ 2.12. Tính diện tích hình phẳng D xác định bởi

2x ≤ x2 + y2 ≤ 4x; 0 ≤ y ≤ x.

Lời giải. (Xem Hình 2.19)

Miền D nằm ngoài đường tròn x2 + y2 = 2x, nằm trong
đường tròn x2 + y2 = 4x, phía trên đường thẳng y = 0, phía
dưới đường thẳng y = x.

Chuyển sang tọa độ cực, đặt

®
x = r cosϕ

y = r sinϕ
.

Khi đó, phương trình hai đường tròn x2 + y2 = 2x và
x2 + y2 = 4x trong tọa độ cực lần lượt là r = 2 cosϕ và
r = 4 cosϕ.

Miền D′ được xác định bởi

0 ≤ ϕ ≤ π

4
, 2 cosϕ ≤ r ≤ 4 cosϕ.

S =
∫∫
D

dxdy =

π
4∫

0

dϕ
4 cosϕ∫
2 cosϕ

rdr =

π
4∫

0

dϕ
r2

2

∣∣∣∣4 cosϕ

2 cosϕ

= 6

π
4∫

0

cos2 ϕdϕ

= 3

π
4∫

0

(1 + cos 2ϕ)dϕ = 3

Å
ϕ+

sin 2ϕ

2

ã∣∣∣∣π4
0

= 3(
π

4
+

1

2
).

b. Tính diện tích mặt cong
Giả sử (S) là một mặt cong có phương trình là z = f(x, y), gọi D là hình chiếu của mặt
cong đã cho lên mặt phẳng Oxy, hàm f(x, y) cùng các đạo hàm riêng cấp một của nó liên
tục trên miền D. Kí hiệu p = f ′x(x, y); q = f ′y(x, y). Khi đó, diện tích của mặt (S) được tính

theo công thức

S =

∫∫
D

√
1 + p2 + q2dxdy. (2.18)
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Hình 2.20

•Ví dụ 2.13. Tính diện tích của phần mặt cầu x2 + y2 + z2 = 4 nằm bên trong mặt trụ

x2 + y2 = 2y.

x
y

z

2
2

2

1

Hình 2.21

Lời giải. (Xem Hình 2.21)

Do tính đối xứng nên chỉ cần xét phần mặt nằm trong
góc phần tám thứ nhất.

Khi đó, z =
√

4− x2 − y2

⇒ p = z′x =
−x√

4− x2 − y2
, q = z′y =

−y√
4− x2 − y2

⇒
√

1 + p2 + q2 =

 
1 +

x2 + y2

4− x2 − y2
=

2√
4− x2 − y2

.

Vậy, S = 4
∫∫
D

2√
4− x2 − y2

dxdy, với D là nửa hình tròn

x2 + y2 ≤ 2y nằm trong góc phần tư thứ nhất.

Chuyển sang tọa độ cực, đặt

®
x = r cosϕ

y = r sinϕ
.

Miền D′ được xác định 0≤ ϕ ≤ π

2
; 0≤r≤2 sinϕ.

Do đó

S = 4

π/2∫
0

dϕ

2 sinϕ∫
0

2rdr√
4− r2

= −4

π/2∫
0

dϕ

2 sinϕ∫
0

Ä√
4− r2

ä−1/2
d(4− r2)

=− 8

π/2∫
0

Ä√
4− r2

ä∣∣∣2 sinϕ

0
dϕ− 16

π/2∫
0

(cosϕ− 1)dϕ = −16 (sinϕ− ϕ)|π/20 = 16(
π

2
− 1).

•Ví dụ 2.14. Tính diện tích của phần mặt parabôlôit z = x2 + y2 nằm trong mặt trụ
x2 + y2 = 1.

Lời giải. (Xem Hình 2.22)
Ta có

p = z′x = 2x, q = z′y = 2y ⇒ 1 + p2 + q2 = 1 + 4(x2 + y2).

Vậy S =
∫∫
D

√
1 + 4(x2 + y2)dxdy, trong đó D là miền giới hạn bởi đường tròn x2 + y2 = 1

trong mặt phẳng Oxy.
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x

y

z

-1
1

1

1

Hình 2.22

Chuyển sang tọa độ cực, đặt

®
x = r cosϕ

y = r sinϕ
.

Miền D′ được xác định 0 ≤ ϕ ≤ 2π; 0 ≤ r ≤ 1.

Do đó

S =

2π∫
0

dϕ

1∫
0

√
1 + 4r2rdr =

2π∫
0

dϕ
1

8

1∫
0

√
1 + 4r2d(1 + 4r2)

=
1

8
ϕ|2π0

2

3
(1 + 4r2)3/2

∣∣∣∣1
0

=
π

6
(5
√

5− 1).

2.1.4.2. Ứng dụng cơ học của tích phân kép

a. Tính khối lượng của một bản phẳng không đồng chất

Cho một bản phẳng chiếm một miền D trong mặt phẳng Oxy và có khối lượng riêng tại
mỗi điểm M(x, y) là ρ(x, y), trong đó ρ(x, y) là hàm liên tục trên D. Khi đó, khối lượng m của
bản phẳng được tính theo công thức

m =

∫∫
D

ρ(x, y)dxdy. (2.19)

•Ví dụ 2.15. Tìm khối lượng của một bản phẳng chiếm miền D giới hạn bởi các đường

y = ex, y = 1, x = 1, biết rằng khối lượng riêng tại mỗi điểm là ρ(x, y) =
1

y
.

x

y

O

1

1

e

y = ex

y = 1

Hình 2.23

Lời giải. (Xem Hình 2.23) Theo (2.19), ta có

m =

∫∫
D

1

y
dxdy =

1∫
0

dx

ex∫
1

dy

y
=

1∫
0

ln |y||e
x

1 dx =

1∫
0

xdx =
1

2
.
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b. Momen quán tính của bản phẳng.
Cho một bản phẳng không đồng chất chiếm một miền D trong mặt phẳng Oxy và có khối
lượng riêng tại mỗi điểm M(x, y) là ρ(x, y), trong đó ρ(x, y) là một hàm liên tục trên D.
Khi đó, momen quán tính của bản phẳng đã cho đối với trục Ox,Oy và gốc tọa độ lần
lượt là

Ix =

∫∫
D

y2ρ(x, y)dxdy,

Iy =

∫∫
D

x2ρ(x, y)dxdy,

I0 =

∫∫
D

(x2 + y2)ρ(x, y)dxdy. (2.20)

•Ví dụ 2.16. Tìm momen quán tính của một bản phẳng D xác định bởi 0 ≤ x ≤ 1− y2;
y ≥ 0 đối với trục Oy nếu khối lượng riêng của bản tại mỗi điểm là ρ(x, y) = y.

x

O

y

1

1

-1

y =
√

1− x

Hình 2.24

x

O

y

1 2

1

-1

r = a(1 + cosϕ)

Hình 2.25

Lời giải. (Xem Hình 2.24) Ta có

Iy =

∫∫
D

x2ydxdy =

1∫
0

dx

√
1−x∫

0

x2ydy

=
1

2

1∫
0

x2y2
∣∣√1−x
0

dx

=
1

2

1∫
0

x2(1− x)dx =
1

24
.

•Ví dụ 2.17. Tìm momen quán tính đối với trục Ox của
bản phẳng D giới hạn bởi đường r = a(1 + cosϕ), a > 0, biết
rằng ρ(x, y)≡1.

Lời giải. (Xem Hình 2.25)

Ta có Ix =
∫∫
D

y2dxdy.

Chuyển sang tọa độ cực, đặt

ß
x = r cosϕ
y = r sinϕ

.

Khi đó

Ix =

∫∫
D′

r2 sin2 ϕrdrdϕ =

2π∫
0

dϕ

a(1+cosϕ)∫
0

sin2 ϕr3dr

=

2π∫
0

sin2 ϕ · r
4

4

∣∣∣∣a(1+cosϕ)

0

dϕ =
a4

4

2π∫
0

sin2 ϕ(1 + cosϕ)4dϕ =
21

32
πa4.
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c. Trọng tâm của bản phẳng
Cho một bản phẳng không đồng chất chiếm một miền D trong mặt phẳng Oxy và có khối
lượng riêng tại mỗi điểm M(x, y) ∈ D là ρ = ρ(x, y), trong đó ρ(x, y) là một hàm liên tục
trên D. Khi đó, tọa độ trọng tâm G của bản phẳng được xác định bởi công thức

xG =

∫∫
D

xρ(x, y)dxdy∫∫
D

ρ(x, y)dxdy
, yG =

∫∫
D

yρ(x, y)dxdy∫∫
D

ρ(x, y)dxdy
. (2.21)

Nếu bản phẳng đồng chất thì ρ không đổi, do đó

xG =
1

S

∫∫
D

xdxdy, yG =
1

S

∫∫
D

ydxdy, (2.22)

trong đó S là diện tích của miền D.

•Ví dụ 2.18. Xác định tọa độ trong tâm G của bản phẳng đồng chất D xác định bởi
x2 + y2≤1; y≥0.

x

O

y

1-1

1
r = 1

Hình 2.26

Lời giải. (Xem Hình 2.26)

Do miền D nhận Oy làm trục đối xứng nên xG = 0.

Ta có, yG =
1

S

∫∫
D

ydxdy với S =
π

2
(diện tích nửa hình

tròn bán kính bằng 1).

Do đó

yG =
2

π

1∫
−1

dx

√
1−x2∫
0

ydy =
2

π

1∫
−1

y2

2

∣∣∣∣
√

1−x2

0

dx

=
2

π

1∫
0

(1− x2)dx =
4

3π
.

Vậy, G(0,
4

3π
).

•Ví dụ 2.19. Xác định tọa độ trọng tâm G của bản phẳng đồng chất D giới hạn bởi các
đường y2 = 2x; x = 2.

x

O

y

2

2

-2

y2 = 2x

Hình 2.27

Lời giải. (Xem Hình 2.27)

Do miền D nhận Ox làm trục đối xứng nên yG = 0.

Có xG =
1

S

∫∫
D

xdxdy, với

S =

∫∫
D

dxdy =

2∫
−2

dy

2∫
y2/2

dx =

2∫
−2

x|2y2/2 dy =

2∫
−2

(2− y2

2
)dy =

16

3
.

I =

∫∫
D

xdxdy =

2∫
−2

dy

2∫
y2/2

xdx

=

2∫
−2

x2

2

∣∣∣∣2
y2/2

dx =

2∫
−2

(2− y4

8
)dy =

32

5
.

Suy ra, xG =
I

S
=

6

5
. Vậy G(

6

5
, 0).



42 TÍCH PHÂN BỘI, TÍCH PHÂN ĐƯỜNG LOẠI HAI

2.2. Tích phân bội ba

2.2.1. Định nghĩa tích phân bội ba

? Định nghĩa 2.2. Cho hàm số f(x, y, z) xác định trong miền đóng, bị chặn V của không

x

y

z

O
Vi

Vi

V

∆yi

∆xi

∆zi

Hình 2.28

gian Oxyz, chia V một cách tùy ý thành n
miền nhỏ, gọi tên và thể tích của các miền nhỏ
là ∆V1,∆V2,∆V3, ...∆Vn. Trong mỗi miền ∆Vi
lấy một điểm tùy ý Mi(xi, yi, zi). Tổng In =
n∑
i=1

f(xi, yi, zi).∆Vi được gọi là tổng tích phân của

hàm số f(x, y, z) trong miền V .

Nếu khi n → ∞ sao cho max di → 0 (di là
đường kính của miền nhỏ ∆Vi) mà In dần tới một
giới hạn xác định I, không phụ thuộc vào cách
chia miền V và cách chọn điểm Mi trong miền
∆Vi thì giới hạn đó được gọi là tích phân bội ba
của hàm số f(x, y, z) trong miền V và được kí
hiệu là

∫∫∫
V

f(x, y, z)dV.

Vậy, ∫∫∫
V

f(x, y, z)dV = lim
max di→0

n∑
i=1

f(xi, yi, zi).∆Vi.

Nếu tích phân trên tồn tại ta nói rằng hàm số f(x, y, z) khả tích trong miền V .

Tích phân bội ba cũng có các tính chất tương tự như tích phân kép.

∗ Chú ý: Vì tích phân bội ba không phụ thuộc vào cách chia miền V thành các miền nhỏ
ta có thể chia miền V bởi ba họ mặt phẳng song song với các mặt phẳng tọa độ, do đó
dV = dxdydz và có thể viết∫∫∫

V

f(x, y, z)dV =

∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz.

2.2.2. Cách tính tích phân bội ba trong hệ tọa độ Đề-các

Hình 2.29

Tương tự tích phân kép, ta có thể đưa việc tính tích phân
bội ba về việc tính ba tích phân đơn liên tiếp.

Giả sử phải tính I =
∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz, trong đó f(x, y, z)

liên tục trong miền V . Nếu miền V được giới hạn phía dưới bởi
mặt z = z1(x, y) và giới hạn phía trên bởi mặt z = z2(x, y),
trong đó z1(x, y), z2(x, y) là những hàm số liên tục trong miền
D, D là hình chiếu của miền V lên mặt phẳng Oxy, thì

I =

∫∫
D

dxdy

z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z)dz. (2.23)

Nếu miền D được giới hạn bởi các đường y = y1(x); y = y2(x), trong đó y1(x), y2(x) là những
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hàm số liên tục trên đoạn [a, b], y1(x) ≤ y2(x) ∀x ∈ [a, b]; [a, b] là hình chiếu của D lên Ox thì

I =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

dy

z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z)dz. (2.24)

•Ví dụ 2.20. Tính I =
∫∫∫
V

(1− x− y)dxdydz, trong đó V là miền xác định bởi

x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y + z ≤ 1.

x

y

z

1

1

1

O

Hình 2.30

Lời giải. Dựng miền V , ta thấy miền V được xác định bởi các bất đẳng thức kép sau
0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1− x; 0 ≤ z ≤ 1− x− y.

Áp dụng công thức (2.24), ta có

I =

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy

1−x−y∫
0

(1− x− y)dz

=

1∫
0

dx

1−x∫
0

(1− x− y). z|1−x−y0 dy

=

1∫
0

dx

1−x∫
0

(1− x− y)2dy = −1

3

1∫
0

(1− x− y)3
∣∣1−x
0

dx

=
1

3

1∫
0

(1− x)3dx = − 1

12
(1− x)4

∣∣1
0

=
1

12
.

•Ví dụ 2.21. Tính I =
∫∫∫
V

xzdxdydz, trong đó V là miền giới hạn bởi các mặt

z =
√
R2 − x2 − y2 và z = 0, z ≥ 0.

x

y

z

O

R

-R
R

R

-R

Hình 2.31

Lời giải.

Dựng miền V , gọi D là hình chiếu của miền V lên mặt
phẳng Oxy, đó là miền giới hạn bởi đường tròn x2 +y2 = R2.

Theo công thức (2.23), ta có

I =
∫∫
D

dxdy

√
R2−x2−y2∫

0

xzdz =
∫∫
D

x
z2

2
|
√
R2−x2−y2

0 dxdy

=
1

2

∫∫
D

x (R2 − x2 − y2) dxdy.

Chuyển sang tọa độ cực, đặt

®
x = r cosϕ

y = r sinϕ
.
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Ta có

I =
1

2

2π∫
0

dϕ

R∫
0

(
R2 − r2

)
r2 cosϕdr

=
1

2

2π∫
0

cosϕdϕ

R∫
0

(
R2r2 − r4

)
dr

=
1

2
sinϕ|2π0 .

Å
R2r3

3
− r5

5

ã∣∣∣∣R
0

= 0.

∗ Chú ý: Cũng như tích phân kép ta có thể thay đổi thứ tự tích phân khi tính tích phân
bội ba.

2.2.3. Phương pháp đổi biến số trong tích phân bội ba

2.2.3.1. Công thức đổi biến số trong tích phân bội ba

Xét tích phân I =
∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz, trong đó f(x, y, z) liên tục trong V .

Ta thực hiện phép đổi biến số 
x = x(u, v, w)

y = y(u, v, w)

z = z(u, v, w)

. (2.25)

Giả sử rằng

a. x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w) là những hàm số liên tục cùng với các đạo hàm riêng
cấp một của chúng trong một miền đóng V ′ của không gian O′uvw.

b. Các công thức (2.25) xác định một song ánh từ miền V ′ lên miền V của không gian
Oxyz.

c. Định thức Jacobi

J =
D(x, y, z)

D(u, v, )
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x′u x′v x′w

y′u y′v y′w

z′u z′v z′w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0,

trong miền V ′.

Khi đó, ta có công thức

∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
V ′

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))|J |dudvdw. (2.26)

2.2.3.2. Tính tích phân bội ba trong hệ tọa độ trụ

Tọa độ trụ của một điểm M(x, y, z) trong không gian Oxyz là ba số (r, ϕ, z), trong đó
(r, ϕ) là tọa độ cực của điểm M ′(x, y), hình chiếu của M xuống mặt phẳng Oxy. Với mọi
điểm của không gian không thuộc Oz, ta có r > 0; 0 ≤ ϕ < 2π; −∞ < z < +∞.
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x

y

z

M(x, y, z)

M ′(x, y, 0)

O rϕ

Hình 2.32

Ta có các công thức liên hệ giữa các tọa độ Đề-các và tọa độ
trụ của điểm M sau đây.


x = r cosϕ

y = r sinϕ

z = z

. (2.27)

Nếu r > 0, 0 ≤ ϕ < 2π, −∞ < z < +∞ thì công thức (2.27)
xác định một song ánh giữa không gian Oxyz, trừ trục Oz,
và tập hợp trên của không gian O′rϕz. Riêng các điểm trên
trục Oz có z xác định, r = 0 và ϕ tùy ý. Định thức Jacobi
của phép biến đổi (2.27) là

J =

∣∣∣∣∣∣
cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r.

Nhận thấy, J 6= 0 với r 6= 0. Do đó, từ công thức (2.26), ta có

∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
V ′

f(r cosϕ, r sinϕ, z)rdrdϕdz. (2.28)

Đó là công thức tính tích phân bội ba trong hệ tọa độ trụ.

Công thức trên vẫn đúng khi miền V chứa những điểm trên trục Oz.

•Ví dụ 2.22. Tính I =
∫∫∫
V

(x2 + y2) zdxdydz, trong đó V là miền hình trụ giới hạn bởi các

mặt x2 + y2 = 2x; z = 0; z = 2.

x

y

z

O

2

12

Hình 2.33

Lời giải.

Chuyển sang tọa độ trụ, đặt


x = r cosϕ

y = r sinϕ

z = z

.

Ta có

I =
∫∫∫
V ′

r3zdrdϕdz =
∫∫
D′

r3drdϕ
2∫
0

zdz,

với D′ là miền tròn giới hạn bởi đường

r = 2 cosϕ(−π/2 ≤ ϕ ≤ π/2), r = 0, ϕ = −π/2, ϕ =
π/2.



46 TÍCH PHÂN BỘI, TÍCH PHÂN ĐƯỜNG LOẠI HAI

Do đó

I =

π

2∫
−
π

2

dϕ

2 cosϕ∫
0

r3dr

2∫
0

zdz

=

π

2∫
−
π

2

dϕ

2 cosϕ∫
0

r3 z
2

2
|20dr = 2

π

2∫
−
π

2

dϕ
r4

4

∣∣∣∣2 cosϕ

0

= 8

π

2∫
−
π

2

cos4 ϕdϕ = 16

π

2∫
0

Å
1 + cos 2ϕ

2

ã2

dϕ

= 4

π

2∫
0

(
1 + 2 cos 2ϕ+ cos2 2ϕ

)
dϕ

= 4

π

2∫
0

Å
1 + 2 cos 2ϕ+

1 + cos 4ϕ

2

ã
dϕ = 3π.

•Ví dụ 2.23. Tính I =
∫∫∫
V

(x2 + y2 + z2) dxdydz, V là miền giới hạn bởi các mặt

z =
√
x2 + y2 và z = a (a > 0).

Lời giải. Chuyển sang tọa độ trụ, đặt


x = r cosϕ

y = r sinϕ

z = z

.

Ta có

I =
∫∫∫
V ′

(r2 + z2) rdrdϕdz =
∫∫
D′

drdϕ
a∫
r

(r2 + z2) rdz,

trong đó D′ là miền giới hạn bởi

r = a, r = 0, ϕ = 0, ϕ = 2π.
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x

y

z

O

a

Hình 2.34

Do đó

I =

2π∫
0

dϕ

a∫
0

dr

a∫
r

(
r3 + z2r

)
dz

=

2π∫
0

dϕ

a∫
0

Å
r3z +

z3

3
r

ã∣∣∣∣a
r

dr

=

2π∫
0

dϕ

a∫
0

Å
r3a+

a3

3
r − 4

3
r4

ã
dr

= ϕ|2π0
(r4

4
a+

a3

3

r2

2
− 4

3

r5

5

)
|a0

=
3πa5

10
.

2.2.3.3. Tính tích phân bội ba trong hệ tọa độ cầu

Tọa độ cầu của một điểm M(x, y, z) trong không gian Oxyz là bộ ba (r, θ, ϕ), trong đó

r = OM , ϕ là góc giữa trục Ox và
−−→
OM ′, M ′ là hình chiếu của M xuống mặt phẳng Oxy,

θ là góc giữa trục Oz và
−−→
OM .

Với mọi điểm M(x, y, z) không thuộc Oz, ta có

0 < r < +∞, 0 < θ < π, 0 ≤ ϕ < 2π.

Giữa tọa độ đề các (x, y, z) và tọa độ cầu (r, θ, ϕ)

của cùng một điểm M có mối liên hệ
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

. (2.29)

Nếu r > 0, 0 < θ < π, 0 ≤ ϕ < 2π thì các công thức trên xác định một song ánh giữa
không gian Oxyz, trừ trục Oz, và tập hợp trên của không gian O′rθϕ. Riêng điểm gốc tọa
độ, ta có r = 0, θ và ϕ tùy ý, còn những điểm trên Oz có r xác định, θ = 0 hoặc θ = π, ϕ
tùy ý. Định thức Jacobi là

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ

sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −r2 sin θ.

Rõ ràng, J 6= 0 với r 6= 0 và sin θ 6= 0. Từ công thức (2.26), ta có

∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
V ′

f(r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ)r2 sin θdrdθdϕ. (2.30)

Đó là công thức tính tích phân bội ba trong hệ tọa độ cầu.

Công thức vẫn đúng khi miền V chứa những điểm trên trục Oz.
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x

y

z

M(x, y, z)

M ′(x, y, 0)

O

r

ϕ

θ

Hình 2.35

•Ví dụ 2.24. Tính I =
∫∫∫
V

z
√
x2 + y2dxdydz, với V là miền xác định bởi

x2 + y2 + z2 ≤ 1, z ≥ 0.

x

y

z

O

1

-1
1

1

-1

Hình 2.36

Lời giải. Chuyển sang tọa độ cầu, đặt


x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

.

Khi đó, V ′ được xác định bởi

0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ π

2
, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Ta có

I =

2π∫
0

dϕ

π

2∫
0

dθ

1∫
0

r cos θ.r sin θ.r2 sin θdr

=

2π∫
0

dϕ

π

2∫
0

sin2 θ cos θdθ

1∫
0

r4dr

= ϕ|2π0 .
sin3 θ

3

∣∣∣∣
π

2

0

.
r5

5

∣∣∣∣1
0

=
2π

15
.
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•Ví dụ 2.25. Tính I =
∫∫∫
V

(x2 + y2) dxdydz, với V là miền giới hạn bởi hai mặt cầu sau

đây
x2 + y2 + z2 = 1, x2 + y2 + z2 = 4.

Lời giải. Chuyển sang tọa độ cầu, ta có

I =

∫∫∫
V ′

r2 sin2 θ.r2sinθdrdθdϕ.

Miền V ′ được xác định bởi 1 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.
Vậy

I =

2π∫
0

dϕ

π∫
0

sin3 θdθ

2∫
1

r4dr =

2π∫
0

dϕ

π∫
0

(
cos2 θ − 1

)
d cos θ

2∫
1

r4dr

= ϕ|2π0 .

Å
cos3 θ

3
− cos θ

ã∣∣∣∣π
0

.
r5

5

∣∣∣∣2
1

=
248π

15
.

∗ Chú ý: Nếu V là miền Elipxôit
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≤ 1, a > 0, b > 0, c > 0 thì chuyển sang

tọa độ cầu suy rộng bằng cách đặt
x = ar sin θ cosϕ

y = br sin θ sinϕ

z = cr cos θ

.

Khi đó, |J | = abcr2 sin θ và miền V ′ được xác định bởi 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ r ≤ 1.
Nếu V là miền (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2, R > 0, thì chuyển sang tọa độ cầu suy
rộng bằng cách đặt 

x = a+ r sin θ cosϕ

y = b+ r sin θ sinϕ

z = c+ r cos θ

.

Khi đó, |J | = r2 sin θ cận của r, θ và ϕ phải được xác định theo hệ trục mới gốc là I(a, b, c)
và miền V ′ được xác định 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ r ≤ R.

•Ví dụ 2.26. Tính I =
∫∫∫
V

(x2 + y2 + z2) dxdydz, với V là miền
x2

a2
+
y2

a2
+
z2

3a2
≤ 1, a > 0.

Lời giải.

Chuyển sang tọa độ cầu suy rộng, đặt


x = ar sin θ cosϕ

y = ar sin θ sinϕ

z =
√

3ar cos θ

.

Khi đó, |J | =
√

3a3r2 sin θ, miền V ′ được xác định như sau

0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.
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Vậy,

I =

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dθ

1∫
0

r2a2
(
sin2 θ + 3 cos2 θ

)√
3a3r2 sin θdr

= a5
√

3

2π∫
0

dϕ

π∫
0

(
1 + 2 cos2 θ

)
sin θdθ

1∫
0

r4dr

= a5
√

3 ϕ|2π0
Å
− cos θ − 2 cos3 θ

3

ã∣∣∣∣π
0

r5

5

∣∣∣∣1
0

=
4
√

3πa5

3
.

2.2.4. Ứng dụng tích phân bội ba

2.2.4.1. Tính thể tích của vật thể

Thể tích của vật thể chiếm miền V trong không gian Oxyz là

V =

∫∫∫
V

dV =

∫∫∫
V

dxdydz (2.31)

•Ví dụ 2.27. Tính thể tích vật thể giới hạn bởi các mặt z = 6−x2−y2, z2 = x2 +y2 (z ≥ 0).

x

y

z

O

2

22 2

6

Hình 2.37

Lời giải. Ta có V =
∫∫∫
V

dxdydz ,

Xét hệ

®
z = 6− x2 − y2

z2 = x2 + y2

⇒ 6− z = z2 ⇒ z = 2 (do z ≥ 0).

Vậy phương trình của hình chiếu xuống mặt phẳng
Oxy của giao tuyến giữa hai mặt trên là x2 + y2 = 4.

Chuyển sang tọa độ trụ, đặt
x = r cosϕ

y = r sinϕ

z = z

.

Khi đó, phương trình các mặt lần lượt là
z = 6− r2, z = r và miền V ′ được xác định

0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 2, r ≤ z ≤ 6− r2.

Vậy,

V =
2π∫
0

dϕ
2∫
0

dr
6−r2∫
r

rdz =
2π∫
0

dϕ
2∫
0

rz
∣∣∣6−r2
r

dr

=
2π∫
0

dϕ
2∫
0

r (6− r2 − r) dr

= ϕ|2π0
Å

3r2 − r4

4
− r3

3

ã∣∣∣∣2
0

=
32π

3
.



2.2 Tích phân bội ba 51

2.2.4.2. Tính khối lượng của vật thể và tọa độ trọng tâm của vật thể

Cho một vật thể V trong không gian Oxyz. Ta cũng kí hiệu V là thể tích của vật thể V . Giả
sử khối lượng riêng của vật thể tại M(x, y, z) là ρ(x, y, z). Khi đó,

• Khối lượng của vật thể được cho bởi công thức

m =

∫∫∫
V

ρ(x, y, z)dxdydz. (2.32)

• Tọa độ trọng tâm G của vật thể được cho bởi công thức

xG =
1

m

∫∫∫
V

xρ(x, y, z)dxdydz

yG =
1

m

∫∫∫
V

yρ(x, y, z)dxdydz

zG =
1

m

∫∫∫
V

zρ(x, y, z)dxdydz

. (2.33)

• Nếu vật thể đồng chất thì ρ không đổi, do đó

xG =
1

V

∫∫∫
V

xdxdydz

yG =
1

V

∫∫∫
V

ydxdydz

zG =
1

V

∫∫∫
V

zdxdydz

. (2.34)

•Ví dụ 2.28. Tìm tọa độ trọng tâm của vật thể đồng chất xác định bởi x2 + y2 ≤ 2z và
x2 + y2 + z2 ≤ 3.

x

y

z

O
-
√

3
√

3

√
3

-
√

2
√

2

1

Hình 2.38

Lời giải. (xem Hình 2.38)

Xét hệ

®
x2 + y2 = 2z

x2 + y2 + z2 = 3
⇒ z = 1 (do z ≥ 0).

Vậy, giao tuyến của hai mặt là đường tròn

®
x2 + y2 = 2

z = 1
.

Do tính đối xứng nên xG = yG = 0.
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Ta có, zG =
1

V

∫∫∫
V

zdxdydz.

Chuyển sang tọa độ trụ, đặt


x = r cosϕ

y = r sinϕ

z = z

.

Khi đó, phương trình các mặt lần lượt là z =
r2

2
, z =

√
3− r2, và miền V ′ được xác định

như sau

0 ≤ ϕ ≤ 2π; 0 ≤ r ≤
√

2;
r2

2
≤ z ≤

√
3− r2.

Ta có

V =

2π∫
0

dϕ

√
2∫

0

dr

√
3−r2∫

r2/2

rdz =

2π∫
0

dϕ

√
2∫

0

rz|
√

3−r2
r2/2 dr

=

2π∫
0

dϕ

√
2∫

0

r

Å√
3− r2 − r2

2

ã
dr =

π
Ä
6
√

3− 5
ä

3
.

Bây giờ, ta tính I =
∫∫∫
V

zdxdydz. Chuyển sang tọa độ trụ, ta có

I =

2π∫
0

dϕ

√
2∫

0

dr

√
3−r2∫
r2

2

rzdz =

2π∫
0

dϕ

√
2∫

0

r
z2

2

∣∣∣∣
√

3−r2

r2

2

dr

=
1

2

2π∫
0

dϕ

√
2∫

0

r

Å
3− r2 − r4

4

ã
dr =

5π

3
.

Suy ra, zG =
I

V
=

5

6
√

3− 5
. Vậy, G

Å
0, 0,

5

6
√

3− 5

ã
.

2.3. Tích phân đường loại hai

2.3.1. Định nghĩa tích phân đường loại hai

2.3.1.1. Công của một lực biến đổi

Cho một chất điểm M di chuyển theo một cung phẳng L từ A đến B dưới tác dụng của

một lực
−→
F =

−→
F (M) biến thiên liên tục dọc theo cung ÃB. Hãy tính công W của lực ấy.

Chia cung ÃB thành n cung nhỏ bởi các điểm A = A0, A1, A2, . . . , An = B. Gọi ∆xi,∆yi
là các thành phần của véctơ

−−−−→
Ai−1Ai, i = 1, 2, ..., n. Nếu cung Ȧi−1Ai khá nhỏ thì có thể

xem như lực
−→
F không đổi trên cung đó và bằng

−→
F (Mi), với Mi(ξi, ηi) là một điểm nào đó

trên cung Ȧi−1Ai, i = 1, 2, ..., n. Xem cung Ȧi−1Ai xấp xỉ như dây cung Ai−1Ai, khi đó,

công ∆Wi của lực
−→
F làm cho chất điểm di chuyển từ Ai−1 đến Ai trên L có thể được xấp

xỉ như sau: ∆Wi '
−→
F (Mi).

−−−−→
Ai−1Ai. Nếu hai thành phần của lực

−→
F (M) là P (M) và Q(M)

thì ∆Wi ' P (ξi, ηi).∆xi +Q(ξi, ηi).∆yi. Nếu mọi cung Ȧi−1Ai đều khá nhỏ, ta có



2.3 Tích phân đường loại hai 53

W ≈
n∑
i=1

[P (ξi, ηi)∆xi +Q(ξi, ηi)∆yi]. (2.35)

Phép tính gần đúng này càng chính xác nếu n càng lớn và các cung Ȧi−1Ai đều càng nhỏ.

Do đó, công W của lực
−→
F làm cho chất điểm di chuyển từ A đến B trên đường L là giới

hạn, nếu có, của tổng ở vế phải của (2.35) khi n→∞ sao cho max
i=1,n

∆si → 0,∆si là chiều

dài cung Ȧi−1Ai.

2.3.1.2. Định nghĩa tích phân đường loại hai

Cho hai hàm số P (x, y) và Q(x, y) xác định trên cung ÃB. Chia cung ÃB thành n cung

nhỏ bởi các điểm A = A0, A1, A2, . . . , An = B. Gọi hình chiếu của véc tơ
−−−−→
Ai−1Ai lên hai

trục Ox, Oy là ∆xi,∆yi,Mi (ξi, ηi) là một điểm tùy ý trên cung Ȧi−1Ai. Nếu khi n→∞
sao cho max

i=1,n
∆xi → 0, max

i=1,n
∆yi → 0, tổng In =

n∑
i=1

[P (ξi, ηi)∆xi +Q(ξi, ηi)∆yi] dần tới

một giới hạn xác định, không phụ thuộc cách chia cung ÃB và cách chọn điểm Mi trên

cung Ȧi−1Ai thì giới hạn đó được gọi là tích phân đường loại hai của các hàm số P (x, y)

và Q(x, y) dọc theo cung ÃB và được kí hiệu là

I =

∫
ÃB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy. (2.36)

x

O

y

A = A0 A1
Ai−1

Ai

An = B

∆xi

∆yi

Hình 2.39

Người ta chứng minh được rằng, nếu cung ÃB trơn2 và

các các hàm số P (x, y), Q(x, y) liên tục trên cung ÃB thì
tích phân đường loại hai (2.36) tồn tại.

∗ Chú ý: Trong tích phân đường loại hai, chiều trên đường
lấy tích phân đóng vai trò quan trọng. Nếu ta đổi chiều trên

đường lấy tích phân thì hình chiếu của véctơ
−−−−→
Ai−1Ai lên hai

trục Ox,Oy đổi dấu, do đó∫
ÃB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = −
∫
B̃A

P (x, y)dx+Q(x, y)dy.

Nếu đường lấy tích phân là một đường kín L, ta quy ước
chọn chiều dương trên L là chiều sao cho một người đi dọc
L theo chiều ấy sẽ thấy miền giới hạn bởi L gần mình nhất
ở về bên trái. Ta thường kí hiệu tích phân đường dọc theo đường cong kín L theo chiều dương
là
∮
L

Pdx+Qdy.

2.3.1.3. Tính chất

Tích phân đường loại hai có các tính chất như tích phân xác định.

2Đường cong có phương trình tham số

®
x = x(t)

y = y(t)
, xác định trên (α, β) được gọi là trơn nếu x(t) và y(t) có

đạo hàm và các đạo hàm đó không đồng thời bằng không với mọi t ∈ (α, β).
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2.3.2. Cách tính tích phân đường loại hai

Ta giả thiết rằng cung ÃB là một cung trơn, các hàm P (x, y), Q(x, y) liên tục dọc theo

cung ÃB.

Nếu cung ÃB được xác định bởi phương trình tham số x = x(t), y = y(t), các mút A,B
ứng với các giá trị t1, t2 của tham số. Khi đó, ta có công thức

∫
ÃB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

t2∫
t1

[
P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t)

]
dt. (2.37)

Nếu cung ÃB được cho bởi phương trình y = y(x), a là hoành độ của A, b là hoành độ của
B, ta có

∫
ÃB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

b∫
a

[
P (x, y(x)) +Q(x, y(x))y′(x)

]
dx. (2.38)

•Ví dụ 2.29. Tính I =
∫
L

ydx− xdy với

a) L là nửa đường tròn tâm O bán kính R nằm trong nửa mặt phẳng trên từ A(R, 0) đến
B(−R, 0).

b) L là đường ellipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1 đi theo chiều dương.

x

O

y

R-R

AB

R

Hình 2.40

Lời giải.

a) (Xem Hình 2.40)
Phương trình tham số của đường tròn tâm O, bán kính R là®

x = R cos t

y = R sin t
.

Theo công thức (2.37), ta có

I =

π∫
0

[R sin t(−R sin t)−R cos t.R cos t] dt

= −R2

π∫
0

(sin2t+ cos2t)dt = −πR2 .

x

O

y

a-a

b

-b

Hình 2.41

b) (Xem Hình 2.41)

Phương trình tham số của elip là

®
x = a cos t

y = b sin t
,

với 0 ≤ t < 2π,
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Chiều tăng của t ứng với chiều dương của L, ta có

I =

2π∫
0

[b sin t(−a sin t)− a cos t.b cos t] dt

= − ab
2π∫

0

(sin2t+ cos2t)dt = −ab
2π∫

0

dt = −2πab.

•Ví dụ 2.30. Tính I =
∫
L

(x2 − 2xy)dx+ (y2 − 2xy)dy, trong đó

a) L là đường gấp khúc ABO với A(1, 0), B(0, 1) và O(0, 0).

b) L là đường x+ y2 = 1 nối từ điểm A(0,−1) đến B(0, 1).

x

O

y

1

A

1 B

Hình 2.42

Lời giải.
a) (Xem Hình 2.42)
Chia L thành 2 đường là AB có phương trình x+ y = 1,
và BO có phương trình x = 0.

• Tính I1 =
∫
AB

(x2 − 2xy)dx+ (y2 − 2xy)dy.

Từ x+ y = 1⇒ y = 1− x⇒ y′ = −1.

Vậy

I1 =

0∫
1

î
x2 − 2x(1− x) +

Ä
(1− x)2 − 2x(1− x)

ä
(−1)

ó
dx

= −
1∫

0

(2x− 1)dx = − (x2 − x)
∣∣1
0

= 0.

• Tính I2 =
∫
BO

(x2 − 2xy)dx+ (y2 − 2xy)dy.

Từ x = 0⇒ dx = 0, suy ra

I2 =
0∫
1

y2dy = −
1∫
0

y2dy = − y3

3

∣∣∣∣1
0

= −1

3
.

• Vậy, I = I1 + I2 = −1

3
.

x

O

y

1

C

1B

-1
A

Hình 2.43

b) (Xem Hình 2.43)
Từ x+ y2 = 1⇒ x = 1− y2 ⇒ x′ = −2y.
Vậy

I =

1∫
−1

îÄ
(1− y2)

2 − 2y(1− y2)
ä
· (−2y) +

(
y2 − 2y(1− y2)

)ó
dy

=

1∫
−1

(−2y5 − 4y4 + 6y3 + 5y2 − 4y)dy =
26

15
.
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Trong ví dụ này, nếu muốn tính I bằng cách đưa về tích phân xác định theo x thì phải chia

cung ÃB thành hai cung ÃC và C̃B. Ở đây, phương trình cung ÃC là y = −
√

1− x, còn
phương trình cung C̃B là y =

√
1− x.

2.3.3. Công thức Green

Công thức Green cho chúng ta mối liên hệ giữa tích phân đường loại hai dọc theo một đường
kín L lấy theo chiều dương và tích phân kép trong miền D giới hạn bởi đường L.

♦ Định lí 2.4. Nếu các hàm P (x, y), Q(x, y) và các đạo hàm riêng cấp một của chúng liên
tục trong một miền D thì ta có công thức∫∫

D

Å
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

ã
dxdy =

∮
L

Pdx+Qdy, (2.39)

trong đó L là biên của miền D, tích phân dọc theo L lấy theo chiều dương.

Công thức (2.39) được gọi là công thức Green.

∆.

a) (Xem Hình 2.44) Trước hết, giả sử rằng D là miền đơn liên
và mọi đường thẳng song song với các trục tọa độ cắt L nhiều
nhất tại hai điểm. Vậy miền D được xác định bởi

x

O

y

B

A

ba

y = y1(x)

y = y2(x)

N

M

D

Hình 2.44

a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x).

Theo công thức tính tích phân kép, ta có∫∫
D

∂P

∂y
dxdy =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

∂P

∂y
dy

=

b∫
a

P (x, y)

∣∣∣∣∣∣
y2(x)

y1(x)

dx

=

b∫
a

P (x, y2(x))dx−
b∫

a

P (x, y1(x))dx.

Theo công thức tính tích phân đường, ta có
b∫

a

P (x, y2(x))dx =

∫
ȦMB

P (x, y)dx,

b∫
a

P (x, y1(x))dx =

∫
ȦNB

P (x, y)dx = −
∫

ḂNA

P (x, y)dx.

Do đó,
∫∫
D

∂P

∂y
dxdy =

∫˛�AMBNA

P (x, y)dx = −
∮
L

P (x, y)dx.

Tương tự, ta có
∫∫
D

∂Q

∂x
dxdy =

∮
L

Q(x, y)dy.

Từ hai kết quả trên, ta thu được
∫∫
D

Å
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

ã
dxdy =

∮
L

Pdx+Qdy.
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x

O

y

A

B C

D

E

FG

H

a b

c

d

Hình 2.45

b) (Xem Hình 2.45) Bây giờ, xét miền đơn liên D có biên là đường L gồm hai cung ˚�ABCD

và ˚�EFGH có phương trình lần lượt là y = y1(x) và y = y2(x), a ≤ x ≤ b, và hai đoạn

thẳng AH và ED song song với Oy. Cũng có thể xem đường biên L gồm hai cung ˚�GHAB

và ˚�CDEF có phương trình lần lượt là x = x1(y) và x = x2(y), c ≤ y ≤ d, và hai đoạn
thẳng BC và FG song song với trục Ox. Tương tự như trên, ta có∫∫

D

∂P

∂y
dxdy =

∫
˚�HGFE

P (x, y)dx+

∫
˚�DCBA

P (x, y)dx.

Do
∫̄
AH

P (x, y)dx = 0,
∫̄
ED

P (x, y)dx = 0 vì các đường AH và ED có phương trình lần lượt

là x = a, x = b⇒ dx = 0, nên ta có∫∫
D

∂P

∂y
dxdy =

∫
˚�HGFE

Pdx+

∫
ĒD

Pdx+

∫
˚�DCBA

Pdx+

∫
ĀH

Pdx

= −
∮
L

P (x, y)dx.

Mặt khác, cũng tương tự như trên, ta có∫∫
D

∂Q

∂x
dxdy =

∫∫
˚�CDEF

Q(x, y)dy +

∫∫
˚�GHAB

Q(x, y)dy.

Do
∫̄
BC

Q(x, y)dy = 0,
∫̃
FG

Q(x, y)dy = 0, vì các đường BC và FG có phương trình lần lượt là

y = c, y = d⇒ dy = 0, nên ta có∫∫
D

∂Q

∂x
dxdy =

∫
˚�CDEF

Qdx+

∫
F̃G

Qdx+

∫
˚�GHAB

Qdx+

∫
B̄C

Qdx

=

∮
L

Q(x, y)dx.

Suy ra, công thức (2.39) được chứng minh.
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x

O

y

D3

D2

D1

Hình 2.46

x

O

y

L1 L2

Hình 2.47

c) Nếu miền D là miền đơn liên tổng quát hơn trong
đó có những đường song song với trục Ox hoặc Oy
cắt biên của miền D quá 2 điểm thì ta chia miền D
thành một số hữu hạn miền nhỏ mà biên của chúng
có tính chất nêu ở đầu chứng minh này. Ví dụ Hình

2.46 có thể được chia thành 3 miền D1, D2, D3. Áp
dụng công thức (2.39) cho cả 3 miền trên rồi cộng lại,
ta được∫∫

D

Å
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

ã
dxdy =

∮
L

Pdx+Qdy,

vì tổng các tích phân đường của Pdx+Qdy trên cùng
một cung đường cong hai lần theo hai hướng ngược
nhau bằng 0.
d) Giả sử miền D là miền đa liên. Chẳng hạn biên
của nó gồm hai đường kín L1, L2 rời nhau. Chia miền

D thành hai miền đơn liên như trên Hình 2.47. Áp
dụng công thức (2.39) cho cả hai miền trên rồi cộng
lại, ta được∫∫

D

Å
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

ã
dxdy =

∮
L

Pdx+Qdy.

Vì tổng các tích phân đường của Pdx+Qdy trên cùng
một cung đường cong hai lần theo hai hướng ngược
nhau bằng 0. Vì L gồm hai đường kín L1, L2 rời nhau
nên chiều dương trên L phải chọn theo quy ước đã nêu ở trên, chiều dương trên L1 là ngược
chiều kim đồng hồ, chiều dương trên L2 là thuận chiều kim đồng hồ. Định lí được chứng minh
hoàn toàn.
•Ví dụ 2.31. Tính
I =

∮
L

(x sinx+ y2)dx+ (x+ 2xy + ln(1 + y2))dy, với L là đường tròn x2 + y2 = 2y.

x

O

y

1-1

1

2

Hình 2.48

Lời giải. (Xem Hình 2.48)
Ta có

P = x sinx+ y2 ⇒ ∂P

∂y
= 2y,

Q = x+ 2xy + ln(1 + y2)⇒ ∂Q

∂x
= 1 + 2y.

Áp dụng công thức Green, ta có

I =

∫∫
D

Å
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

ã
dxdy =

∫∫
D

dxdy = S,

trong đó S là diện tích miền D. Do D là hình tròn có
bán kính bằng 1 nên I = S = π.

•Ví dụ 2.32. Tính I =
∫

ABC

(xy + y2)dx+ (x+ y)2dy trong đó ABC là đường gấp khúc

A(0, 0), B(−2, 2), C(−4, 0).

Lời giải. (Xem Hình 2.49)
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Đường ABC chưa phải là đường kín nhưng nếu ta bổ sung thêm đường CA thì sẽ được
một đường kín, khi đó

I =

∫
ABC

(xy + y2)dx+ (x+ y)2dy

=

∫
ABCA

(xy + y2)dx+ (x+ y)2dy −
∫
CA

(xy + y2)dx+ (x+ y)2dy

= I1 − I2.

Đoạn CA có phương trình y = 0⇒ dy = 0dx, do đó I2 = 0.
Vậy I =

∫
ABCA

(xy + y2)dx+ (x+ y)2dy.

x

O

y

-4

C

-2

2

A

B

x=-yx=y-4

Hình 2.49

Áp dụng công thức Green với

P = xy + y2 ⇒ ∂P

∂y
= x+ 2y,

Q = (x+ y)2 ⇒ ∂Q

∂x
= 2(x+ y).

Do đó, I =
∫∫
D

Å
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

ã
dxdy =

∫∫
D

xdxdy,

với D là miền tam giác ABC.
Miền D được xác định bởi 0 ≤ y ≤ 2, y − 4 ≤ x ≤ −y.
Vậy

I =

2∫
0

dy

−y∫
y−4

xdx =

2∫
0

x2

2

∣∣∣∣−y
y−4

dy

=
1

2

2∫
0

(8y − 16)dy =
1

2
(4y2 − 16y)

∣∣2
0

= −8.

5 Hệ quả 2.3. (Hệ quả của công thức Green.)
Nếu đường kín L là biên của miền D thì diện tích S của miền D được cho bởi công thức

S =
1

2

∮
L

xdy − ydx (2.40)

∆.Thật vậy, áp dụng công thức Green với P = −y, Q = x, ta có∮
L

xdy − ydx =

∫∫
D

Å
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

ã
dxdy = 2

∫∫
D

dxdy = 2S.

Suy ra,

S =
1

2

∮
L

xdy − ydx.

•Ví dụ 2.33. Tính diện tích của miền giới hạn bởi elip
x2

a2
+
y2

b2
= 1, a, b > 0.
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Lời giải.
Phương trình tham số của elip là x = a cos t, y = b sin t, 0 ≤ t < 2π. Chiều tăng của t ứng
với chiều dương của elip.

Áp dụng công thức (2.40), ta được

S =
1

2

2π∫
0

[a cos t.b cos t− b sin t.(−a sin t)]dt =
1

2
ab

2π∫
0

dt = πab.

2.3.4. Điều kiện để tích phân đường không phụ thuộc đường lấy

tích phân

Qua các ví dụ trên ta thấy rằng tích phân đường
∫̃
AB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy không những phụ

thuộc vào 2 đầu mút A,B mà còn phụ thuộc vào đường ÃB. Bây giờ, ta xét xem với điều
kiện nào thì tích phân đường đó chỉ phụ thuộc vào hai mút A,B mà không phụ thuộc vào
đường lấy tích phân. Ta có định lí sau đây.
♦ Định lí 2.5. Giả sử hai hàm P (x, y), Q(x, y) liên tục cùng với các đạo hàm riêng cấp một
của chúng trong một miền đơn liên D nào đó. Khi đó, bốn mệnh đề sau đây là tương đương
với nhau.

1.
∂Q

∂x
=
∂P

∂y
,∀(x, y) ∈ D;

2.
∮
L

Pdx+Qdy = 0 dọc theo mọi đường kín L nằm trong D;

3.
∫̃
AB

Pdx+Qdy, trong đó ÃB là một cung bất kì nằm trong D, chỉ phụ thuộc hai mút

A,B mà không phụ thuộc đường đi từ A đến B;

4. Biểu thức Pdx+Qdy là vi phân toàn phần của một hàm số u(x, y) nào đó trong miền
D.

D1D

L

Hình 2.50

D

B

A

N

M

Hình 2.51

∆.
Ta sẽ chứng minh định lí theo sơ đồ sau 1)⇒ 2)⇒
3)⇒ 4)⇒ 1).
(a) 1)⇒ 2) (xem Hình 2.50) Giả sử L là một đường
kín bất kì nằm trong D. Gọi D1 là miền giới hạn

bởi L. Áp dụng công thức Green, ta có∮
L

Pdx+Qdy =
∫∫
D1

Å
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

ã
dxdy = 0.

Vậy, theo giả thiết 1), ta thu được

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
, ∀(x, y) ∈ D1 ⊂ D.

(b) 2)⇒ 3) Giả sử ȦMB và ĂNB là hai đường
bất kì nối A với B (hai đường này đều nằm trong
D) (xem Hình 2.51).
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Theo giả thiết 2), ta có∫
˛�AMBNA

Pdx+Qdy = 0⇔
∫

ȦMB

Pdx+Qdy +

∫
ḂNA

Pdx+Qdy = 0.

Suy ra, ∫
ȦMB

Pdx+Qdy = −
∫

ḂNA

Pdx+Qdy =

∫
ȦNB

Pdx+Qdy.

Vậy,
∫̃
AB

Pdx+Qdy chỉ phụ thuộc vào hai mút A, B mà không phụ thuộc đường đi từ A

đến B.
(c) 3)⇒ 4) Giả sử A(x0, y0) là một điểm cố định trong D, M(x, y) là điểm chạy trong D.
Xét hàm số

u(x, y) =

∫
ĀM

Pdx+Qdy. (2.41)

Hàm số trên hoàn toàn xác định vì tích phân ở vế phải không phụ thuộc đường lấy tích
phân. Lấy điểm M1(x+ h, y) ∈ D, với h có giá trị tuyệt đối khá nhỏ, ta có

∂u

∂x
(x, y) = lim

h→0

u(x+ h, y)− u(x, y)

h
= lim

h→0

1

h

[ ∫
ĂM1

Pdx+Qdy −
∫
ĀM

Pdx+Qdy
]
.

Chọn ĀM1 gồm cung ĀM và đoạn thẳng MM1 song song với trục Ox (xem Hình 2.52), ta
được

∂u

∂x
(x, y) = lim

h→0

1

h

∫
MM1

Pdx+Qdy = lim
h→0

1

h

x+h∫
x

P (ξ, y)dξ.

Theo định lí về giá trị trung bình đối với tích phân xác định, ta có

x+h∫
x

P (ξ, y)dξ = P (x̄, y)h, với x̄ = x+ θh, 0 < θ < 1.

Khi h→ 0 thì x→ x, do đó P (x̄, y)→ P (x, y). Vậy
∂u

∂x
(x, y) = lim

h→0
P (x̄, y) = P (x, y).

Tương tự như vậy, ta có thể chứng minh được rằng

∂u

∂y
(x, y) = Q(x, y).

Do đó, Pdx+Qdy là vi phân toàn phần của hàm số u(x, y) cho bởi công thức (3.19).
(d) 4)⇒ 1) Giả sử Pdx+Qdy là vi phân toàn phần của hàm số u(x, y) nào đó. Khi đó

P =
∂u

∂x
⇒ ∂P

∂y
=

∂2u

∂y∂x
,

Q =
∂u

∂y
⇒ ∂Q

∂x
=

∂2u

∂x∂y
.

Các hàm số trên liên tục trên D, nên theo định lí Schwarz, ta có
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
,∀(x, y) ∈ D.

Định lí được chứng minh hoàn toàn.
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5 Hệ quả 2.4. Nếu Pdx + Qdy là vi phân toàn
phần của hàm số u(x, y) thì∫

ÃB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = u(B)− u(A), (2.42)

dọc theo mọi đường cong ÃB nằm trong miền D.

5Hệ quả 2.5. NếuD là toàn bộ R2 thì Pdx+Qdy
là vi phân toàn phần của hàm u(x, y) cho bởi công
thức

u(x, y) =

x∫
x0

P (x, y0)dx+

y∫
y0

P (x, y)dy + C, (2.43)

hoặc

u(x, y) =

x∫
x0

P (x, y)dx+

y∫
y0

P (x0, y)dy + C, (2.44)

với M0(x0, y0) là điểm tùy chọn trong D.

x

O

y

xi

yi

x x+ h

y MM1

Hình 2.52

x

O

y

x0

y0

x

y

A N

L M

Hình 2.53

Thật vậy, vì tích phân u(x, y) =
∫̄
AM

Pdx+Qdy +C

không phụ thuộc vào đường lấy tích phân nên nếu chọn

ĀM là đường gấp khúc ANM (xem Hình 2.53) thì ta
được công thức (2.43), còn nếu chọn đường lấy tích phân
là đường gấp khúc ALM (xem Hình 2.53) thì ta được
công thức (2.44).

•Ví dụ 2.34. Chứng minh rằng biểu thức

ex−y(1 + x+ y)dx+ ex−y(1− x− y)dy,

là vi phân toàn phần của một hàm số u(x, y) nào đó.
Tìm hàm u(x, y).

Lời giải.

Ta có

P =ex−y(1 + x+ y)⇒ ∂P

∂y
= −ex−y(x+ y)

Q =ex−y(1− x− y)⇒ ∂Q

∂x
= −ex−y(x+ y).

Vậy,
∂Q

∂x
=

∂P

∂y
,∀(x, y) ∈ R2. Do đó, Pdx + Qdy

là vi phân toàn phần của một hàm số u(x, y) nào đó

xác định trên toàn R2. Áp dụng công thức (2.43) với
x0 = y0 = 0, ta được

u(x, y) =

x∫
0

ex(1 + x)dx+

y∫
0

ex−y(1− x− y)dy + C

= ex (1 + x)|x0 −
x∫

0

exdx− ex−y (1− x− y)|y0 −
y∫

0

ex−ydy + C

= ex (1 + x)|x0 − ex|x0 − e
x−y (1− x− y)|y0 + ex−y

∣∣y
0

+ C = ex−y(x+ y) + C.
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Bài tập chương 2

Bài 2.1. Đổi thứ tự tích phân trong các tích phân sau

a)
2∫
−2

dx.
4∫
x2
f(x, y)dy;

b)
3∫
1

dy
2y∫
0

f(x, y)dx;

c)
2∫
1

dx

√
4x−x2∫
0

f(x, y)dy.

Bài 2.2. Tính các tích phân kép sau

a) I =
∫∫
D

dxdy

(x+ y)3
, D là miền giới hạn bởi x ≥1, y≥1, x+ y≤3;

b) I =
∫∫
D

x2(y − x)dxdy, D là miền giới hạn bởi đường y = x2 và x = y2;

c) I =
∫∫
D

x2(y − x)dxdy, D là miền giới hạn bởi đường y = x2 và 3x+ y = 4;

d) I =
∫∫
D

|x+ y| dxdy, D là miền được xác định bởi |x|≤1 và |y|≤1;

e) I =
∫∫
D

(x− y)dxdy, D là miền giới hạn bởi đường y = 2− x2 và y = 2x− 1;

f) I =
∫∫
D

exdxdy, D là miền giới hạn bởi đường x = 0, y = 2, y = ex;

g) I =
∫∫
D

(x+ y)3(x− y)2dxdy, D là miền giới hạn bởi đường

x+ y = 1, x− y = 1, x+ y = 3, x− y = −1;
h) I =

∫∫
D

(x− y)dxdy, D là miền giới hạn bởi

y = x+ 1, y = x− 3, y = −1

3
x+

7

9
, y = −1

3
x+ 5;

i) I =
∫∫
D

(x2 + y2 + 1)dxdy, D là miền giới hạn bởi đường x2 + y2 − x = 0;

j) I =
∫∫
D

√
x2 + y2dxdy, D là miền được giới hạn bởi các đường tròn x2 + y2 = a2,

x2 + y2 = 4a2, a > 0;
k) I =

∫∫
D

(x+ 2y + 1)dxdy, D là giao của hai hình tròn x2 + y2≤2y và x2 + y2≤2x;

l) I =
∫∫
D

√
4− x2 − y2dxdy, D là miền xác định bởi x2 + y2 − 2x≤0, y≥0;

m) I =
∫∫
D

y2

x2
dxdy, D là miền 1≤x2 + y2≤2x;

n) I =
∫∫
D

…
1− x2

a2
− y2

b2
dxdy, D là miền giới hạn bởi đường

x2

a2
+
y2

b2
= 1, a > 0, b > 0;

o) I =
∫∫
D

xydxdy, D là miền (x− 2)2 + y2≤1 và y≥0.

Bài 2.3. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường sau
a) x = 4y − y2, x+ y = 6;
b) y2 = x3, y2 = 8(6− x)3;

c) y = 2x, y = −x
2
, y = 4;

d) xy = 1, xy = 8, y2 = x, y2 = 8x.
Bài 2.4.
a) Tính diện tích của phần mặt nón z2 = x2 + y2, z≥0, nằm ở trong mặt trụ x2 + y2 = 1;

b) Tính diện tích của phần mặt z =
x2

a
+
y2

b
(a > 0, b > 0) nằm ở trong mặt trụ

x2

a2
+
y2

b2
= 1;
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c) Tính diện tích của phần mặt cầu x2 + y2 + z2 = a2 nằm trong mặt trụ
(x2 + y2)2 = a2(x2 − y2), (a > 0);

d) Tính diện tích của phần mặt cầu x2 + y2 + z2 = 9 nằm trong mặt trụ
x2

9
+
y2

4
= 1.

Bài 2.5. Xác định trọng tâm của các bản phẳng đồng chất giới hạn bởi các đường
a) y2 = 4x+ 4, y2 = −2x+ 4;

b)
x2

25
+
y2

9
= 1,

x

5
+
y

3
= 1 và nằm trong miền

x

5
+
y

3
≥ 1;

c) y2 = x, x2 = y;
d) y =

√
2x− x2, y = 0 và nằm trong nửa mặt phẳng trên trục Ox;

e) r = a(1 + cosϕ), (a > 0).
Bài 2.6. Tính các tích phân bội ba sau

a) I =
∫∫∫
V

zdxdydz, V là miền xác định bởi 0 ≤ x ≤ 1

4
, x ≤ y ≤ 2x, 0 ≤ z ≤

√
1− x2 − y2;

b) I =
∫∫∫
V

(1− x− y − z)dxdydz, V là miền xác định bởi x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y + z ≤ 1;

c) I =
∫∫∫
V

(x2 + y2 + z2)dxdydz, V là miền xác định bởi x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0,

x

a
+
y

b
+
z

c
≤ 1, a > 0, b > 0, c > 0;

d) I =
∫∫∫
V

|xyz|dxdydz, V là miền xác định bởi x2 + y2 ≤ 2z, 0 ≤ z ≤ a;

e) I =
∫∫∫
V

ydxdydz, V là miền giới hạn bởi các mặt y =
√
x2 + z2, y = h(h > 0);

f) I =
∫∫∫
V

dxdydz√
x2 + y2 + (z − 2)2

, V là hình trụ x2 + y2 ≤ 1,−1 ≤ z ≤ 1;

g) I =
∫∫∫
V

z2dxdydz, V là miền xác định bởi x2 + y2 + z2 ≤ R2, R > 0;

h) I =
∫∫∫
V

x2y2z2dxdydz, V là miền xác định bởi
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≤ 1, a > 0, b > 0, c > 0;

i) I =
∫∫∫
V

(xy + yz + zx)dxdydz, V là miền xác định bởi x2 + y2 + z2 ≤ R2, R > 0.

Bài 2.7. Tính các tích phân đường
a)

∫
ABC

(x− y)2dx+ (x+ y)2dy, ABC là đường gấp khúc A(0, 0), B(2, 2), C(4, 0);

b)
∫
L

ydx− (y+ x2)dy, L là cung parabol y = 2x− x2 nằm ở trên trục Ox theo chiều kim đồng

hồ;

c)
∫̃
AB

(x2 − 2xy)dx+ (2xy + y2)dy, ÂB là cung x2 + y2 = 2x, x≥1, A(1, 1), B(1,−1).

Bài 2.8. Tính
∫̃
AB

(xy − 1)dx+ x2ydy, A(1, 0), B(0, 2) theo đường

a) 2x+ y = 2;
b) 4x+ y2 = 4;

c) x2 +
y2

4
= 1 theo chiều dương.

Bài 2.9. Tính các tích phân đường

a)
∮
L

xy
[
−(x+

y

2
)dx+ (

x

2
+ y)dy

]
, L là biên của tam giác ABC,A(−1, 0), B(1,−2), C(1, 2);

b)
∫

OAB

2(x2 + y2)dx+ (4y + 3)xdy, OAB là đường gấp khúc O(0, 0), A(1, 1), B(0, 2);

c)
∮
L

(xy + x+ y)dx+ (xy + x− y)dy, L là đường x2 + y2 = ax(a > 0);

d)
∮
L

x3(y +
x

4
)dy − y3(x+

y

4
)dx, L là đường x2 + y2 = 2x.
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Bài 2.10. Tích phân đường
∫
L

(1 − y2

x2
cos

y

x
)dx + (sin

y

x
+
y

x
cos

y

x
)dy có phụ thuộc vào đường

lấy tích phân không? Tính tích phân ấy từ A(1, π) đến B(2, π) theo một cung không cắt Oy.

Bài 2.11. Tích phân đường
∫
L

x2 + y2

xy

Å
3x2 − y2

x
dx+

3y2 − x2

y
dy

ã
có phụ thuộc vào đường

lấy tích phân không? Tính tích phân ấy theo cung L = ÃB xác định bởi x = t + cos2t, y = 1

+ sin2t,0 ≤ t ≤ π

2
.

Bài 2.12. Chứng minh rằng các biểu thức Pdx + Qdy sau đây là vi phân toàn phần của một
hàm số u(x, y) nào đó. Tìm u:
a) (x2 − 2xy2 + 3)dx+ (y2 − 2x2y + 3)dy;
b) (2x− 3xy2 + 2y)dx+ (2x− 3x2y + 2y)dy;
c) [ex+y + cos(x− y)] dx+ [ex+y − cos(x− y) + 2] dy;
d) ex [ey(x− y + 2) + y] dx+ ex [ey(x− y) + 1] dy;

e)
xdx

x2 + y2
+

1− x2 − y2

x2 + y2
ydy.

Bài 2.13. Tìm m để biểu thức
(x− y)dx+ (x+ y)dy

(x2 + y2)m
là vi phân toàn phần của một hàm số

u(x, y) nào đó. Tìm u trong trường hợp đó.

Bài 2.14. Tìm a, b để biểu thức
(ax2 + 2xy + y2)dx− (x2 + 2xy + by2)dy

(x2 + y2)2
là vi phân toàn

phần của một hàm số u(x, y) nào đó. Tìm u trong trường hợp đó.

Bài 2.15. Tìm α, β để tích phân đường
∫
L

y(1− x2 + αy2)dx+ x(1− y2 + βx2)dy

(1 + x2 + y2)2
không phụ

thuộc đường lấy tích phân. Tính tích phân ấy từ điểm A(0, 0) đến điểm B(a, b) ứng với các giá
trị α, β đã tìm được.

Bài 2.16. Tính
∮
L

xdx+ ydy

(x2 + y2 + 1)2
, L là đường elip

x2

a2
+
y2

b2
= 1, a > 0, b > 0.

Đáp số bài tập chương 2

Bài 2.1.

a)
4∫
0

dy

√
y∫

−√y
f(x, y)dx;

b)
2∫
0

dx
3∫
1

f(x, y)dy +
6∫
2

dx
3∫
x

2

f(x, y)dy;

c)

√
3∫

0

dy
2∫
1

f(x, y)dx+
2∫
√

3

dy
2∫

2−
√

4−y2
f(x, y)dx.

Bài 2.2.

a)
1

36
;

b) − 1

504
;

c)
36875

42
;

d)
8

3
;

e)
64

15
;

f)
1

2
;

g)
20

3
(Đổi biến

x+ y = u;x− y = v);

h)
38

3
;
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i)
11π

32
;

j)
14πa3

3
;

k)
5

2
(
π

2
− 1);

l)
8

3
(
π

2
− 2

3
);

m) π − 3
√

3

2
;

n)
2

3
πab;

o)
4

3
.

Bài 2.3.

a)
1

6
;

b)
192

5
;

c)
97

4
− 7

2 ln 2
;

d) 7ln2.
Bài 2.4.
a) π
√

2;

b)
πab

6
(5
√

5− 1);

c) 8a2(
π

4
+ 1−

√
2);

d) 36(π − 2arctan

√
5

2
).

Bài 2.5.

a) (
2

5
, 0);

b) (
10

3(π − 2)
,

2

π − 2
);

c) (
9

20
,

9

20
);

d) (1,
4

3π
);

e) (
5a

6
, 0).

Bài 2.6.

a)
43

3072
;

b)
1

4!
;

c)
abc

60
(a2 + b2 + c2);

d)
a4

2
;

e)
πh4

4
;

f) π(3
√

10− 8−
√

2 + ln

√
2− 1√
10− 3

);

g)
4πR5

15
;

h)
4π(abc)3

945
;

i) 0.
Bài 2.7.

a)
−32

3
;

b) 4;
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c) −(π + 2).
Bài 2.8.
a) 1;

b)
17

15
;

c)
4

3
.

Bài 2.9.
a) 4;
b) 3;

c) −πa
3

8
;

d)
5π

2
.

Bài 2.10.
Không nếu đường lấy tích phân L không cắt Oy; 1 + π.
Bài 2.11.

Không nếu đường lấy tích phân L không cắt các trục tọa độ;
(π2 + 16)2

16π
− 4.

Bài 2.12.

a)
1

3
x3 − x2y2 + 3x+

1

3
y3 + 3y + C;

b) x2 + y2 − 3

2
x2y2 + 2xy + C;

c) ex+y + sin(x− y) + 2y + C;
d) ex [y + ey(x− y + 1)] + C;

e)
1

2
ln(x2 + y2)− y2

2
+ C.

Bài 2.13.

m = 1; u =
1

2
ln(x2 + y2) + arctan

y

x
+ C.

Bài 2.14.

a = b = −1; u =
x− y
x2 + y2

+ C.

Bài 2.15.

α = β = 1, I =
ab

1 + a2 + b2
.

Bài 2.16.

0; biểu thức dưới dấu tích phân là d
( −1

2(x2 + y2 + 1)

)
.
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Chương 3

PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN

Phương trình vi phân là phương trình có dạng F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0 trong đó x là biến
độc lập, y = y(x) là hàm phải tìm, y′, y′′, ..., y(n) là các đạo hàm của nó.

Cấp cao nhất của đạo hàm của y có mặt trong phương trình gọi là cấp của phương trình
vi phân. Ví dụ y′ + 2xy − y = sinx là phương trình vi phân cấp một; y′′ + 4y = ex là phương
trình vi phân cấp hai.

Nghiệm của phương trình vi phân là mọi hàm số thỏa mãn phương trình, tức là mọi hàm
số sao cho khi thế nó vào phương trình ta được một đồng nhất thức. Ví dụ các hàm số
y = C1cos2x + C2 sin 2x trong đó C1, C2 là các hằng số tùy ý đều là nghiệm của phương trình
y′′+ 4y = 0. Cho C1, C2 những giá trị khác nhau ta được những nghiệm khác nhau của phương
trình. Vì vậy phương trình trên có vô số nghiệm.

Giải phương trình vi phân là tìm tất cả các nghiệm của nó. Về mặt hình học, nghiệm của
phương trình vi phân xác định một đường gọi là đường tích phân của phương trình. Giải phương
trình vi phân là tìm tất cả các đường tích phân của nó, các đường ấy được xác định bởi phương
trình y = f(x) hoặc phương trình Φ(x, y) = 0 hoặc phương trình tham số x = x(t), y = y(t).

Trong bài giảng này ta chỉ xét phương trình vi phân cấp một và cấp hai.

3.1. Phương trình vi phân cấp một

3.1.1. Đại cương về phương trình vi phân cấp một

3.1.1.1. Định nghĩa

Phương trình vi phân cấp một tổng quát có dạng

F (x, y, y′) = 0, (3.1)

hay

y′ = f(x, y), (3.2)

trong đó y là hàm phải tìm, y′ là đạo hàm cấp một, x là biến độc lập. Biến độc lập và hàm
phải tìm có thể không có mặt nhưng bắt buộc phải có mặt đạo hàm cấp một y′.

3.1.1.2. Định lí (Sự tồn tại và duy nhất nghiệm)

♦ Định lí 3.1. Cho phương trình vi phân cấp một y′ = f(x, y). Giả sử f(x, y) liên tục trong
miền D nào đó của mặt phẳng Oxy và (x0, y0) ∈ D . Khi đó, trong một lân cận nào đó của
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điểm x = x0 tồn tại ít nhất một nghiệm y = y(x) của phương trình (3.2), nghiệm đó lấy giá trị
y0 khi x = x0.

Nếu
∂f

∂y
(x, y) liên tục trong miền D thì nghiệm đó là duy nhất.

Điều kiện y|x=x0
= y0 gọi là điều kiện đầu. Bài toán tìm nghiệm của phương trình (3.2)

thoả mãn điều kiện đầu gọi là bài toán Cauchy.

3.1.1.3. Nghiệm tổng quát, nghiệm riêng, tích phân tổng quát, tích phân riêng

• Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân cấp một là hàm số y = ϕ(x,C), trong đó
C là hằng số tùy ý thỏa mãn phương trình vi phân.

• Nghiệm nhận được từ nghiệm tổng quát bằng cách cho C = C0 sao cho y = ϕ(x,C0)
thoả mãn điều kiện đầu y|x=x0

= y0 gọi là nghiệm riêng.

• Khi nghiệm tổng quát được cho dưới dạng ẩn thì được gọi là tích phân tổng quát, kí
hiệu là φ(x, y, C) = 0 . Cho C một giá trị cụ thể C = C0 sao cho φ(x, y, C0) = 0
thoả mãn điều kiện đầu y|x=x0

= y0 thì φ(x, y, C0) = 0 được gọi là tích phân riêng.

3.1.2. Phương trình vi phân tách biến (Phương trình vi phân có biến

phân li)

3.1.2.1. Định nghĩa

Phương trình vi phân cấp một tách biến có dạng

f1(x)dx+ f2(y)dy = 0, (3.3)

trong đó f1(x) là hàm số của biến độc lập x, f2(y) là hàm số của biến độc lập y.

3.1.2.2. Cách giải

Lấy tích phân hai vế của phương trình được nghiệm tổng quát cho dưới dạng tích phân
tổng quát

∫
f1(x)dx+

∫
f2(y)dy = C.

•Ví dụ 3.1. Giải phương trình vi phân
x

x2 + 2
dx+

2y

1 + y2
dy = 0.

Lời giải.

Lấy tích phân 2 vế ta được∫
x

x2 + 2
dx+

∫
2y

1 + y2
dy = ln |C| ⇒ 1

2
ln(x2 + 2) + ln(1 + y2) = ln |C|.

Suy ra

ln(1 + y2)
√
x2 + 2 = ln |C| ⇒ (1 + y2)

√
x2 + 2 = C.

Vậy

y = ±
 

C√
x2 + 2

− 1, với C là hằng số và C >
√

2.
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3.1.2.3. Phương trình vi phân cấp một có thể đưa được về dạng tách biến

Xét phương trình vi phân cấp một có dạng

M1(x)N1(y)dx+M2(x)N2(y)dy = 0. (3.4)

Để đưa phương trình (3.4) về dạng phương trình tách biến và tìm nghiệm của nó, ta xét
các trường hợp sau đây.

• Nếu N1(y).M2(x)6=0, chia cả 2 vế của (3.4) cho N1(y).M2(x), ta được

M1(x)

M2(x)
dx+

N2(y)

N1(y)
dy = 0.

Lấy tích phân 2 vế, ta được∫
M1(x)

M2(x)
dx+

∫
N2(y)

N1(y)
dy = C.

• Giải phương trình N1(y).M2(x) = 0↔ N1(y) = 0 hoặc M2(x) = 0.

Nếu coi x là biến chỉ đối số, y là biến chỉ hàm số thì ta chỉ cần giải phương trình
N1(y) = 0.

Giả sử y = y0 là nghiệm, thay trực tiếp vào (3.4) thì đó cũng là nghiệm.

Nếu coi y là biến chỉ đối số, x là biến chỉ hàm số thì ta chỉ cần giải phương trình
M2(x) = 0.

Giả sử x = x0 là nghiệm, thay trực tiếp vào (3.4) thì đó cũng là nghiệm.

•Ví dụ 3.2. Tìm tích phân tổng quát của phương trình x(1 + y2)dx+ y(1 + x2)dy = 0.

Lời giải. Chia cả 2 vế của phương trình cho (1 + x2)(1 + y2), ta được

x

1 + x2
dx+

y

1 + y2
dy = 0.

Suy ra,
∫ x

1 + x2
dx+

∫ ydy

1 + y2
= ln |C|

hay
1

2
ln(1 + x2) +

1

2
ln(1 + y2) = ln |C| .

Vậy tích phân tổng quát của phương trình là (1 + x2)(1 + y2) = C2, với C là hằng số khác
không.

•Ví dụ 3.3. Tìm nghiệm của bài toán sau

ß
(1 + e2x)y2dy = exdx
y|x=0 = 0

.

Lời giải. Chia cả 2 vế cho 1 + e2x, ta có

y2dy =
ex

1 + e2x
dx⇒

∫
y2dy =

∫
ex

1 + e2x
dx,

hay
y3

3
= arctan ex + C.
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Với y|x=0 = 0 ⇒ C = −π
4

hay
y3

3
= arctan ex − π

4
.

Vậy, nghiệm riêng của phương trình là y = 3

…
3 arctan ex − 3π

4
.

3.1.3. Phương trình đẳng cấp cấp một (Phương trình vi phân thuần

nhất cấp một)

3.1.3.1. Định nghĩa

Phương trình đẳng cấp cấp một có dạng

y′ = φ
(y
x

)
. (3.5)

3.1.3.2. Cách giải

Đặt u =
y

x
hay y = ux⇒ y′ = u′x+ u. Thay vào phương trình (3.5), ta có

u′ · x+ u = φ(u) hay u′ · x = φ(u)− u.

• Nếu φ(u)− u 6= 0 thì phương trình đưa được về dạng có biến số phân li

du

φ(u)− u
=
dx

x
.

Suy ra

ln |x| =
∫

du

φ(u)− u
= Φ(u) + ln |C| .

Từ đó, ta có tích phân x = CeΦ(y/x), với C là hằng số khác không.

• Nếu φ(u) − u ≡ 0 thì φ(u) ≡ u, ∀u. Khi đó, phương trình trở thành y′ =
y

x
và có

nghiệm là y = Cx với C là hằng số bất kì.

• Nếu φ(u)− u = 0 tại u = u0 thì y = u0x là nghiệm.

•Ví dụ 3.4. Tìm tích phân tổng quát của phương trình y′ =
y

x
+ ey/x.

Lời giải. Đặt
y

x
= u ta có y = ux và y′ = u′x+ u.

Thay vào phương trình đã cho, ta được u′x+ u = u+ eu

⇒ u′x = eu hay e−udu =
dx

x
hay

∫
e−udu = ln |Cx|

⇒ −e−u = ln |Cx| .

Thay u =
y

x
, ta thu được tích phân tổng quát của phương trình là e

−
y

x + ln |Cx| = 0, với

C là hằng số khác không.

•Ví dụ 3.5. Tìm tích phân riêng của phương trình xy′ − y =
x

arctan
y

x

, thỏa mãn điều kiện

y(1) = 1.
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Lời giải. Phương trình đã cho được viết lại dưới dạng y′ − y

x
=

1

arctan
y

x

.

Đặt
y

x
= u, ta có y = ux và y′ = xu′ + u. Thay vào phương trình, ta được

u′x+ u− u =
1

arctanu
.

Hay
dx

x
= arctanudu⇒ ln |Cx| =

∫
arctanudu.

Suy ra

ln |Cx| = u · arctanu− 1

2
ln(1 + u2)

⇒ ln
[
(1 + u2)C2x2

]
= 2u arctanu

⇒ ln
[
C2(x2 + y2)

]
= 2

y

x
arctan

y

x
.

Với điều kiện đầu y|x=1 = 1, ta có

2 arctan 1 = ln 2C2 ⇒ π

2
= ln 2C2 ⇒ C2 =

1

2
e

π

2 .

Vậy, tích phân riêng của phương trình là 2
y

x
arctan

y

x
=
π

2
+ ln

x2 + y2

2
.

3.1.4. Phương trình vi phân tuyến tính cấp một

3.1.4.1. Phương trình vi phân tuyến tính cấp một thuần nhất

a. Định nghĩa. Phương trình vi phân tuyến tính cấp một thuần nhất có dạng

y′ + p(x)y = 0, (3.6)

trong đó p(x) là hàm số liên tục.

b. Cách giải

• Nếu y 6=0 phương trình tương đương với
dy

y
= −p(x)dx là phương trình có biến số

phân li. Suy ra, ln |y| = −
∫
p(x)dx+ ln |C| với C 6= 0. Do đó, y = Ce−

∫
p(x)dx.

• Nếu y = 0 bằng cách thế trực tiếp vào phương trình thì y = 0 cũng là nghiệm.

• Tóm lại, nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là y = Ce−
∫
p(x)dx, với C tuỳ ý.

3.1.4.2. Phương trình vi phân tuyến tính cấp một không thuần nhất

a. Định nghĩa. Phương trình vi phân tuyến tính cấp một không thuần nhất có dạng

y′ + p(x)y = q(x), (3.7)

trong đó p(x), q(x) là các hàm số liên tục.

b. Cách giải



74 PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN

• Bước 1: Giải phương trình thuần nhất tương ứng y′ + p(x)y = 0, ta
được nghiệm tổng quát là

y = C.e−
∫
p(x)dx(∗),

với C là hằng số.

• Bước 2: Coi C là hàm số của x. Tìm C(x)?
Ta có,

y′ = C ′(x)e−
∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx.

Thay y, y′ vào phương trình (3.7), ta được

C ′(x)e−
∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx + p(x)C(x)e−

∫
p(x)dx = q(x),

hay C(x) =
∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx+K, với K là hằng số bất kì.

Thay C(x) vừa tìm được vào (* ), ta được nghiệm tổng quát của
phương trình (3.7) là

y = K.e−
∫
p(x)dx + e−

∫
p(x)dx

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx.(∗∗)

∗ Chú ý: Trong công thức (**), số hạng thứ nhất của vế phải y = Ke−
∫
p(x)dx là nghiệm tổng

quát của phương trình thuần nhất tương ứng, còn số hạng thứ hai Y = e−
∫
p(x)dx

∫
q(x)e

∫
p(x)dx

là một nghiệm riêng của phương trình không thuần nhất. Do đó, nghiệm tổng quát của phương
trình không thuần nhất bằng nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất cộng với một
nghiệm riêng của phương trình không thuần nhất.

•Ví dụ 3.6. Giải phương trình vi phân y′ + 2xy = xe−x
2
.

Lời giải.

• Bước 1: Giải phương trình thuần nhất tương ứng y′ + 2xy = 0.
Hay dy = −2xydx có nghiệm tổng quát là y = Ce−

∫
2xdx = Ce−x

2
.

• Bước 2: Coi C = C(x), ta có y′ = C ′ · e−x2 − 2x · C · e−x2 .
Thay y, y′ vào phương trình đã cho, ta được C ′e−x

2 − 2xCe−x
2

+
2xCe−x

2
= xe−x

2

⇒ C ′e−x
2

= xe−x
2

⇒ dC(x) = xdx hay C(x) =
x2

2
+K.

Do đó, nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là y = K.e−x
2

+
x2

2
e−x

2
, với K là hằng số tùy ý.

•Ví dụ 3.7. Chứng tỏ rằng phương trình x(x2 + 1)y′− (2x2 + 3)y = 3 có một nghiệm riêng là
một tam thức bậc hai. Tìm nghiệm tổng quát của phương trình đó.

Lời giải. Đặt y = ax2 + bx + c. Ta cần tìm a, b, c để tam thức này là nghiệm của phương
trình đã cho. Ta có, y′ = 2ax+ b. Thay vào phương trình, ta được

x(x2 + 1)(2ax+ b)− (2x2 + 3)(ax2 + bx+ c) = 3

⇔− bx3 − (2c+ a)x2 − abx− 3c = 3.
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Đồng nhất các hệ số, ta thu được b = 0, c = −1, a = 2.

Vậy, y = 2x2 − 1 là một nghiệm riêng của phương trình đã cho.

Bây giờ, ta tìm nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng x(x2 + 1)y′ −
(2x2 + 3)y = 0.

Chia cả 2 vế của phương trình trên cho x(x2 + 1) với điều kiện x 6= 0, ta thu được

y′ − 2x2 + 3

x(x2 + 1)
y = 0, hay

dy

y
=

2x2 + 3

x(x2 + 1)
dx.

Suy ra, nghiệm tổng quát là y = Ce

∫ 2x2 + 3

x(x2 + 1)
dx

.

Lại có,
∫ 2x2 + 3

x(x2 + 1)
dx =

∫ Å3

x
− x

x2 + 1

ã
dx = 3 ln |x| − 1

2
ln(x2 + 1) = ln

|x|3√
x2 + 1

.

Do đó, y =
Cx3

√
x2 + 1

, với C là hằng số bất kì, là nghiệm tổng quát của phương trình thuần

nhất tương ứng.

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là y =
Cx3

√
x2 + 1

+ 2x2 − 1.

•Ví dụ 3.8. Giải phương trình eydx+ (xey − 1)dy = 0.

Lời giải. Nếu xem y là hàm phải tìm của biến số x và viết phương trình dưới dạng
(xey − 1)y′ + ey = 0 thì phương trình không thuộc dạng đang xét. Nếu xem x là hàm số phải

tìm của y ta được phương trình x′ + x =
1

ey
, trong đó x′ =

dx

dy
. Đó là phương trình tuyến

tính cấp một đối với hàm số x(y). Giải phương trình thuần nhất tương ứng
dx

dy
+ x = 0 hay

dx

x
= −dy , ta được x = Ce−y.

Coi C = C(y), khi đó x′ = C ′e−y−Ce−y, thay vào phương trình không thuần nhất, ta được

C ′e−y = e−y ⇒ C ′ = 1⇒ C = y +K.

Do đó, nghiệm tổng quát của phương trình là x = (y +K)e−y, với K là hằng số bất kì.

3.1.5. Phương trình Bernoulli

3.1.5.1. Định nghĩa

Phương trình Bernoulli có dạng sau đây

y′ + p(x)y = q(x)yα, (3.8)

trong đó p(x), q(x) là các hàm liên tục và α ∈ R.
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3.1.5.2. Cách giải

• Nếu α = 0 hoặc α = 1 thì (3.8) là phương trình vi phân tuyến tính không thuần nhất
hoặc thuần nhất.

• Nếu α 6=0 và α 6=1 thì ta giải phương trình (3.8) như sau.

– Với y 6=0, chia cả hai vế cuả (3.8) cho yα, ta được

y−αy′ + p(x)y1−α = q(x). (3.9)

Đặt z = y1−α ⇒ z′ = (1− α)y−αy′, thay vào (3.9), ta được

z′ + (1− α)p(x)z = (1− α)q(x). (3.10)

Đây là phương trình tuyến tính cấp một đối với biến x, hàm z.
Giải phương trình (3.10), tìm được nghiệm tổng quát z = z(x,C). Sau đó, thay
trở lại biến cũ z = y1−α để tìm nghiệm tổng quát y = y(x,C).

– Dễ thấy y = 0 là nghiệm của phương trình (3.8) khi a > 0; và y = 0 không thuộc
tập xác định của phương trình (3.8) khi a < 0.

•Ví dụ 3.9. Tìm nghiệm tổng quát của phương trình y′ +
y

x
= x2y4.

Lời giải.

• Hàm y = 0 là nghiệm của phương trình (thử trực tiếp).

• Với y 6=0, chia cả hai vế của phương trình cho y4, ta được y−4y′ +
1

x
y−3 = x2.

Đặt z = y−3, ta có z′ = −3y−4y′, thay vào phương trình trên, ta thu được

z′ − 3

x
z = −3x2(∗).

Đây là phương trình vi phân tuyến tính cấp một đối với hàm z.

– Giải phương trình thuần nhất z′ − 3

x
z = 0 ⇒ dz

z
= 3

dx

x
hay ln

∣∣∣ z
C

∣∣∣ = 3 ln |x| ⇒
z = Cx3, với C là hằng số bất kì.

– Coi C = C(x), ta có z′ = C ′x3 + 3x2C. Thay z, z′ vào phương trình (*), ta được

C ′x3 + 3x2C − 3x2C = −3x2 ⇒ dC

dx
= −3

x
hay C = −3 ln |x|+K, với K là hằng

số bất kì.

Do đó, nghiệm của phương trình (*) là z = Kx3 − 3x3 ln |x| .
Thay z = y−3, ta được nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là y =

1

x 3
√
K − 3 ln |x|

, với K là hằng số bất kì.

3.1.6. Phương trình vi phân toàn phần

3.1.6.1. Định nghĩa

Phương trình vi phân toàn phần có dạng sau

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, (3.11)
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trong đó P (x, y), Q(x, y) là các hàm số liên tục cùng các đạo hàm riêng cấp một của chúng
trong một miền đơn liên D thỏa mãn điều kiện

∂Q(x, y)

∂ x
=
∂P (x, y)

∂y
. (3.12)

3.1.6.2. Cách giải

Từ điều kiện (3.12), suy ra vế trái phương trình (3.11) là vi phân toàn phần của hàm u(x, y)
nào đó, tức là du(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy, với u(x, y) được xác định bằng một trong hai
công thức sau

u(x, y) =

x∫
x0

P (x, y)dx+

y∫
y0

Q(x0, y)dy,

hoặc

u(x, y) =

x∫
x0

P (x, y0)dx+

y∫
y0

Q(x, y)dy,

trong đó (x0, y0) ∈ D.

Vậy tích phân tổng quát của phương trình vi phân toàn phần (3.11) là

x∫
x0

P (x, y)dx+

y∫
y0

Q(x0, y)dy = C,

hoặc
x∫

x0

P (x, y0)dx+

y∫
y0

Q(x, y)dy = C.

•Ví dụ 3.10. Giải phương trình vi phân sau (4xy2 + y)dx+ (4x2y + x)dy = 0.

Lời giải. Ta có
P (x, y) = 4xy2 + y ⇒ P ′y = 8xy + 1;

Q(x, y) = 4x2y + x⇒ Q′x = 8xy + 1.

Các hàm P,Q, P ′y, Q
′
x liên tục và Q′x = P ′y, nên phương trình đã cho là phương trình vi

phân toàn phần. Chọn x0 = y0 = 0, ta được

u(x, y) =

x∫
0

(4xy2 + y)dx+

y∫
0

0dy = 2x2y2 + xy.

Vậy tích phân tổng quát của phương trình là 2x2y2 + xy = C, với C là hằng số bất kì.

∗ Chú ý: Nếu P (x, y), Q(x, y) liên tục cùng với các đạo hàm riêng cấp một của chúng trong

một miền D nào đó mà
∂Q

∂x
6= ∂P

∂y
trong D thì Pdx+Qdy = 0 không phải là phương trình vi

phân toàn phần. Tuy nhiên, trong một số trường hợp người ta có thể chọn được hàm h(x, y)
để phương trình

h(x, y) [P (x, y)dx+Q(x, y)dy] = 0, (3.13)
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là phương trình vi phân toàn phần. Hàm h(x, y) gọi là thừa số tích phân. Nói chung, không có
phương pháp tổng quát để tìm thừa số tích phân. Ta xét hai trường hợp đặc biệt sau đây.

a. Nếu
P ′y −Q′x

Q
= φ(x) tức là không phụ thuộc vào y thì chọn h(x, y) = h(x) = e

∫
φ(x)dx.

Thật vậy, đặt R(x, y) = h(x, y)P (x, y); S(x, y) = h(x, y)Q(x, y).

Ta có, R = Pe
∫
φ(x)dx ⇒ R′y = P ′ye

∫
φ(x)dx.

S = Qe
∫
φ(x)dx ⇒ S ′x = Q′xe

∫
φ(x)dx +Qφ(x)e

∫
φ(x)dx = [Q′x +Qφ(x)] e

∫
φ(x)dx.

Mà
P ′y −Q′x

Q
= φ(x)⇒ P ′y = Q′x +Qφ(x)⇒ S ′x = P ′y · e

∫
φ(x)dx.

Vậy R′y = S ′x nên (3.13) là phương trình vi phân toàn phần.

b. Nếu
P ′y −Q′x

P
= φ(y), tức là không phụ thuộc vào x, thì chọn h(x, y) = h(y) = e−

∫
φ(y)dy

(phần này chứng minh tương tự như trong trường hợp trên).

•Ví dụ 3.11. Giải phương trình vi phân (2y + xy3)dx+ (x+ x2y2)dy = 0.

Lời giải. Ta có
P (x, y) = 2y + xy3 ⇒ P ′y = 2 + 3xy2;

Q(x, y) = x+ x2y2 ⇒ Q′x = 1 + 2xy2.

Suy ra, P ′y−Q′x = 1+xy2 =
x+ x2y2

x
=
Q

x
. Vậy, thừa số tích phân h(x) = e

∫ dx
x = eln |x| = x.

Nhân hai vế của phương trình đã cho với x, ta được phương trình vi phân toàn phần là

x(2y + xy3)dx+ x(x+ x2y2)dy = 0.

Chọn x0 = y0 = 0, ta có

u(x, y) =

∫ x

0

(2xy + x2y3)dx+

∫ y

0

0dy = 2y
x2

2

∣∣∣∣x
0

+ y3 x
3

3

∣∣∣∣x
0

= yx2 +
x3y3

3
.

Vậy tích phân tổng quát của phương trình là yx2 +
x3y3

3
= C hay 3yx2 + x3y3 = K, với K

là hằng số bất kì.

•Ví dụ 3.12. Giải phương trình vi phân (x2 + y2)dx+ (2xy + y2x+
x3

3
)dy = 0.

Lời giải. Đặt
P = x2 + y2 ⇒ P ′y = 2y;

Q = 2xy + y2x+
x3

3
⇒ Q′x = 2y + y2 + x2.

Ta có
P ′y −Q′x

P
= −1, nên thừa số tích phân h(y) = e

∫
dy = ey.

Nhân hai vế của phương trình với ey, ta được phương trình vi phân toàn phần là

ey(x2 + y2)dx+ ey(2xy + y2x+
x3

3
)dy = 0.
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Chọn x0 = y0 = 0, ta có u(x, y) =
x∫
0

(eyx2 + y2ey)dx+
y∫
0

0dy = ey
x3

3
+ eyy2x.

Vậy, tích phân tổng quát của phương trình là ey
x3

3
+ eyy2x = C hay ey(x3 + 3xy2) = K, với

K là hằng số bất kì.

3.2. Phương trình vi phân cấp hai

3.2.1. Đại cương về phương trình vi phân cấp hai

3.2.1.1. Định nghĩa

Phương trình vi phân cấp hai tổng quát có dạng

F (x, y, y′, y′′) = 0, (3.14)

hoặc
y′′ = f(x, y, y′), (3.15)

trong đó, y là hàm cần tìm, x là biến độc lập và y′, y′′ lần lượt là đạo hàm cấp một và cấp hai
của hàm cần tìm. Biến độc lập, hàm cần tìm và đạo hàm cấp một có thể không có mặt một
cách tường minh nhưng bắt buộc phải có mặt đạo hàm cấp hai.

•Ví dụ 3.13. Các phương trình y′′ = 0, y′′y + (y′)2 = 0, x2y′′ + xy′ + y = 0 là các phương
trình vi phân cấp hai.

3.2.1.2. Định lí (Sự tồn tại và duy nhất nghiệm)

♦ Định lí 3.2. Cho phương trình vi phân cấp hai y′′ = f(x, y, y′). Nếu f(x, y, y′),
∂f

∂y
(x, y, y′)

và
∂f

∂y′
(x, y, y′) liên tục trong một miền D nào đó trong R3 và nếu (x0, y0, y

′
0) là một điểm thuộc

D thì trong lân cận nào đó của điểm x = x0 tồn tại một nghiệm duy nhất y = y(x) của phương
trình (3.15) thỏa mãn các điều kiện

y|x=x0
= y0 , y′|x=x0

= y′0. (3.16)

Bài toán tìm nghiệm của phương trình (3.15) thỏa mãn các điều kiện đầu (3.16) được gọi
là bài toán Cauchy.

3.2.1.3. Nghiệm tổng quát, nghiệm riêng, tích phân tổng quát, tích phân riêng

• Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân cấp hai là hàm số y = ϕ(x,C1, C2), thỏa
mãn phương trình vi phân cấp hai với mỗi cặp hằng số (C1, C2), và ngược lại, mỗi
nghiệm của phương trình vi phân cấp hai đều có dạng y = ϕ(x,C1, C2).

• Nghiệm nhận được từ nghiệm tổng quát bằng cách cho C1 = C0
1 , C2 = C0

2 sao cho
hàm số y = ϕ(x,C0

1 , C
0
2) thỏa mãn y|x=x0

= y0 , y
′|x=x0

= y′0 gọi là nghiệm riêng.

• Hệ thức φ(x, y, C1, C2) = 0 xác định nghiệm tổng quát của phương trình (3.15) dưới
dạng ẩn gọi là tích phân tổng quát.

• Khi cho C1, C2 các giá trị cụ thể C1 = C0
1 , C2 = C0

2 , từ tích phân tổng quát ta nhận
được hệ thức φ(x, y, C0

1 , C
0
2) = 0 gọi là tích phân riêng.
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3.2.2. Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai hệ số hằng số có vế

phải đặc biệt

3.2.2.1. Phương trình thuần nhất

a. Dạng phương trình

y′′ + py′ + qy = 0, (3.17)

trong đó p, q là các hằng số thực.

b. Cách giải

Ta tìm nghiệm riêng của (3.17) dưới dạng y = ekx, trong đó k là hằng số. Ta có, y′ =
kekx, y′′ = k2ekx.

Thay y, y′, y′′ vào (3.17), ta được ekx(k2 + pk + q) = 0. Suy ra,

k2 + pk + q = 0. (3.18)

Phương trình (3.18) được gọi là phương trình đặc trưng của (3.17).

Giải phương trình đặc trưng k2 + pk + q = 0.

• Nếu phương trình (3.18) có hai nghiệm thực k1 6=k2 thì nghiệm tổng quát của phương
trình (3.17) là y = C1e

k1x + C2e
k2x, với C1, C2 là các hằng số bất kì

• Nếu phương trình (3.18) có nghiệm kép k1 = k2 = k thì nghiệm tổng quát của phương
trình (3.17) là y = C1e

kx + C2xe
kx = (C1 + C2x)ekx, với C1, C2 là các hằng số bất kì.

• Nếu phương trình (3.18) có nghiệm phức k = α± iβ thì nghiệm tổng quát của phương
trình (3.17) là y = eαx(C1 cos βx+ C2 sin βx), với C1, C2 là các hằng số bất kì.

•Ví dụ 3.14. Giải các phương trình vi phân sau

a) y′′ − 5y′ + 6y = 0;

b) y′′ − 2y′ + 3y = 0;

c) y′′ − 4y′ + 4y = 0.

Lời giải.

a) Phương trình đặc trưng là k2 − 5k + 6 = 0⇔ k1 = 2, k2 = 3.

Vậy, nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là y = C1e
2x + C2e

3x, (C1, C2 là các hằng
số).

b) Phương trình đặc trưng là k2 − 2k + 3 = 0⇔ k = 1± i
√

2.

Vậy, nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là y = ex(C1 cos
√

2x+ C2 sin
√

2x).

c) Phương trình đặc trưng là k2 − 4k + 4 = 0⇔ k = 2 (Bội 2).

Vậy, nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là y = C1e
2x + C2xe

2x.

3.2.2.2. Phương trình không thuần nhất

a. Dạng phương trình

y′′ + py′ + qy = f(x), (3.19)

trong đó p, q là các hằng số, f(x)6=0.

Trước khi trình bày cách giải phương trình (3.19), ta phát biểu định lí sau đây.
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♦ Định lí 3.3. (Cấu trúc nghiệm). Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân tuyến tính
không thuần nhất (3.19) bằng tổng của một nghiệm riêng của nó và nghiệm tổng quát của
phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất tương ứng (3.17). Ta có công thức sau

y = y + Y,

trong đó y, Y lần lượt là nghiệm tổng quát và nghiệm riêng của phương trình vi phân không
thuần nhất (3.19), y là nghiệm tổng quát của phương trình vi phân thuần nhất tương ứng
(3.17).

b. Cách giải

Ta đã biết cách tìm nghiệm tổng quát của phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất
tương ứng (3.17) từ mục trên. Vấn đề còn lại là tìm một nghiệm riêng của phương trình vi
phân tuyến tính không thuần nhất (3.19).

Dưới đây, ta trình bày cách tìm nghiệm riêng ấy với hai dạng của vế phải f(x).

* Trường hợp 1. Với f(x) = eαxPn(x), trong đó α là hằng số, Pn(x) là đa thức bậc
n của x.

• Nếu α không là nghiệm của phương trình đặc trưng (3.18) thì ta tìm nghiệm
riêng của (3.19) dưới dạng Y = eαxQn(x), trong đó Qn(x) là đa thức cùng bậc
n với Pn(x).

• Nếu α là nghiệm đơn của phương trình đặc trưng (3.18) thì ta tìm nghiệm riêng
của (3.19) dưới dạng Y = xeαxQn(x), trong đó Qn(x) là đa thức cùng bậc n với
Pn(x).

• Nếu α là nghiệm kép của phương trình đặc trưng (3.18) thì ta tìm nghiệm riêng
của (3.19) dưới dạng Y = x2eαxQn(x), trong đó Qn(x) là đa thức cùng bậc n
với Pn(x).

* Trường hợp 2. Với f(x) = eαx [Pn(x) cos βx+Qm(x) sin βx], trong đó α, β là các
hằng số thực; Pn(x), Qm(x) lần lượt là các đa thức bậc n,m.

• Nếu α ±iβ không là nghiệm của phương trình đặc trưng (3.18) thì ta tìm
nghiệm riêng của (3.19) dưới dạng Y = eαx [Rl(x) cos βx+Hl(x) sin βx], trong
đó Rl(x), Hl(x) là các đa thức bậc l với l = max(n,m).

• Nếu α ±iβ là nghiệm của phương trình đặc trưng (3.18) thì ta tìm nghiệm
riêng của (3.19) dưới dạng Y = xeαx [Rl(x) cos βx+Hl(x) sin βx], trong đó
Rl(x), Hl(x) là các đa thức bậc l với l = max(n,m).

Ngoài ra, để tìm một nghiệm riêng của phương trình vi phân (3.19), ta cũng có thể sử dụng
định lý sau.

♦ Định lí 3.4. (Nguyên lý chồng nghiệm). Nếu Yi(x), i = 1, 2, là các nghiệm riêng của phương
trình vi phân tuyến tính

y′′ + py′ + qy = fi(x),

thì Y (x) = Y1(x) + Y2(x) là một nghiệm riêng của phương trình vi phân tuyến tính

y′′ + py′ + qy = f1(x) + f2(x).

•Ví dụ 3.15. Giải các phương trình vi phân sau

a) y′′ − 4y′ + 3y = e4x;

b) y′′ + 4y′ − 5y = ex(x+ 1);

c) y′′ − 6y′ + 9y = e3x.
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Lời giải.

a)

• Bước 1. Phương trình thuần nhất tương ứng y′′ − 4y′ + 3y = 0 có phương trình đặc
trưng là

k2 − 4k + 3 = 0⇔
ï
k1 = 1
k2 = 3

Do đó, nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng là y = C1e
x+C2e

3x.

• Bước 2. Ta thấy, vế phải của phương trình đã cho là f(x) = e4x = e4x.1 có dạng
eαxPn(x) với α = 4, Pn(x) = 1, n = 0. Do α = 4 không là nghiệm của phương trình
đặc trưng, nên ta tìm một nghiệm riêng của phương trình vi phân đã cho dưới dạng

Y = A.e4x ⇒ Y
′
= 4A.e4x, Y

′′
= 16.A.e4x.

Thay Y, Y
′
, Y

′′
vào phương trình đã cho, ta được

16Ae4x − 4.4Ae4x + 3Ae4x = e4x ⇔ 3A = 1⇔ A =
1

3
.

Vậy nghiệm riêng của phương trình vi phân đã cho là Y =
1

3
e4x.

Do đó, nghiệm tổng quát của phương trình là y = C1e
x + C2e

3x +
1

3
e4x.

b)

• Bước 1. Phương trình thuần nhất tương ứng y′′ + 4y′ − 5y = 0 có phương trình đặc
trưng là

k2 + 4k − 5 = 0⇔
ï
k1 = 1
k2 = −5

Do đó, nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng là y = C1e
x+C2e

−5x.

• Bước 2. Vế phải của phương trình là f(x) = ex(x + 1) có dạng eαx.Pn(x) với α =
1, Pn(x) = x + 1, n = 1. Suy ra, α = 1 là một nghiệm đơn của phương trình đặc
trưng. Do đó, ta tìm một nghiệm riêng của phương trình vi phân đã cho dưới dạng

Y = xex(Ax+B) = ex(Ax2 +Bx);

⇒Y ′ = ex
[
Ax2 + (B + 2A)x+B

]
;

⇒Y ′′ = ex
[
Ax2 + (B + 4A)x+ 2A+ 2B

]
.

Thay Y, Y
′
, Y

′′
vào phương trình đầu và rút gọn, ta thu được

12Ax+ 2A+ 6B = x+ 1, ∀x⇔
ß

12A = 1
2A+ 6B = 1

⇔


A =

1

12

B =
5

36
.

Vậy, nghiệm riêng cần tìm là Y = ex
Å
x2

12
+

5x

36

ã
.

Do đó, nghiệm tổng quát của phương trình là y = C1e
x + C2e

−5x + ex
Å
x2

12
+

5x

36

ã
.
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c)

• Bước 1. Phương trình thuần nhất tương ứng y′′ − 6y′ + 9y = 0 có phương trình đặc
trưng

k2 − 6k + 9 = 0⇔ k1 = k2 = 3.

Do đó, nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng là y = C1e
3x+C2xe

3x.

• Bước 2. Vế phải của phương trình đã cho là f(x) = e3x = e3x.1 có dạng eαxPn(x) với
α = 3, Pn(x) = 1, n = 0. Ta có, vì α = 3 là một nghiệm kép của phương trình đặc
trưng nên ta tìm một nghiệm riêng của phương trình đầu dưới dạng

Y = x2e3xA = Ax2e3x;

⇒Y ′ = (2Ax+ 3Ax2)e3x;

⇒Y ′′ = (2A+ 12Ax+ 9Ax2)e3x.

Thay Y, Y
′
, Y

′′
vào phương trình đã cho, ta được

(2A+ 12Ax+ 9Ax2)− 6(2Ax+3Ax2) + 9Ax2 = 1,∀x

⇔ 2A = 1⇔ A =
1

2
.

Suy ra, nghiệm riêng của phương trình là Y =
x2

2
e3x.

Vậy, nghiệm tổng quát của phương trình là y = C1e
3x + C2xe

3x +
x2

2
e3x.

•Ví dụ 3.16. Giải các phương trình vi phân sau
a) y′′ + y = cos 2x;
b) y′′ + y = cosx;
c) y′′ + y = cos 2x+ cosx.

Lời giải.
a)

• Bước 1. Phương trình thuần nhất tương ứng y′′ + y = 0 có phương trình đặc trưng là
k2 + 1 = 0⇔ k = ±i.
Do đó, nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng là y = C1 cosx +
C2sinx.

• Bước 2. Vế phải của phương trình là f(x) = cos 2x = e0x(1. cos 2x + 0. sin 2x), suy ra
α = 0, β = 2. Vì α± iβ = 0± i2 không là nghiệm của phương trình đặc trưng nên ta
tìm một nghiệm riêng của phương trình dưới dạng

Y = A cos 2x+B sin 2x;

⇒ Y ′ = −2A sin 2x+ 2B cos 2x;

⇒ Y ′′ = −4A cos 2x− 4B sin 2x.
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Thay Y, Y
′
, Y

′′
vào phương trình đã cho và rút gọn, ta thu được

−3A cos 2x− 3B sin 2x = cos 2x, ∀x ∈ R

⇔
ß
−3A = 1
−3B = 0

⇔

{
A = −1

3
B = 0.

Do đó, nghiệm riêng của phương trình là Y = −1

3
cos 2x.

Vậy, nghiệm tổng quát của phương trình ban đầu là y = C1 cosx+ C2 sinx− 1

3
cos 2x.

b)

• Bước 1. Phương trình thuần nhất tương ứng y′′ + y = 0 có phương trình đặc trưng là
k2 + 1 = 0⇔ k = ±i.
Do đó, nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng là ȳ = C1 cosx +
C2 sinx.

• Bước 2. Vế phải của phương trình là f(x) = cosx = e0x(1.cosx + 0.sinx), có dạng
eαx[Pn(x) cos βx + Qm(x) sin βx] với α = 0, β = 1, Pn(x) = 1, Qm(x) = 0, n = 0,m =
−∞.

Vì α± iβ = 0± i là nghiệm của phương trình đặc trưng và max(n,m) = 0, nên ta tìm
một nghiệm riêng của phương trình dưới dạng

Y = x(A cosx+B sinx);

⇒ Y ′ = (A+Bx) cosx+ (B − Ax) sinx;

⇒ Y ′′ = (2B − Ax) cosx− (2A+Bx) sinx.

Thay Y, Y ′, Y ′′ vào phương trình và rút gọn, ta thu được

2B cosx− (−2A sinx) = cos x, ∀x

⇔
ß

2A = 0
2B = 1

⇔

{
A = 0

B =
1

2
.

Do đó, nghiệm riêng của phương trình là Y =
x

2
sinx.

Vậy, nghiệm tổng quát của phương trình là y = C1 cosx+ C2 sinx+
x

2
sinx.

c)

- Vế phải của phương trình là tổng của hai hàm f1(x) = cos 2x, f2(x) = cosx. Theo
nguyên lý chồng chất nghiệm, tổng nghiệm riêng của phương trình trong ý (a) với một
nghiệm riêng của phương trình trong ý (b) là một nghiệm riêng của phương trình đã
cho.

- Do đó, Y = −1

3
cos 2x+

x

2
sinx là một nghiệm riêng của phương trình đã cho.

Vậy, nghiệm tổng quát của phương trình là y = C1 cosx+C2 sinx− 1

3
cos 2x+

x

2
sinx.
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Bài tập chương 3

Bài 3.1. Giải các phương trình vi phân có biến số phân li sau
a) (1 + x)ydx+ (1− y)xdy = 0.
b) (x2 − yx2)y′ + y2 + xy2 = 0.
c) 2x

√
y2 − y + 1dx− (1 + x2)dy = 0.

d) x
√

1 + y2dx+ y
√

1 + x2dy = 0, y|x=0 = 1.
e) (1 + e2x)y2dy = exdx, y|x=0 = 0.
f) xy2y′ = x+ 1.
g) (y2 + xy2)y′ = 1.
h)
√
y2 + 1dx = xydy.

i) (1 + ex)yy′ = ex; y(0) = 1.
Bài 3.2. Giải các phương trình vi phân đẳng cấp một sau

a) y′ =
2xy + y2

x2
.

b) xdy − ydx =
√
x2 + y2dx.

c) xyy′ + x2 − 2y2 = 0.
d) (3x2 + y2)y + (y2 − x2)xy′ = 0.
e) 2x2dy = (x2 + y2)dx.

f) xy′ = y
(

1 + ln
y

x

)
; y(1) = e−

1
2 .

g) (x− y)dx+ xdy = 0.
h) xy′ = y(ln y − lnx).
i) (x2 + y2)dx− xydy = 0.
Bài 3.3. Giải các phương trình vi phân tuyến tính cấp một sau

a) y′ − 2x− 1

x2 − x
y = 1.

b) y′ + 2xy = xe−x
2
.

c) (1 + x2)y′ − 2xy = (1 + x2)2.

d) y′ − 2y

x+ 1
= (x+ 1)3. y|x=0 =

1

2
.

e) y′ + 2xy = 2xe−x
2
.

f) y′ − 2xy

1 + x2
= 3x.

g) y′ + 2xy = e−x
2
.

h) y′ + 2xy = 2x2e−x
2
.

i) y′ +
2y

x
=
e−x

2

x
.

j) y′ − 2y

x
= x2 cosx.

Bài 3.4. Giải các phương trình vi phân Bernoulli sau đây
a) x(1 + x2)y′ − 4x2y = 2(1 + x2)2√y.
b) y′ − 2y cot gx =

√
y sin 4x.

c) y′+xy = x3y3.

d) y′ + y = e
x
2 .
√
y , y|x=0 =

9

4
.

e) y′ − 2xy = 2x3y2.
f) x2y2y′ + xy3 = 1.
g) y′ + 2xy = y2ex

2
.

h) y′ − y cosx = y2cosx.

i) y′ − 2

3x
y =

x2

3y2
.
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j) xy′ + y = y2 lnx.
Bài 3.5. Giải các phương trình vi phân toàn phần
a) (x+ y + 1)dx+ (x− y2 + 3)dy = 0.
b) 2(3xy2 + 2x3)dx+ 3(2x2y + y2)dy = 0.
c) (2x+ y)eydx+ (x2 + xy + x)eydy = 0.

d)

Å
1 +

2x

x2 + y2 + 1

ã
dx+

Å
1 +

2y

x2 + y2 + 1

ã
dy = 0.

e) (3x2 + 6xy2)dx+ (6x2y + 4y3)dy = 0.
f) 3x2eydx+ (x3ey − 1)dy = 0.
g) (3x2 + 2y)dx+ (2x− 3)dy = 0.
h) (3x2y − 4xy2)dx+ (x3 − 4x2y + 12y3)dy = 0.
Bài 3.6. Giải các phương trình vi phân sau
a) y′′ + 9y = 6e3x.
b) y′′ − 3y′ = 2− 6x.
c) y′′ − 2y′ + 2y = x(ex + 1).
d) y′′ − 4y = (2− 4x)e2x.
e) y′′ − 2y′ − 3y = (4x− 5)ex.
f) y′′ − 2y′ = 3x− 4.
g) y′′ − 4y′ + 4y = xe2x.
h) y′′ + y′ − 6y = x2e−2x.
i) y′′ − 3y′ + 2y = (7− 3x)e3x.
j) y′′ + 5y′ = x2 + x+ 3.
Bài 3.7. Giải các phương trình vi phân sau
a) y′′ + 4y = 3 sin 2x.
b) y′′ + 2y′ − 3y = − sinx.
c) y′′ + y = x cosx.
d) y′′ − 5y′ + 6y = 13 sin 3x.
e) y′′ − 2y′ + 3y = e−x cosx.
f) y′′ + y = x sin 2x.
g) y′′ + y′ − 2y = −3 sinx+ cosx.
h) y′′ − 3y′ = e2x (sin 3x+ cos 3x).
i) y′′ − 2y′ + 5y = ex (sin 2x− cos 2x).

Đáp số bài tập chương 3

Bài 3.1.
a) ln |xy|+ x− y = C, C ∈ R, hoặc x = 0 hoặc y = 0.

b)
x+ y

xy
+ ln

∣∣∣y
x

∣∣∣ = C, C ∈ R, hoặc y = 0.

c) 1 + x2 = C

Å
y − 1

2
+
√
y2 − y + 1

ã
, C ∈ R, C 6= 0.

d)
√

1 + x2 +
√

1 + y2 =
√

2 + 1.

e) y3 = 3 arctan ex − 3π

4
.

f) y = 3
√

3x+ 3 ln |x|+K, K ∈ R.

g) y = 3

…
ln
∣∣∣(1 + x)3

∣∣∣+K, K ∈ R.

h) x = 0 hoặc ln |x| −
√
y2 + 1 = C, C ∈ R.
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i) y =

 
1 + ln

Å
1 + ex

2

ã2

.

Bài 3.2.
a) x(x+ y) = Cy, C ∈ R, C 6= 0, hoặc y = −x hoặc y = 0.
b) 1 + 2Cy − C2x2 = 0, C ∈ R, C > 0, hoặc x = 0.
c) y = ±x

√
1 + Cx2, C ∈ R.

d) x(x2 + y2)− Cy = 0, C ∈ R, C 6= 0, hoặc y = 0.

e) x = 0; y = x;x = K.e
2x
x−y , K ∈ R, K 6= 0.

f) y = xe
−x
2 .

g) y = x(C − ln |x|), C ∈ R, hoặc x = 0.
h) y = xe1+Cx, C ∈ R.
i) y2 = x2(lnx2 − C), C ∈ R, hoặc x = 0.
Bài 3.3.

a) y =

Å
ln

∣∣∣∣x− 1

x

∣∣∣∣+K

ã
(x2 − x).

b) y = e−x
2

Å
x2

2
+K

ã
.

c) y = (1 + x2)(x+K).

d) y = (x+ 1)2

Å
x2

2
+ x+

1

2

ã
.

e) y = (x2 +K)e−x
2
.

f) y = (1 + x2)

ï
3

2
ln(1 + x2) +K

ò
.

g) y = (x+K)e−x
2
.

h) y = e−x
2

Å
2x3

3
+K

ã
.

i) y =
K − e−x2

2x2
.

j) y = Kx2 + x2 sinx.
Bài 3.4.
a) y = (ln |x|+K)2 (1 + x2)2 hoặc y = 0.
b) y = (sin 3x/3 + sin x+K)2 sin2 x hoặc y = 0.
c) y2(x2 + 1 +Kex

2
) = 1 hoặc y = 0.

d) y = e−x
Å

1

2
ex + 1

ã2

.

e) y =
1

Ce−x2 + 1− x2
hoặc y = 0.

f) y =
1

x
3

…
C +

3

2
x2.

g) y =
e−x

2

C − x
hoặc y = 0.

h) y =
1

Ce− sinx − 1
hoặc y = 0.

i) y3 = x3 + Cx2.

j) y =
1

1 + Cx+ lnx
hoặc y = 0.

Bài 3.5.

a)
x2

2
+ x+ xy − y3

3
+ 3y = C.

b) x4 + 3x2y2 + y3 = C.
c) (x2 + xy)ey = C.
d) x+ y + ln(x2 + y2 + 1) = C.
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e) x3 + 3x2y2 + y4 = C.
f) x3ey − y = C.
g) x3 + 2xy − 3y = C.
h) x3y − 2x2y2 + 3y4 = C.
Bài 3.6.

a) y = C1 cos 3x+ C2 sin 3x+
1

3
e3x.

b) y = C1 + C2e
3x + x2.

c) y = ex(C1 cosx+ C2 sinx) + xex +
1

2
(x+ 1).

d) y = C1e
−2x + C2e

2x − e2x

Å
x2

2
− 3x

4

ã
.

e) y = C1e
−x + C2e

3x + ex(−x+
5

4
).

f) y = C1 + C2e
2x − 3

4
x2 +

5

4
x.

g) y = (C1 + C2x)e2x +
x3

6
e2x.

h) y = C1e
2x + C2e

−3x − e−2x

Å
x2

4
− 3x

8
+

13

32

ã
.

i) y = C1e
2x + C2e

x − e3x

Å
3x

2
− 23

4

ã
.

j) y = C1 + C2e
−5x +

1

15
x3 +

3

50
x2 +

72

125
x.

Bài 3.7.

a) y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x− 3

4
x cos 2x.

b) y = C1e
x + C2e

−3x +
1

5
sinx+

1

10
cosx.

c) y = C1 cosx+ C2 sinx+
1

4
x cosx+

1

4
x2 sinx.

d) y = C1e
2x + C2e

3x +
1

6
(5 cos 3x− sin 3x).

e) y = ex
Ä
C1 cos

√
2x+ C2 sin

√
2x
ä

+
e−x

41
(5 cosx− 4 sinx).

f) y = C1 cosx+ C2 sinx− 4

9
cos 2x− x

3
sin 2x.

g) y = C1e
−2x + C2e

x + sinx.

h) y = C1e
3x + C2 − e2x

Å
4

65
sin 3x+

7

65
cos 3x

ã
.

i) y = ex (C1 cos 2x+ C2 sin 2x)− xex

4
(sin 2x+ cos 2x) .
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